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Se presenta una descripcidn detallada de la solucién analitica propuesta por Damour & Deruelle
(D&D) para resolver la ecuacién diferencial que describe el problema de los dos cuerpos
postnewtoniano. Se muestra la relacion entre las constantes de movimiento y los denominados
elementos orbitales postnewtonianos, los cuales se reducen a los elementos cldsicos al tomar ¢ —
. Con el fin de verificar el grado de exactitud de la solucién, se estudia el sistema conformado por
Mercurio alrededor del Sol. Los resultados se han comparado con los obtenidos a través de una
integracion numérica directa de las ecuaciones de movimiento. Se encuentra que la solucién anali-
tica de D&D describe con un alto grado de exactitud el movimiento del Mercurio comparado con
los resultados de la integracion numérica directa de las ecuaciones diferenciales.
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Abstract

We present a detailed description of the analytical solution due to Damour & Deruelle in order
to resolve the differential equation of the post-Newtonian two body problem. It’s shown the
relationship between the constants of motion and the so called post-Newtonian orbital elements,
which are reduced to the classical orbital elements when ¢ — o, The Sun-Mercury system is used
to study the accuracy of the solution. The results are compared with those obtained through a
direct numerical integration of the equations of motion. It’s found that the D&D solution descri-
bes, with a high degree of accuracy, the motion of Mercury compared with that obtained with the
direct numerical integration.
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Introduccion

En el estado actual del arte, la Teoria de la Relatividad
General (TRG) ya no se ve como una teoria que deba
ser probada a toda costa conforme se va avanzando en
las técnicas observacionales, sino que es el fundamento
necesario para la construccion de las actuales y complejas
teorias dinamicas que estudian el movimiento de los cuer-
pos principales del sistema solar. De hecho, la TRG ha
venido a convertirse, entre los modernos especialistas, en
el fundamento de la mecanica celeste propiamente dicha.
Sin embargo, todavia estd muy difundida la idea de con-
templar de forma superficial a la TRG como una teoria
necesaria solo para adicionar pequenas correcciones a la
mecanica cldsica newtoniana (Brumberg, 1991).

Bajo la TRG el movimiento de las particulas embebidas
en campos gravitacionales se presenta como el movimiento
libre tnercial a lo largo de lineas geodésicas del espacto
seudo-Riemaniano con una métrica determinada por las
masas gravitantes. El concepto es facilmente entendible,
pero trasladado a los detalles matemadticos es complicado
de llevar a cabo. De hecho, es necesario apelar a toda clase
de aproximaciones y suposiciones no exentas de criticas y
defectos para poder llegar finalmente a las ecuaciones de
movimiento. Para un andlisis critico de la mecanica celeste
relativista véase Damour (1987).

Poco después de haberse introducido la TRG, se elaboro
un método de aproximacion llamado “postnewtoniano”, el
cual permitia comparar la TRG con la teoria newtoniana.
La aproximacién postnewtoniana es una aproximacion de
“movimiento lento” y “campo débil” de la TRG. Bajo
este esquema se introducen algunos pardmetros adimen-
sionales que justifican realizar la linealizacion de las ecua-
ciones de campo de Einstein. Pero hay una caracteristica
adicional a este desarrollo. Y es que a pesar de que la TRG
ha salido airosa de cuanta prueba experimental haya sido
posible concebir, eso no ha impedido que varios tedricos in-
conformes elaboren teorias métricas de la gravedad distin-
tas a la de la TRG. Por fortuna, dichas teorfas, junto con la
TRG, pueden, bajo una linealizacién, escribirse de forma
casi idéntica salvo en los valores numéricos que adoptan
los parametros propios de cada teoria gravitacional. Dos
de los parametros mas usados son v y [ los cuales re-
presentan respectivamente el valor de la curvatura espa-
cial y la cantidad de no linealidad contenida en la TRG.
El que se pueda escribir las ecuaciones de movimiento in-
cluyendo cuanto parametro exotico exista (actualmente se
llegan a contar hasta diez de los mismos) permite conden-
sar facilmente y de una séla vez todas las teorias métricas,
con lo que es inmediato realizar predicciones tedricas y
compararlas con lo que se mide en la naturaleza. Esta
teoria general que comprende todos los casos posibles es
llamada el formalismo “postnewtoniano parametrizado”,
PPN, por sus siglas en inglés. Dicha teoria contiene un
conjunto de parametros a los que se les puede asignar

valores especificos de manera arbitraria. Un conjunto de
valores para estos parametros hace que, por ejemplo, el
formalismo PPN sea idéntico al limite postnewtoniano de
la TRG, cosa que se logra haciendo v = 3 = 1. En este
articulo se considera a la TRG como la dnica teoria de la
gravitacién apropiada para explicar la naturaleza, por lo
que evitaremos la escritura en parametros PPN.

Con la presente comunicacion se pretende no sélo ex-
poner con detenimiento una solucién del problema de
los dos cuerpos post-newtoniano, lamentablemente poco
conocida en la literatura, sino también dar a conocer el
grado de aplicabilidad de dicha solucién en comparacién
con la integracion numérica directa de las ecuaciones de

movimiento. La solucién aqui expuesta constituye una
generalizacion de las cldsicas expresiones newtonianas que
se encuentran en todos los libros de mecanica celeste.

La ecuacion de movimiento

En la aproximacion postnewtoniana el problema del
movimiento se ataca primero considerando un espacio-
tiempo asintoticamente plano que pueda ser cubierto con
un simple sistema global de coordenadas. El sistema de
coordenadas, llamado ahora “coordenadas PPN”, otorga
una divisién natural 3 + 1 del espacio-tiempo en espacio

+ tiempo. Esta division convenientemente usa la notacion
del analisis vectorial del espacio plano tridimensional. Por
supuesto, ello significa que la teoria postnewtoniana in-
tenta ajustar la TRG en un armazdén puramente newtonia-
no y arrastra consigo los conceptos del espacio y tiempo
absolutos.

La ecuacién diferencial que describe el movimiento de
una masa puntual me con respecto a otra masa puntual
m, bajo la aproximacion post-newtoniana, en términos de
la distancia relativa r, es (Soffel, 1989):

. Gm Gm | 1Gm .92
et [ (44 20) — (1+30) (£)
30' ) 3 .
!j(r-r)“]r b (e F)(4— 20)F p. (1)
2r
donde r = [r|, I representa la aceleracién de uno de los

cuerpos con relacion al otro, ¢ la velocidad de la luz en
el vacio, m = my + me y 0 = myma/(my + 7r12)2. Es
claro que al tomar ¢ — oo esta ecuacion se convierte en la
clasica ecuacion del problema de dos cuerpos: r f(f—ﬁr

Una manera de resolver el problema del movimiento rela-
tivo en la aproximacién postnewtoniana (1PN) es conside-

rar la ecuacién (1) de la siguiente forma:

d’r Gm o
- = ——r 5
dt? i E

siendo a, el término de “perturbacién” que estd siendo
multiplicado por Gm/c?, y estudiar el efecto de dicha
perturbacion en la solucidn exacta clasica del problema
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de dos cuerpos, tal y como se aborda en el conocido
método de variacién de parametros en el que se estudia la
variacién temporal de las constantes de movimiento, esto
es, de los elementos orbitales, ver por ejemplo Brouwer
& Clemence (1961). Asi procede Rubincam (1975),
quien, a partir de la métrica de Schwarzschild y de la
ecuacion de la geodésica, utilizd las ecuaciones planetarias
de Lagrange para obtener la variacién temporal de los ele-
mentos orbitales cldsicos de un satélite artificial alrededor
de la Tierra.

Brumberg (1991) descompone la aceleracién pertur-
badora a, en sus componentes radial, transversal y normal
y utiliza las formas gausianas de las ecuaciones de La-
grange para obtener la variacion temporal de los elemen-
tos orbitales (una solucién por elementos osculadores). El
método es ttil siempre y cuando uno esté interesado en
observar los cambios seculares y cuasi-periédicos en los
elementos orbitales cldsicos. Este autor encuentra que la
inclinacion y la longitud del nodo ascendente son cons-
tantes en el tiempo; el semieje mayor y la excentricidad
oscilan alrededor de un valor medio con periodo igual al
periodo orbital y el argumento de latitud del pericentro
cambia en el tiempo con contribucién secular y periddica.
Lestrade (1981), utilizando las ecuaciones planetarias de
Lagrange, obtiene expresiones analiticas — por expansién
en series de potencias en términos de las excentricidades
— que permiten tener en cuenta la variacién de los elemen-
tos orbitales cldsicos hasta el primer orden. Una solucién
muy elegante, también por aproximaciones, es la elabo-
rada por Richardson & Kelly (1988), la cual, utilizando
variables de Delaunay y transformaciones candnicas, ob-
tiene la variacion temporal de los elementos clasicos.

La otra forma de resolver la ecuacién diferencial (1) es
por medio de una solucién “analitica” cerrada. A primera
vista, la ecuacién diferencial parece demasiado complicada
como para suponer que no la tiene. Esto, rigurosamente
hablando, es cierto. Pero, si el término postnewtoniano es
del orden de 1/¢? es posible hallar una solucién valida —
dentro de un orden de aproximacion razonable — siempre
y cuando expresiones de 1/¢" con n > 4 sean consideradas
despreciables. Esta forma de solucién puede considerarse
mas que suficiente pues la obtencidn de la ecuacion de
movimiento se hizo a través de un proceso de aproxi-
macion que considerd los términos despreciables a partir
de 1/c™ con n = 4, ver Richardson & Kelly (1988).

Se han publicado varios métodos de solucién analitica
— vilidos a un orden de 1/¢? — de la ecnacién dife-
rencial (1). Las soluciones propnestas son las de Brum-
berg (1991), pag. 82, Wagoner & Will (1976), Hau-
gan (1985) y Damour & Deruelle (1985). Ver So-
ffel (1989), para una exposicion de las soluciones (ex-
cepto la de Haugan) con una notacién unificada. Puede
verse también el articulo de Soffel et al. (1987), que con-
tiene una exposicién detallada de varias formas de solucién
analitica, asi como un resumen de la solucién de Brum-
berg por elementos osculadores. Sin embargo, la solucién

propuesta. por Damour & Deruelle, que llamaremos de
ahora en adelante como la solucién D&D, ha merecido
una aplicacién extensiva en lo que se refiere al estudio
de la sefiales del pulsar binario PSR 1913 +16 (Taylor
& Weisberg (1989)) como también a estudios de per-
turhacién de su solucién analitica (Calura et al. (1997)).
La presente comunicacion pretende ahondar en la solucién
D& D, haciendo explicitos ciertos desarrollos — que no son
evidentes en los pocos articulos que hay sobre el tema — v
guiados por la solucién clasica haremos claro el concepto
de “elementos orbitales postnewtonianos”.

La solucién analitica de D&D

La ecuacion diferencial (1) puede obtenerse directamente
de la lagrangiana £ (Richardson & Kelly (1988)):

Gm

Lo Gm 1 g ; ; i1
[= 5 (r)” + + D (r)" (1 — 30) + e (3 +0a)(r)
; 2
Gmo e Gm
)Rt 2
+‘.Z'r'-“ch (eix) 2¢2 ( r ) ’ (2)

A partir de ésta, podemos obtener el hamiltoniano 2
mediante:
ar
E=v——-L,
v
que es una constante de movimiento.
Procediendo, obtenemos:

E= %(v-v) - (—f’ﬂ + }{%(1 —3a)(v-v)*
(;,n [(3 +a)(v-v)+o(n-v)’ + %] } 3)

donde n = r/r.
La invariancia de la lagrangiana £ ante rotaciones im-
plica:

H = r x p = constante, (4)

donde p esta definido por

o
P= 5

Entonces, de (2) se deduce que

(r-t)r, (5)

By

Gm(3 + o)] Gma .
2¢? rc?

p:f[l-}— 2pd

que al multiplicar vectorialimente por rx se tiene

(6)

(1-30) 412, Gm(3+ rr)] _H

rxlazrxr"{l+ —=(r)°
s

re?

En términos de las componentes de la posicion (i, y, ) ¥
de la velocidad (&, 4, £) se encuentra que las componentes
rectangulares de H son:
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m 1-30,.., Gm(3+a)

H, = (yz — zy) [1 + 502 (r)° + oz .
B . 1-36,.., Gm(3+a)

Hy - (z:c - .’L'Z) [1 + 202 (r’) + ’l"C2 :| 1 (7}
Tl s lw?mr.2 Gm(3+ o)
= (o =) [1+ L 4 SR,

Puesto que el vector H es constante y es ortogonal ar y
I se deduce que el movimiento estd contenido en un plano.

Introducimos coordenadas polares para describir el
movimiento en el plano, esto es, utilizamos como vectores
posicién y velocidad a

P, r = rfig + rir,

donde 4, y g son vectores unitarios mutuamente ortogo-
nales el primero de los cuales estd dirigido en la direccién
radial. Con ello las ecuaciones (3) y (6) pueden escribirse
COomo:

1 T
E:~(:’~2+r282)—@ = 2(1—30 (2 +r26%)? +
G
*21-(; [(3+2cr) + (3 + 0)r26? +Gm} (8)
H=r2 (14 83D 2 | agey  GmBHa)] )
2c? rc?

Procedemos a resolver la ecuacién (9). Dicha ecuacion
se puede escribir de la forma

H
1+ K.
donde K, representa la suma de términos del orden de
1/¢* en (9). Expandiendo en series de potencias y con-

siderando despreciables los términos del orden 1/c* en
adelante se obtiene

’n"zé: = H(]- & Kc)_13

r=H(1-K,) = H[l (1 3")( 24267
~Gm(3 + J)]

(10)

Pero, puesto que al aislar el término 72 + 7202 en la
ecuacién (8) se puede escribir

T;2+T,292,2E+2_m_.0(1/ (11)

al reemplazar esta ultima en (10) y conservando sélo los
términos del orden de 1/¢? se obtiene

NE  2Gm
+

S (30 %
e =H [1 + = > (c—-2)|. (12)
Llamando:
I=H [1 ¥ (%'—”E} : (13)
c?
g ZGm(Ur— Z)H' (14)

c?

entonces la ecuacion (12) queda

: I J
8= ?”72 + ot (15)

Por otro lado, si despejamos de (8) el valor de 72 tenemos

72 = —_p2g2 4 20T 42137 ;

22

i = 30) (2 + r20%)?

(34 20)7° + (3 + 0)7'292 + GT] . (6

Al reemplazar en esta ultima ecuacién los valores de 72
dado por (11), de 8 encontrado en (12) y de 72 + 1262 en
(11) se obtiene, después de un poco de algebra:

—or|14 33¢c - 1)E +2Gm 4 (To —6)E
2c? T c?
1 o 2030 — NE  5{c —2)G*m?
oF {—H [1 e T r
H2Gm(8 - 30)
s — e (17)
Llamando:
330 — 1)E
= o Nt ol 18
A=2F [1 + 502 ] i (18)
B=&m [1+L26)L], (19)
c
; 230 - )E  5(c — 2)G?*m?
. 2 .
C=-H [1 t e - s , (20)
H*Gm(8 — 3
e # (21)
¢
la ecuacién (17) puede escribirse como:
2B C' D
=A+ — + A (22)

La solucién de D&D consiste primeramente en introducir
una variable 7 definida asi:

D
r 23
T = 26‘(} » ( )
donde D es el valor definido en (21) y Cj es el valor limite
que toma C' dado en (20) cuando 1/c? — 0, esto es, —H?2.
Es claro que 1 = ¥
Al reemplazar el valor de r dado en (23) en (22) se obtiene

2B b5 N 5 D\
P A+ (14— —(1+
+ ( + QC()‘.'_') ¥ 7_'2 ( 2(()?)

D DN\
Lo 24
t (”'zam) ‘ 20

la cual, al tomar en expansion en serie de Taylor los
términos con exponentes en el lado derecho, siempre con-
servando los términos de 1/c? y haciendo cero los de orden
superior o igual @ 1/c¢* obtenemos

D bc D
2B 1((7“3 ) g

T (R W W (2
=A+ + o ((,:‘+ —. (25
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Ahora bien, puesto que la relacién

c _H? 2 2
Gom [14+0(1/c%)] =1+ 0(1/c%),
el producto %‘3 es igual a D, pues éste es del orden de
1/c%
Llamando:
= BD
C=0C-—, 26
= (26)
la ecuacién (25) queda
: 2B 3
F2:A+f+_£2. (27)
r 7

Noétese que la transformacién ha permitido eliminar el
término que contiene 77,

En lo que sigue se hard énfasis sélo en el movimiento
eliptico, por ser el de mayor importancia astrondémica.
Si nos guiamos por el proceso de solucion de las ecua-
ciones diferenciales en el movimiento eliptico clésico, que
se pueden verificar en cualquier libro de mecdnica celeste,
podemos definir nuevas constantes adaptando resultados
bien conocidos a nuestras necesidades.

Podemos llamar (Brouwer & Clemence (1961)):

CA ;
e=\1+ 55 (28)

p=B, (29)
-B

a=—— 30

a=-— (30)
entonces la ecuacién (27) queda

o, 2 pa(l-é?)

=——+4+—=—-——" 31
" 5 T F 72 (31)
Al definir 72 como:
_ AP it e
n=\l-g =\ (32)

y realizando un proceso de integracién directo (Portilla
{(2001)), bien conocido en la literatura, se obtiene:

F=a(l —ecosu), (33)

donde u es una variable de integracién que juega el mismo
papel de la anomalia excéntrica en el caso clisico y que
aqui continuaremos llamando asi.

Es igualmente facil de verificar que la relacién entre w y
el tiempo £ es:

u— esenu = 7t(t — tp), (34)

donde t;, es una constante de integracién que corresponde
al tiempo cuando u = 0. La constante € es llamada excen-
tricidad temporal. Definiendo la anomalia media como:

M =n(t - ty), (35)

la ecuacién (34), version postnewtoniana de la ecuacidn
de Kepler, queda:

u—ésenu = M. (36)

Recuperemos la variable griginal r, esto es, el radio vec-
tor, mediante (23):

r=a-+t L Q€ CoS U
=a+ —= - d
2Cy
Haciendo
D
—a+ ; 37
ap=a+ 55 (37)
ae
s == B 38
g .

obtenemos como ecuacién del radio vector en términos de
la anomalia excéntrica a:

r=ag{l —egcosu), (39)
donde agp vy egr son llamados respectivamente semieje

mayor radial y excentricidad radial.

Ahora procedemos a resolver la ecuacion (15). De nuevo,
haciendo el cambio de variable siguiente:

=T+ = 40
T 1+21, ( )

donde I y J estan dados por (13) y (14).
Al reemplazar el valor de r definido en (40) en la ecuacién
(15) se obtiene

o _1( I\ I, T
dt 12 aIF ™ 2w )
Tomando la expansion en serie de Taylor de los términos

con exponentes en el lado derecho, y teniendo en cuenta
que J es del orden de 1/c? se obtiene

dg I (41)
dt 2

Supongamos que existe una solucién del tipo
¥ =a(l —ecosu), (42)

donde @ y € son constantes que no han de confundirse con
@, € niconag y eg.
Por lo tanto, la ecuacién (41) queda

a2(1 — ecosu)?dd = Idt. (43)

Pero ahora estamos tratando de relacionar u consd. Ello
se logra expresando la diferencial de tiempo en términos
de la diferencial de « que se puede obtener a partir de
(34). En efecto, de ésta tltima se deduce

(1 — Ecosu)du = ndt.

Al reemplazar esta tltima ecuacion en (43) tenemos

541
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I (1 —ecosu)
na? (1 — écosu)?

o = (44)

Antes de seguir con el proceso de integracién es titil ex-
presar ahora ciertas constantes tales como ag, a, a, eg, €
y € en términos de constantes mas primarias.

El valor de a ya fue expresado en términos de constantes
iniciales y estd dado por (30).
De la ecuacién (37) y de (30) obtenemos

B 4+ D
ap = —— + —.
S T

Puesto que otra forma de determinar el radio vector es
mediante la combinacién de (40) y (42), esto es

= a — ae cos =i 46
T a,ecoqu+2[ (46)

Comparando con (39) se obtiene

- J

e, a7
a apR o7 ( )
s apR

= —epR. 418
€ = €R ( )

Por lo tanto, a esta dada por

e B D J

- - = 49
N Ty )

El valor de € se obtuvo de la ecuacién (28). El valor de
€r se determina a partir de (38):

€
€R

= —3,
1T+ 2ChHa

pero, puesto que a estd dada por (30), tenemos

€ DA -
ER:‘—TZQ(]'F‘—), (SU)
1- oY 2CyB

donde, en el ultimo paso, se aprovechd la circunstancia de

que D es del orden de ¢~ 2.

El valor de € se halla a partir de (48) que con (47) se
obtiene

e =il
7 s
li?[au

y al reemplazar el valor de ag dado en (45) v después de
algo de dlgebra obtenemos

_ JA ]
€ = (] — m) €R, (Jl)

o de (50):

JA DA
s | T 5 0 e 52
‘ ( 281 | 2005) ¢ (52)

Nétese que por ser Dy J términos del orden de ¢72, € y
€ sélo difieren en ese orden de magnitud.

Dicho esto, procedemos a integrar la ecuacion (44).
Sea una constante eg definida de la siguiente forma:

g = ((?-;(29) +¢€, (53)

donde ¢ es del orden de ¢ 2.
De esta ultima se deduce que

€+ ep
28 — — €,
€g 9 ;

que al despejar ¢ da

_[eteg i
€= 3 — eg,

elevando al cuadrado es facil verificar que

25 2
2 (8289) — eep. (54)

Hagamos ahora el siguiente producto:

(1 —ecosu)(l —egcosu)=1—Ecosu — egcosu
2
+ €€g COS” 1,

al reemplazar en esta ltima el valor de éep dado en (54)
se tiene:

2(e 4 eg) cosu E+ep\?
(1 —Ecosu)(l —egcosu)=1— (F+FB)FO”J+(E+‘-(€) cos*u

2 2
— € cos? u,

donde €2 es enteramente despreciable.

Por lo tanto:

s 2
(1 —ecosu}{l —egcosu) = [1 - (e -;eﬁ ) u:_'o.su] 3 (55)

Ahora, la definicién de ey se hizo en (53) sin especificar
el valor de ¢. Puesto que € y ¢ sélo difieren en un valor
del orden de ¢™? (ver ecuacién (52)), podemos definir g
asi:

eg = 28 — &, (56)

de la que se desprende que

e+ ep
3 57
. (57)

Con ello, la ecuacién (55) se puede escribir como:

€=

(1 -ecosu} 1

(1 —ecosu)? 1 —egcosu’
Reemplazando esta iiltima expresion en (44) se tiene:

du

dd= — ——n« .
na? (1 — e cosu)

Al integrar da:
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21 1 1+ eq U

9-907ﬁ52\/1__¥tan 1_eetan(2)], {58)
en donde 6 es el valor que toma 6 cuando u = 0. Aqui,
no es evidente que con la integracién aparezca un angulo
que es una nueva constante de movimiento, la cual no
corresponde a 6, pues como veremos mas adelante, éste
es funcién de constantes ya conocidas. El dngulo al que
nos referimos es el argumento de latitud del pericentro,
w, y corresponde al dngulo medido sobre el plano orbital

existente entre el nodo ascendente y el pericentro de la

6rbita. La razén de que no sea evidente su existencia
se debe al hecho de que la integracién se hace entre dos
angulos que se definen con independencia de la orientacion
de la érbita en el espacio.

Llamando:
Ko = —N—I——, (59)
V]
Ag=2tan? [ i iZZ tan (%)] , (60)
entonces podemos escribir (58) como
6 = 6y + KpAg. (61)
Nétese que el pericentro se verifica con cada nueva re-
volucién de la anomalia excéntrica (u = 2w), pero, en

el mismo punto la anomalia verdadera es igual a 2w +
6y. Ello significa que la linea de las dpsides (desde donde
se comienza a medir @ con cada nueva revolucién) se va
desplazando un valor @, en la misma direccién en que se
cuenta 6.

Para obtener el valor de la contante 8 es preciso expre-
sar los valores de I, €, n y eg en términos de constantes
primarias tales como G, m y E.

Obtencién de las constantes

El propdsito de esta seccién es mostrar la relacién de
algunas de las constantes con las que hemos venido tra-
bajando y cuyas expresiones seran de gran ayuda para
mostrar la relacién entre la solucién de D&D y el caso
clasico, asf como para identificar constantes tales como
0[).

1. El calculo de ap

Los valores de A, B y D estan dados respectivamente por
(18), (19) y (21). Igualmente recordamos que Cy = —H2.
Reemplazando estos valores en (45) tenemos:

Gm (7o —6)E 330 - 1)E]™
fie [1+ ! ] [H -
(8 -30)Gm

2c2

aR=—

Al realizar las multiplicaciones correspondientes y or-
denar se reduce a

i =]

2K 2c? 62)

aR —

2. El calculo de a

La ecuacién (47) permitié definir @. Reemplazando en
ésta los valores de (13) y (14) se obtiene

i=ag (1 s G—m(o—_—z)) . (63)

apc?

3. El cilculo de i

Al reemplazar (18) junto con (19) en (32) tenemos

(—2E)3? [1 N 35‘; (30 - 1)] 3/2 {1 & (7o ;G)E] N

Gm

que al realizar los productos indicados se convierte en

(—2E)3/? {1 - IS)E] _

am 4c? (64)

Tl
De la ecuacién (62) podemos despejar £ para obtener

E =

ati [1 (65)

2ap

Gm(a —7)
4(13(.'2 ’

de la que es facil llegar a

SQR(,‘2

v 372 v
(camyn = (€Y 14 e )
R

Reemplazando esta dos tltimas ecuaciones en (64):

(Gm)1/? -l
a:}‘gf'z ! Bapc?

1 3Gm(o — 7)] {1 N (o - 15)0711] 1

SGRCQ

que se reduce a.

o (Gm)YE ] Gmlo —9) _
= 7 1 L . (66)
5 L

4. El calculo de €

De la ecuacién (28) y de (26) tenemos

_ A BD
e—\/l-#?(c‘j”‘)— (67)
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Después de un poco de dlgebra es posible llegar a

A _ 2B [ (19 2\E
B2 T Gme 29773 2

— 2 [ _ 2,2
C— BD eI 2(3¢ - 1)EH 5 5(oc — 2)G*m
Cn c? c?
_ 2,02
g (8 302)(? me (68)
¢

Al reemplazar estas dos dltimas ecuaciones en {67) se
obtiene:

e—{1+ [H2(1+~(17 70))
B 2G; a-o}" (69)

5. El cdlculo de eg

El valor de e esta dado por (50). Es inmediato verificar
que

DA (8 — 30)E
QCUB B 62 ’

Al reemplazar esta ultima ecuacién al igual que (69) en
(50) y realizando los cdlculos correspondientes se tiene

ER:{]J”(‘ZJ;J[HQ(H 700 - ))

L 6)] }1/2. (70)

c?

Podemos calcular el valor de eg en términos de &. Esto
se logra a partir de (50). Reemplazando los valores de A,
B y D dados por (18), (19) vy (21} respectivamente, que

junto con Cy = —H? y con ayuda de (65) es facil llegar a
Gm 3
r= |1 - = €. 71
€R [ +aRCQ(4 20’)}6 (71)

6. El cdlculo de ¢4

El valor de eg esta dado por (56). Al reemplazar el valor
de € dado por (52) en (56):

{72)

Pe—(1+ DA .]A)

wB B

El valor de % se hallé unas cuantas lineas arriba. De
igual forma se tiene:
JA  4E(o —4)
BI 2

Entonces, al reemplazar estos valores junto con (69} en
(72) tenemos

eo={1+ GQ2E [2(1+ 2—%(0 ~15))
_ 6G?m ].}1/? )

c2

(73)

Es igualmente importante encontrar una expresion e
relacione ey con eg.

De la ecuacién (56) junto con (52) recordando que en
esta dltima J y D son del orden de ¢~

_oe- 4 JA DA\ _

o = 2¢ 2BI 20,8/ °

v de (51):
J D

o= [1— A —

s [ (Bl QC)B)] (74)
Puesto que

J _ 2(c-2) D (8-30)

BI =~ & 2C,B 202

se tendrd entonces

A J D _FEo
BI 2()]]5 N ()2 i

y de (65) finalmente llegamos a

Gmo
eg = | 1+ —— | ep. (75)

2apc?

7. El calculo de H

De la ecuacién (70) se desprende

2E 2 S5E . ?m? ’
1-e% = = [H (1+ @(073}) + T(U—b)] ,

que al reemplazar £ con ayuda de (65) v despejar H se
convierte en:

H=[Gmag(l - e%)]ll? [1 +
Gm 2 2 )
+’m(4+2f.f{fcf€ﬂ)] (7())

8. El calculo de K,

Ya estamos en posicion de caleular Ky de acuerdo con la
ecuacion (59).
De las ecuaciones (13), (63) y (64) se determina
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1 H 1
e U] (L
Gm

Igualmente, de la ecuacion (73) es facil llegar a

; E Dz
1 - e o [H2 (1 +—(cr—15)) BT ]

e T GEm? 22 c?
la cual, al reemplazar E dado por (65) y tomando la rafz

cuadrada e inviertiendo da:

1 _ VCmag [1+ 20m (L B sc;m)]"”?
N H ?

[& aR H?

(78)

De esta vltima ecuacién se puede despejar H? para
obtener:

2G
H? =Qm {aR(lAeBz)—C—gm [a;g(lfeg)fli]}. (79)
Al calcular Ky a partir de la primera de las (59) con (77)
y (78) tenemos:

3G2m?

o= 1gpge

y reemplazando en esta tltima la ecuacién (79) se tiene

3G'm

By il 8
i * ar(l —el)c? &)
Llamando:
3Gm
g — 81
" ap(l—el)c?’ (81)
podetnos escribir
Koy =1+k. (82)

9. El calculo de 6,

Primero que todo debe advertirse que, a diferencia del
movimiento eliptico clisico, en la solucién de D&D, al
ser la anomalia excéntrica » igual a cero el valor de la
anomalia verdadera @ no es nulo: es igual a 6y, lo cual es
aparente si se observan las ecuaciones (59) y (61). Al ser
u = 27w y en general cualquier miltiplo par entero de ,
el valor de Kj se anula. Pero, al comparar esta ecuacion
postnewtoniana con la ecuacién clésica, se deduce que el
valor de f, debe ser un valor pequefio, del orden de &,
Por lo tanto, una manera de hallar f es estudiando el
comportamiento de (61) para valores muy cercanos a 2nm
conn=2~0,1, 2 ---

Supéngase que se tiene un valor de u lo suficiente-
mente cercano a 2nm como para que (1 + eg)/?(1 —

eg) /2 tan(u/2) sea muy cercano a cero pero no igual a
cero. Con ello podemos deducir que

(Ap)umann = 2 (%) X

donde se ha supuesto ademés que el valor de ey es lo sufi-
cientemente pequeiio como para considerarse despreciable,
dentro del orden de la aproximacion. Con el fin de obtener
#y como un valor positivo vamos a hacer la siguiente con-
sideracién. Al completarse casi un periodo se tendra que
w serd muy préximo a 2w, de tal forma que el dngulo se
ubicara en el cuarto cuadrante, esto es, u = —27. Fsto se
verifica cuando 8 = —27 por lo que, de (61),

—27m = 0y — 2Ky,

esto es
8q = 2n(Kp — 1). (83)
Por lo tanto, de (82),
fy = 27k, (84)

Entonces, el valor de la anomalia verdadera, para cada
instante de tiempo £, es:

- A
6 =2km+2(1 14 &) tan™? 7 }1 i:g tan (%)] . (85)

Figura 1: Relacién geométrica entre la anomalia
verdadera y la excéntrica.

De la definicién de  (ecuacién (81)) es evidente que
es:
g, = 6Gmm
™ o = e)c?’
esto es, el conocido desplazamiento de la linea de las
apsides por cada revolucion.

El cdlculo de » en funcién de 8

Es deseable hallar una expresion que dé el radio vector r
en funcion de la anomalia verdadera 6.
La ecuacion (61) puede escribirse como

545
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_8-6

X, (86)

Ag

Pero, de la misma definicién de Ap (ecuacién (60)), se
desprende que

Ag 1+eg u
tan | — | = tan ( —) :
2 1—eg 9
Al utilizar las identidades trigonométricas:
tan(ﬁ)f 1—cosAg ta.n(E) _ f1-cosu
2/ V1l+cosds’ 2/ 7V 14cosu’
es facil obtener
1—cosdyg (1+tey 1 —cosu
1+cosdg \l—eg 1 +cosu)
Esta ultima expresién puede deducirse de la siguiente
igualdad:

1 1-¢f (87)
—egcosu = ———F—
0 1+ eg cos Ay
Ahora bien, de la ecuacién (39) podemos escribir
QRER QRER  QREREH
r=agr+ = = Cos U,
€g (7] (7]
€R €R
= —ag(l —egcosu) +ag (1 — —) ; (88)
=] =]

Al reemplazar la ecuacién (75) junto con (87) en esta
ultima se obtiene

| Gmo 1- eg . Gmo
r=a — )
B 2a rc? 1 + eg cos Ag 22

(89)

Para nuestros propodsitos es adecuado escribir esta
ecuacion en términos de eg y con una simbologia mas
apropiada.

De la definicién de Ay dada en (86) y de (83) se desprende

Ap = HAQTF(} —Kg)’
Ko

y de (82) se deduce inmediatamente
Apg =0(1 — k) — 2km. (90)
Expresando eg en funcién de ey (ver ecuacion (75))

r:ap{(l -T) [%] + F},

donde T' y A son:

fe SR (91)
‘ZG.RCZ

Q=1 +tep(l tT)cos|d(l — k) — 2km]. (92)

Haciendo las operaciones necesarias y ordenando, tene-
mos finalmente:

" ar(l —e%) 1_F(1+e%7Q)

Q 1-e%

El pericentro ocurre en u = 0, esto es, cuando 8 = 2xk7 y
el radio vector adquiere un valor ignal a r, = ar(l — ep).
El apocentro se presenta cuando u = m, esto es, cuando
§ = m + 3km y el radio vector toma el valor de r, =
aR(l +er).

(93)

Los elementos orbitales postnewtonianos

Las constantes E, H (esto es Hy, H,, H.), to y 6y (que
esta ligada a la existencia del argumento de latitud del
pericentro) representan los seis parametros que, junto con
las masas, permiten el cdlculo de la posicién y velocidad
para todo tiempo.

Definimos un sistema de coordenadas cartesiano con ori-
gen en el centro de la masa m;, y escogemos al plano
conformado por los ejes xy como plane fundamental.
Esto bien puede representar, por ejemplo, a las coorde-
nadas rectangulares heliocéntricas de un astro en torno
del Sol teniendo como plano fundamental a la ecliptica.
Supdngase que se conoce para un tiempo t,. las compo-
nentes rectangulares tanto de la posicién como de la ve-
locidad del cuerpo de masa ms en relacion con el cuerpo
de masa my. Obviamente m, y ma son conocidas, lo que
significa que m y o también lo son. Por lo tanto, en di-
cho instante, se conocen el radio vector y la magnitud de
la velocidad. Las ecuaciones (8) y (9) permiten, respecti-
vamente, determinar la constante E y la magnitud de la
constante /. Ahora bien, puesto que el movimiento esta
contenido en un plano, es necesario especificar dos angulos
mias: la longitud del nodo ascendente, denotada por © (el
angulo medido sobre el plano fundametal existente entre
el eje x y el punto en que el objeto atraviesa el plano fun-
dametal de sur a norte) y la inclinacion del plano orbital
i con respecto al plano fundamental.

La relacion entre las constantes H,, H, y H, con 2 e i
es como sigue.

Al definir un vector unitario perpendicular al plano or-
bital se obtiene, de la figura 2,

H i -] .3
Uy = T = senflsenii — cos {lsenij + cosik, (91)

¥ puesto que

H=H,it+ Hyj+ H.k, (95)
se obtiene inmediatamente

H

T{T = sen{lseni,

H

I_Iy = —cos {lsent, (96)

H,

= cost,
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de las cuales se deduce: cos 0
H. g = | senf) | . (99)
Q= —tan"! | == 97
() o o
) . H. Puesto que el angulo existente entre @, y el vector uni-
b= cos 5 z = (98) tario en la direccion del radio vector @, = r/r es el dngulo
V HZ +Hy; + H; w + 0 tendremos que
i fiqy - Uy = |lig||ir| cos(w + 8).
e : L:S]T&%glggs Pero @, =(x/r, y/r, z/r) por lo que

LINEA DE LOS NODOS

Figura 2: Definicién de los elementos €2, ¢ y w.

Las componentes H,, H, y H, se pueden calcular uti-
lizando las ecuaciones (7); luego, los valores de €2 e i son
calculados inmediatamente.

Habiendo determinado E y H, las constantes A, B, C,
D, I v J pueden calcularse inmediatamente. El semieje
mayor ag se puede determinar bien con ayuda de (45) o
con (62). Tomaremos como elemento orbital a eg, el cual
se calcula por intermedio de (70). Hecho esto, se halla
la anomalia excéntrica « con ayuda de (39). También
se puede determinar el valor de la anomalia verdadera ¢
por intermedio de (85). El valor de 7 se halla con (32).
La excentricidad auxiliar e puede determinarse con (28).
Con lo anterior ya es posible obtener el valor del tiempo
del paso por el pericentro ty por intermedio de (34), o
tal ¥y como se hace en el caso cldsico, se puede definir la
anomalia media de referencia M, como elemento orbital
en lugar de t, siempre que se especifique un tiempo de
referencia t,.:

A[T — '”,(t-,- = t()),
de tal forma que:
M =M, +#(t—t,).

Finalmente, se determina el argumento de latitud del
pericentro, esto es, el angulo existente entre la linea de
los nodos y la linea de las dpsides medido sobre el plano
orbital. Se puede calcular de la siguiente forma. Un vec-
tor unitario i, definido sobre el plano de la érbita en la
direccion de del nodo ascendente tiene por componentes:

r

i (;rcosﬂ + ysen Q)
w=cos [ —— | — 0.

Resumiendo, se pueden encontrar seis parametros inde-
pendientes que son calculados a partir de las condiciones
iniciales, usualmente la posicién y la velocidad en un ins-
tante determinado, y que llamaremos, en estrecha ana-
logia con el caso cldsico, como elementos orbitales post-
newtonianos, los cuales son: ag, eg, i, &, w y ty (0 AM,).

La diferencia importante entre ambos conjuntos de ele-
mentos orbitales, esto es, el de la solucion clisica y el de
D&D, estriba en la definicion del semieje mayor radial ag
vy la excentricidad radial eg (las excentricidades auxiliares
€ y eg que entran en las ecuaciones para hallar v y 8 son
funciones de eg a través de las ecuaciones (71) y (75)),
ademads de un ligero detalle con el argumento de latitud
del pericentro (ver més adelante). El conjunto de elemen-
tos orbitales postnewtoniano se reduce al conjunto cldsico
al tomar c — 00: ag =a,eg =€ =€ — €, — N.

El cilculo de la posicién y la velocidad

Ya se ha visto cdmo se pueden calcular los elementos
orbitales postnewtonianos en un instante t, cualquiera, a
partir de componentes rectangulares de la posicién y la
velocidad. Ahora procedemos a calcular las componentes
de la posicion y de la velocidad para cualquier otro tiempo
t.

Se suponen conocidos los elementos orbitales postnewto-

nianos — ag, €g, 1, 2, w, ty (o Al) al igual que el
valor de las masas de ambos cuerpos, esto es, conocemos
wyo.

Con lo visto hasta ahora ya se sabe céomo se pueden de-
terminar los valores del radio vector r y de la anomalia
verdadera @ para un tiempo dado £. Obsérvense las ecua-
ciones (34), (85) vy (93) para verificar que la secuencia del
calculo es andloga al caso clasico.

La posicién del cuerpo de masa mq con respecto a m; en
relacién con el plano orbital estd dada por q:

rcosf
q= | rsenf
0

Tgualmente, las componentes de velocidad vienen dadas
8 5 P
por:
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—rsenﬁ]@ + rcosf
q= rcosfd + rsenf
0

(100)

donde 7 y 8 pueden calcularse a partir de (22) y (15).

Por otra parte, la ecuacién (85) significa, como ya se
habia comentado, que por cada revolucién la linea de
las dpsides, esto es, desde donde se mide 8, se esta des-
plazando un angulo &) en la direccién en que se cuenta €.
De (84) se desprende que la linea de las apsides se est4 in-
crementando un valor 2k7 por cada giro realizado. Como
6 y w (el argumento de latitud del pericentro) estdn sobre
el mismo plano es mas conveniente tener en cuenta este
corrimiento como un incremento de w en un valor 2k7 por
cada giro completo. Sin embargo, el hecho de que el apo-
centro suceda cuando # = 3kw + 7 y no en 2km + 7 obliga
a que cada vez que se incremente & en un valor de 7 se
sume K7.

Entonces el argumento de latitud del pericentro va cam-
biando con cada nueva revoluciéon de la siguiente forma:

©=w+ 26T [ENT (ﬁ(t — t’); o 5 ”)] ., (101)
m

donde n es el valor definido en (66), t. es la época de
referencia, M, el valor de la anomalia media en la época
de referencia y ENT es la funcidén valor entero. Lo que
esta en paréntesis cuadrados permite dar cuenta del incre-
mento de # en k7 por cada media revolucion.

Conocidas las componentes de q y q definidas sobre el
plano de la dérbita, el paso siguiente es obtener las com-
ponentes de la posicién y la velocidad en el sistema de
coordenadas que define e] plano fundamental. Ello se lo-
gra mediante una serie de rotaciones sucesivas de la si-
guiente forma: ambos vectores son rotados primeramente
un angulo —w alrededor del eje normal al plano de la
érbita; luego otra rotacién un angulo —i alrededor de la
linea de los nodos y por tltimo una rotacién un angulo
—£ alrededor del eje z. Entonces:

r=R;_oRy—nR—naq,

r=FR, R, -yR-0)q (102)

Llamando 8" = R,(_q)Rz(—) Rs(—a), donde:

cosae —sena 0
R,_ay=| sena cosa 0],
0 0 1
1 0 0
Ry—oy= (0 cosa —sena |,
0 sena cosa

las componentes de la posicion y velocidad estan dadas
por:
(103)

=8, i 54

Explicitamente las componentes cartesianas de la

posicién son:
= 7cos(w + 8) cos t — sen (@ + @) cosisen §1],
r|cos(w + #) sen Q2 + sen (w + ) cosi cos §}]{104)

= r[sen(@ + &) senil.

&
Y

S
\

De igual forma, las componentes cartesianas de la veloci-
dad son:

& II+T9[—COEEISGD(L:J+B)— sen £ cos1cos(§2 + 6)],
r

.
I

Iy + r[— sen §2sen (@ + 0) 4 cos Qcos i cos(§2 + 9)],(105)
r

iz + ré[senzcos(fu + 8)].
r

N
I

Un ejemplo

Para determinar el grado de exactitud de la solucion
de D&D estudiaremos el sistema conformado por el pla-
neta Mercurio alrededor del Sol ignorando la presencia de
los demés cuerpos del sistema solar. Tomaremos como
componentes cartesianas de la posicién y de la velocidad
(referidos al plano del ecvador celeste) al siguiente con-
junto de valores, vdlidos para el 28 de junio de 1969 a
las 0" de Tiempo Dindmico Baricéntrico, (Seidelmann,
(1992), pag. 304):

z = 0.357260212546963715 U.A.
y = —0.0915490552856159762 U.A.
z = —0.0859810041345356578 U.A.
i = 0.00336784520455775328 U.A./dia
y = 0.0248893428375858480 U.A./dia
2 =0.0129440715971588809 U.A./dia

Se ha adoptado como unidad de distancia a la unidad

astronémica (U.A.), equivalente a 1.4959787 x 10" m, y

como unidad de tiempo al dia solar medio el cual equivale

a 86400 segundos SI. Como es usual en mecdnica celeste,

se hace:

i ma mso

Gm==G(m +m2)=Gmy [1+—) = 1+ —

my Ty

En las unidades citadas el valor de la constante k, de-
nominada constante de Gauss, es:

3/2

k = 0.01720209895 g_
dia

Para Mercurio, el valor de mo/m; es igual a 1/6023 600,

Los elementos orbitales postnewtonianos correspondi-
entes a los valores de las anteriores coordenadas se mues-
tran en el siguiente conjunto de datos:

agr = 0.38709931274830 U.A.
er = 0.20561661821793
i = 7.00680530016832
Q2 = 48.36869109918314
M, = 287.77725906209133
w = 29.03698905805728

).
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donde las variables angulares estdn dadas en unidades de
grados. Para llegar a estos se ha realizado ademas una
rotacién de coordenadas alrededor del eje z un dngulo
¢ (la oblicuidad de la ecliptica) con el fin de definir los
elementos angulares con respecto al plano de la ecliptica.

A fin de poder analizar el grado de efectividad de la
solucién D&D se han calculado las componentes carte-
sianas de la posicién y la velocidad de Mercurio a inter-
valos regulares por 600 dias a partir de la fecha de refe-
rencia. Los valores asi obtenidos con la solucién analitica
de D&D se han comparado con los resultados de una in-
tegracién numérica directa de las ecuaciones diferenciales
(1). Dicha integracién se llevé a cabo con ayuda del inte-
grador Radau, una rutina computacional escrita en FOR-
TRAN, altamente eficiente y optimizada, para resolver sis-
temas de ecuaciones diferenciales que se usan en mecdnica
celeste, ver Everhart, (1985).

Be-14 T T

= L0 N

20-14 | .hlﬂ ,I[ ‘-‘L }. ‘ ‘ |‘ | !’ w‘l.

Diferencia en r (U.A}
=
—_—
—

el WA

Tiempo (d)

Figura 3: Diferencia entre los radio vectores calculados
analitica y numéricamente.

La figura 3 muestra la diferencia entre los valores del
radio vector calculados analitica y numéricamente en
funcién del tiempo. Dicha diferencia es del orden de
1x 107 U.A., esto es, del orden de un milimetro. Mues-
tra entonces la gran utilidad que tiene la solucién analitica
para describir la trayectoria postnewtoniana del planeta
Mercurio comparada con la integracién numeérica directa
de las ecuaciones diferenciales. El aumento lento de la
diferencia conforme avanza el tiempo se debe a los efectos
de redondeo que causan una pérdida cada vez mas cre-
ciente en la exactitud de las \iltimas cifras significativas
caracteristica de las integraciones numéricas.

Por otro lado, la figura 4 muestra la diferencia creciente
existente entre el radio vector calculado con el proce-
dimiento de D&D y el calculado con las simples ecuaciones
newtonianas (que se logra haciendo en las ecuaciones de
D&D a ¢ — oo). Desde un inicio se obtienen diferencias
del orden de 1 x 1077 U.A., o sea, unos 15 kilémetros. Si
tenemos en cuenta que la linea de las dpsides estd prece-
sando es claro que la diferencia tenderd a aumentar con el
tiempo.

Es interesante observar el comportamiento de algunos
de los elementos orbitales clasicos. Con las componentes
de la posicién y la velocidad halladas con la solucién de
D&D para cada instante de tiempo definimos una drbita
osculadora cldsica, esto es, aplicamos las ecuaciones que
permiten el cdlculo de los elementos orbitales postnewto-
nianos y hacemos ¢ — oo.
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Figura 4: Diferencia entre e! radio vector calculado
clasicamente y con la solucién D&D.

La figura 5 muestra la evolucién temporal del semieje
mayor a de la 6rbita del planeta Mercurio. Podemos inter-
pretar este comportamiento diciendo que el semieje mayor
oscila alrededor de un valor medio y que la perturbacion
postnewtoniana no genera cambios seculares en este ele-

mento.
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Figura 5: Evolucidn temporal del semieje mayor clisico
de la érbita del planeta Mercurio.

Igual se puede decir del comportamiento de la excentri-
cidad de la érbita de Mercurio que se muestra en la figura
6. El periodo de oscilacién de ambos elementos coincide
con el periodo sideral del planeta que es cercano a los 88
dias terrestres.
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Figura 6: Evolucién temporal de la excentricidad
clasica en la érbita del planeta Mercurio.

Pero, como es de esperarse, el argumento de latitud del
pericentro, que indica el movimiento de la linea de las
apsides, esta cambiando secularmente, esto es, esta cre-
ciendo con el tiempo. Como se trata de un angulo se
dice que estd circularizando. En este caso, ver figura 7,
el desplazamiento es pequeno y estd acompanado por una
contribucion periodica.
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Figura 7: Evolucion temporal del argumento de la
latitud del pericentro en la drbita del planeta Mercurio.

Conclusiones

Hemos mostrado en detalle la solucién propuesta por
Damour & Deruelle para la ecuacion diferencial del pro-
blema de los dos cuerpos postnewtoniano al orden de
1/¢. La solucién puede verse como una generalizacidn
de la cldsica solucion por coordenadas polares. Las expre-
siones asi obtenidas se reducen a las clasicas ecuaciones al
tomar ¢ — o, Las constantes de movimiento se han rela-
cionado con parametros que hemos llamado “elementos or-
bitales postnewtonianos”. La diferencia con los elementos

clisicos se reducen a la introduccion de una excentricidad
radial e g, un semieje mayor radial ag y un argumento de
latitud del pericentro que se va desplazando a causa de la
adicion de un término constante cada vez que se completa
“media revolucién”. El ejemplo con Mercurio alrededor
del Sol, ignorando la presencia de los demds planetas, ha
mostrado que la solucién da cuenta del movimiento del
planeta en torno al Sol ¥ de la existencia de la variacion
periddica del semieje mayor clasico y la excentricidad
clisica, asi como de la variacién secular y periédica en
el argumento de latitud del pericentro.

Finalmente, queremos hacer énfasis en que las ecua-
ciones descritas aqui pueden ser aplicadas inicamente a
un sistema aislado conformado por sélo dos masas pun-
tuales y que poseen velocidades “pequenas” y campos
gravitacionales no demasiado intensos. Por puntuales se
quiere decir que los cuerpos involucrados se asemejan a
particulas, o cuanto menos, que sus dimensiones L son tan
pequenas, comparadas con la distancia r entre ellas, que
la relacién L/r es completamente despreciable. El modelo
no puede describir con precision el movimiento de ciertos
cuerpos astrofisicos con campos gravitacionales muy in-
tensos como pares de estrellas neutrénicas o estrellas ma-
sivas, pero si de un 1nico planeta en drbita alrededor de
una estrella como el Sol. Ha sido claro desde un principio
que el modelo no incluye la presencia de fuerzas externas
como resistencia del medio, presion de radiacion, ete.
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