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Consideramos la dindmica cldsica y cudntica de 4tomos alcalinos perturbados por un tren de Dirac
formado por una sequencia de K pulsos tipo delta de Dirac, con espaciamiento temporal T e intensidad
Ap. El dtomo se representa por un modelo simplificado unidimensional integrable. Estudiamos el efecto
del tren sobre el estado inicial del 4tomo, los umbrales de campo eléctrico para generar ionizacion y la
probabilidad de sobrevivencia. La concordancia entre los resultados cldsicos y cudnticos es buena para
una intensidad moderada del campo y durante un niimero significativo de impulsos.
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Abstract

We consider the classical and quantum dynamics of highly excited alkali atoms perturbed with a
Dirac train formed by a periodic sequence of K kicks of zero-width & functions at a temporal distance T
and kick strength Ap. The atom is described by a simplified one-dimensional integrable model. We study
the effect of the train on the initial state of the atom, the electrical field thresholds of ionization, and the
survival probability. The agreement between classical and quantum results is good for a moderate
strength of the field and during a significant number of kicks.
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1. Introduccién

El estudio de sistemas cudnticos dependientes del tiem-
po es de gran interés, en especial aquellos cuyas contra-
partes clasicas exhiben caos dindmico. A la luz del prin-
cipio de correspondencia de Bohr y de la formulacién de
Feynman de la mecénica cudntica, se espera que el com-
portamiento clasico cadtico tenga importante influencia
en las propiedades de los respectivos sistemas cudnti-
cos en el régimen de nimeros cudnticos altos. Por otro
lado, existen experimentos con sistemas hamiltonianos
que permiten una comparacion entre teoria y experimen-
to en el régimen semicldsico, al igual que la validacién
de predicciones tedricas.

Los sistemas mecanicos perturbados de manera sibi-
ta, impulsiva y periddica (sistemas pateados) son para-
digmas en este tipo de investigaciones [1]. La dindmica
completa de estos sistemas se puede reducir al conoci-
miento del estado del sistema en instantes de tiempo que
son multiplos enteros del periodo del forzamiento. Es-
ta caracteristica hace viable el estudios de la evolucion
dindmica del sistema a largo plazo, tanto desde el punto
de vista cldsico como cudntico, y los resultados arrojan
luz sobre la correspondencia entre ambas teorias.

Un ejemplo de este tipo de sistema. |2, 3| es un 4tomo
alcalino en el que el electrén activo se prepara inicial-
mente en un nivel de energia alto (itomo Rydberg) y
se somete posteriormente a una serie de pulsos de cam-
po eléctrico ultracortos (T, < H001s) y unipolares (sdlo
toma valores positivos o negativos). Este sistema con-
stituye el objeto de investigacion en el presente articulo.

En la seccion 2 se establece brevemente el modelo
hamiltoniano que describe la evolucién dindamica del dto-
mo alcalino pateado. La seccion 3 describe la solucién de
las ecuaciones dinamicas resultantes con especial enfasis
en los métodos empleados para solucionar la ecuacion de
Schrédinger dependiente del tiempo. La seccién 4 pre-
senta los resultados obtenidos: dtomo alcalino de pota-
sio sometido a un sélo pulso de Dirac (seccion 4.1) y a
un tren de Dirac (seccion 4.2). Finalmente en la seccién
5 se discuten algunas conclusiones y perspectivas.

En principio el modelo del sistema es sencillo y de in-
terés académico, pero existen experimentos en los que la
radiacion pulsada constituye una importante herramien-
ta de andlisis y control cuantico [4].

2. Hamiltoniano modelo

En ciertas realizaciones experimentales el ditomo alcali-

no forzado impulsivamente se prepara inicialmente en un
estado Stark extremo |1], de tal manera que en buena
aproximacion la funcién de onda que describe al elec-
trén activo (carga —e, masa m,) es de caracter cuasi-
unidimensional*. Entonces en esa aproximacién la dindmi-
ca libre esta gobernada por el hamiltoniano (6]

P Zse? R
2meq?’

Hy(p, q) = 0<g<oc, (1)

2m. q
donde los parametros alcalinos [5, 6] Z, = Z —c y C
dan cuenta del apantallamiento de la carga nuclear 7
y simulan el principio de exclusién de Pauli y la repul-
sién entre el electrén activo y los electrones del tronco
atomico.

Los periodos de oscilacién clasicos y cuanticos del
electron activo (T}, ~ 0.15n* ts) pueden ser grandes con
relacion a la duraciéon de cada pulso de campo eléctri-
co y el efecto de este ultimo consiste en transferir una
cantidad neta de momentum |A p| al electrén activo®.
El impulso cedido depende del perfil teinporal del cam-
po® Eycp(t) v es de sentido contrario al mismo: Ap =
—e [ Egcp(t)dt. Asi, la serie de pulsos unipolares de
campo eléctrico se puede describir de manera adecuada
por un tren de K impulsos de Dirac de frecuencia 1/T
y transferencia de momentum Ap:

K
Vig,t)=—qdp D 8(t - kT). (2)

k=1

La evolucion dinamica del atomo alcalino forzado im-
pulsivamente se describe entonces por el hamiltoniano

H(p,q,t) = Ho(p.q) + V(q,1). (3)

3. Dinamica del atomo forzado impulsivamente

3.1 Evolucidn clasica

El dtomo alcalino no forzado es integrable y la energia
electrénica inicial determina si el hamiltoniano (1) da lu-
gar a un movimiento acotado (£ < 0), que es oscilatorio

1En principio estd afirmacion es vilida sélo para el caso
hidrogenoide. Basicamente, el modelo que se considera aqui es
el hamiltoniano hidrogenoide 1D con términos de correccion que
dan cuenta de las caracteristicas alcalinas de acuerdo sl modelo
de Eder [5, 6].

®En este articulo se usardn unidades atémicas.

5Debido a sus caracteristicas, éste tipo de radiacion elec-
tromagnética se conoce como pulso de medio ciclo (Half cycle
pulse) [2].
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entre dos puntos de retorno, o a un movimiento no aco-
tado (ionizacién, E > 0). Formalmente, el movimiento
se describe por un conjunto de ecuaciones paramétricas
que involucran de manera explicita el tiempo [6, 7].

En cada impulso (2), €l electrén aumenta o dismi-
nuye su momentum p, pero deja inalterada su posicion
q,. , para luego evolucionar libremente hasta que llega el
nuevo impulso del tren de Dirac. Esto conduce a una
aplicacién discreta (mapeo) que determina el estado del
electrén (posicion y momentum) a intervalos de tiempo
que son miiltiplos del periodo del tren (k = 0,1,2,...):

a — 4 =45
Pr — Pl =D + 4. (4)

En cada iteracién el impulso es el unico responsable del
cambio neto de energia del electrén activo:

(AE), == Ef —E; =p, &p+t 5

(5)
Este cambio de energia depende de manera cuadritica
del impulso transferido y, por lo tanto, cuando &p es
constante la ionizacion sélo depende de la energia y del
momentum inicial.

3.2 Evolucién cuantica

El sistema cuantico no forzado es integrable. La ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo conduce a un
espectro discreto de energias negativas con funciones de
onda de cuadrado integrable y a un espectro continuo
de energias positivas con funciones de onda de dipersion.
El n-ésimo nivel de energia del electron activo ligado al
tronco atémico es |7], en unidades atémicas,

_ it &,
W= TN RIS A

i

)H. n=12..., (6)

donde A = (1 + /1 +4C)/2; mientras que el electron
libre tiene energia £, = (1/2)x% con k € R.

La dindmica cuantica del dtomo alcalino forzado des-
crito por (3) se reduce a la investigacion del estado del
sistema en los instantes £ = k71" . Esto se logra a través
de la aplicacion repetida (k — 1 veces) del operador de
evolueion temporal correspondiente a un periodo u ope-
rador de Floguet |7, 8],

J(T,0) = e tHoTgade (7)

sobre sobre el estado inicial del sistema |¥(0)}. El ope-
rador evolucion (7) describe la evolucién temporal como

un efecto combiando de la accion del pulso sobre el elec-
trén activo, a través de la translacion de momentum
exp(eg Ap), vy la posterior evolucion libre exp(—tHo T)
del estado transladado en momentuin.

Las probabilidades de trausicion (y por lo tanto de
jonizacion) del dtomo se obtienen al hallar los elemen-
tos matriciales del operador de Floquet en la base de
estados propios de Hy, el cual tiene una parte discreta
y una parte continua. Con el fin de hacer los cdlculos
cuanticos mas sencillos y trabajar con una base discre-
ta se elige una base ortogonal y enumerable de Sturm
{]J¥™+)} [9], lo cual permite representar el operador (7)
por una matriz con elementos enumerables. La base de
Sturm la foman en representacién de coordenadas los
vectores

A
an- 2
wwsz#f““(%)lkﬂ”(ﬁ)- (8)

ng N

donde L2(z) es un polinomio generalizado de Laguerre,
N7 una constante de normalizacién y n, es un parametro
bautizado como pardametro de Sturm.

Un conjunto de Sturm {¥7+(g),n = 1,2,...} per-
mite representar de manera adecuada buena parte de los
estados acotados y del continuo de f , siempre y cuan-
do que el tamafio de la base truncada y el parametro
de Sturm n, se seleccionen de manera apropiada. En
efecto, si ny = (n— 1+ A)/Zs las funciones (3) co-
inciden con las de los estados acotados de un atomo
hidrogenoide.

En términos de la base de Sturm y después de la
aplicacion de un tren de & pulsos (periodo T'), la proba-
bilidad de supervivencia del electron activo es

PkTY = S laakT)P = Y (&

E. <0 E.<0

)

UETH, (9)

donde E,, es el valor propio asociado con ¢+ y

V(RT) = an (kD7) (10)

es el estado del sistema justo antes del (A + 1)-ésimo
pulso. De esta manera, al escribir los coeficientes como
un vector columna, se obtiene la relacion

a(kT) = U(T,0)a((k — 1)T), (11)
donde U(T,0) designa la matriz que representa el ope-

rador (7) en la base ortogonal truncada de Sturm.

4. Resultados
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4.1 Atomo alcalino bajo un pulso de Dirac

En primer lugar se quiere determinar la magnitud de
impulso A p que es necesaria con el propésito de que un
cierto porcentaje de atomos alcalinos se ionice bajo la
accion de sélo un pulso de Dirac.

En el caso cuantico se elige una base de Sturm con
500 funciones y con pardmetro n, = 35, valores que per-
miten reproducir con buena precisién un amplio conjun-
to de estados acotados y parte del continuo. En el caso
clasico se considera un conjunto microcanénico consti-
tuido por 50000 condiciones iniciales (posicién, momen-
tum) que corresponden a una energia inicial £p, igual a
la del estado cudntico inicial; la distribucién de momen-
tumn en el conjunto microcandnico se selecciona para que
coincida con la distribucién de momentum correspondi-
ente a la respectiva funcién de onda cudntica.

0.2
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|Apl  0.07
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0.03
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10 15 20 30
H*

Figura 1: Dependencia de la magnitud del impulso [Ap|
requerido para producir una fraccién de ionizacién r del dto-
mo de potasio respecto al nimero cuintico efectivo n, =
ni — 1+ A, Resultados cudnticos: » = 50% (o), r = 10%
{(2). Resultados clasicos: r = 50% (m), » = 10% (a). Las rec-
tas indican los ajustes respectivos: lineas solidas, resultados
cudnticos; lineas a trazos, resultados clésicos.

La figura | presenta los resultados obtenidos y mues-
tra que la correspondencia entre las predicciones clasicas
¥ cuanticas es bastante buena. De los datos de la figu-
ra 1 se concluye que el impulso requerido para originar
una fraccién de jonizacion (r) dada decae de manera
algebraica con el mimero cudntico efectivo n, |

I :
/ e 12
| Ap]| o (12)

lo cual es una consecuencia directa de la aproximacion
impulsiva [10], (4) y (5). La expresién (5) permancce
vilida” en el caso cudntico |7] ¥, por lo tanto, el cambio

"Con las sustituciones £ — (E) y p — (p).
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Figura 2: Valor medio de energia del estado n; = 30 del
dtomo de potasio tras la aplicacién de un impulso de Dirac.
Resultados cudnticos. (D) Resultados clésicos. (a).

neto de energia (al igual que la probabilidad de ioni-
zacion) no depende de la polaridad del impulso (o del
campo); los estados acotados tienen un valor medio nulo
de momentum.

La figura 2 muestra que para un n; fijo el valor medio
de energia aumenta de manera cuadratica con el im-
pulso, como era de esperarse. Igualmente indica que
los valores de (F), al ser calculados tanto cldsica co-
mo cudnticamente, coinciden con las predicciones de la
aproximacion impulsiva (5),

4.2 Atomo alcalino bajo un tren de Dirac

Impulso positivo &p > 0,

La figura 3, que considera un dtomo de potasio prepara-
do inicialmente en n; = 30, presenta la probabilidad
de supervivencia del atomo como funcién de la mag-
nitud |A p[ del impulso para un tren de 50 pulsos con
periodo igual al periodo natural del sistema no pertur-
bado, T = T,,, = 2r(n; — 1 + A\)*/Z2 .

Los pulsos (Ap > 0) aumentan el momentum del
electrén activo y las probabilidades de supervivencia
clasica y cuantica disminuyen de manera rapida con la
magnitud del impulso. Aunque los resultados cuinticos
s6lo coinciden con los elisicos en un rango limitado de
valores de Ap, la probabilidad de supervivencia clasica
no se aleja de la probabilidad cudntica de manera sig-
nificativa, en el rango de valores mostrado en la figura.
Por otro lado, los valores medios de energia cudnticos
(figura 3) no siguen el rapido crecimiento de los valores
clasicos, ya que sélo aumentan inicialmente y luego os-
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cilan ligeramente arriba del umbral de ionizacion.

1
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Figura 3: Probabilidad de supervivencia y valor esperado de
energfa del 4tomo de potasio (n; = 30) tras la aplicacion de
50 pulsos de Dirac con T = T, e impulso de magnitud |A p|.
Resultados cudnticos: pulsos de polaridad positiva (&), pul-
sos de polaridad negativa (A). Resultados clasicos: pulsos
de polaridad positiva (O), pulsos de polaridad negativa (m).

Desde el punto de vista clédsico el rapido decaimien-
to de la probabilidad de supervivencia se debe a que
el espacio de fase del 4tomo impulsado positivamente
(figura 4a) es globalmente cadtico y a la imposibilidad
de que el electrén activo sea recapturado una vez ioniza-
do. Por estas mismas razones, si el &tomo es impulsado
positivamente la probabilidad de supervivencia decae de
manera rapida con el nimero de pulsos aplicados, como
se aprecia en la figura 5(a). En la figura se observa que
el decaimiento es algebraico (para k > 1) y que la co-
rrespondencia clasico-cudntica se mantiene durante un
nimero considerable de pulsos.

Si el atomo alcalino es forzado por impulsocs posi-
tivos, la probabilidad de supervivencia clasica no de-
pende de manera fuerte del periodo del tren de Dirac
(figura 6(a)), lo cual es consecuencia del caos dindmico
completo que presenta el sistema en tal caso. La res-

Figura 4: Diagramas de Poincaré del 4tomo alcalino pateado
de potasio. El diagrama se genera con 2000 puntos de la
4rbita no perturbada (n; = 30) que se someten a 50 pulsos
de perfodo T = 0.45T,; e impulso (a) 0.015 y (b) —0.03. Las
variables se han escalado como q/(n: —14+X)% y (ni — 1+ A)p.
También se muestra la 6rbita no forzada (linea gruesa) y la
separatriz continuo-acotado (linea delgada).

pectiva probabilidad de supervivencia cudntica es mas
sensible a cambios en T' y, aunque no se aleja extremada-
mente de los resultados cldsicos, exhibe un marcado
comportamiento oscilatorio alrededor o por encima de
éstos ultimos.

Impulso negativo Ap < 0.

Si el impulso es negativo (dirigido hacia el tronco atémi-
co), la probabilidad de supervivencia como funcién de
la magnitud del impulso (figura 3) es mucho mas grande
que en el caso anterior, por lo menos para moderados
valores de Ap. La correspondencia clasico-cudntica es
bastante buena hasta |[Ap| < 0.03. valor a partir del
cual la curva cudntica disminuye de manera mucho mas
rapida que la cldsica. Los valores esperados de energia
cuanticos siguen los valores clasicos para pequenas mag-
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Figura 5: Probabilidad de supervivencia Ps del dtomo de
potasio (n, = 30) respecto al niimero de pateos de un tren
de periodo T' = 0.45T,,, e impulso (a) Ap = 0.015 y (b)
Ap = —0.03. Resultados cudnticos (a), cldsicos (a).

nitudes del impulso (JA p| < 0.025), pero luego se ubican
ligeramente arriba de la energia umbral (£ = 0).

Desde el punto de vista cldsico éste comportamiento
se debe a la estructura mixta (figura 4(b)) que presen-
ta el espacio de fase del electrén activo negativamente
pateado. En este caso existen en el espacio de fase is-
las regulares insertadas en el mar cadtico y es posible la
recaptura del electrén que ha alcanzado energias positi-
vas. Por otro lado, el electron activo puede ser atrapado
en estas zonas regulares afectando el viaje del electron
hacia el continuo y conllevando a que la probabilidad de
supervivencia del atomo alcalino se incremente de mane-
ra importante con relacién al caso de impulsos positivos.

El anterior resultado se verifica también en la cur-
va de probabilidad de supervivencia como funcién del
nimero de pulsos (figura 5(b)) la cual, en contraste con
los resultados para Ap > 0, exhibe un comportamien-
to oscilatorio durante los primeros impulsos para luego
decaer algebraicamente (de manera mas lenta) con el
nimero de impulsos. Se observa también que la corres-

pondencia cldsico-cuantica es buena para los primeros
pulsos (k < 35), pero luego la probabilidad de super-
vivencia cudntica disminuye més rdpidamente que la
clasica.

0.005

0.002

0.10.19.2 0.3 0.50.7 1 1.52
T

0.50.7 1 1.5 2

0.10.19D.2 0.3
T

Figura 0: Probabilidad de supervivencia y valor esperado
de la energfa del dtomo de potasio (ni = 30) con respecto al
periodo del tren T tras la aplicacién de 50 pulsos: (a) pos-
itivos, (b) negativos. Resultados cuanticos: |Ap| = 0.015
(&), |Ap| = 0.03 (a). Resultados cldsicos: |Ap| = 0.015
(0), A p| = 0.03 (#).

Es interesante observar que la probabilidad de su-
pervivencia depende fuertemente del periodo del tren
de impulsos de Dirac tanto clasica como cuanticamente,
como se aprecia en la figura 6(b). De hecho, la corres-
pondencia clasico-cuantica es bastante buena y la pro-
babilidad de supervivencia exhibe méximos y minimos
que dependen de la relacién T/T;,. En particular, si el
impulso es de —0.03, cuando el periodo del tren es de
0.45T%;, la probabilidad de supervivencia es maxima,
sugiriendo que el dtomo alcalino se estabiliza para. este
conjunto de parametros.

Clisicamente, la estabilizacién estd asociada con el
translapamiento de la 6rbita inicial con las islas estables
mads prominentes que se forman en el espacio de fase del
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Figura 7: Evolucién de la funcién de onda del dtomo de
potasio (n; = 30) bajo un tren de pulsos negativos: T =
0.45T,,,Ap = —0.03. (a) Funcién de onda inicial, justo antes
del pulso 6 (b), 11 (c), 16 (d). Las flechas indican el valor
esperado de posicién del paquete.

atomo alcalino pateado negativamente. Las islas atra-
pan un niimero apreciable de condiciones iniciales de la
6rbita inicial como es visible en la figura 4(b) y la pro-
babilidad de supervivencia del dtomo se incrementa de
manera importante.

Para los mismos valores de los parimetros se ob-
serva a nivel cudntico una complicada evolucién de la
funcién de onda (figura 7). En correspondencia con los
resultados clésicos, la evolucidn es tal que el valor medio
de posicién con respecto a (g, kT") no alcanza valores
extremadamente altos durante los primeros pulsos del
tren.

5. Conclusiones y perspectivas

El proceso de ionizacién del atomo alcalino debido a pul-
sos unipolares (positivos o negativos) es marcadamente
distinto al de pulsos 6pticos ultracortos. Esto se debe
a que a diferencia de los \ltimos, los pulsos unipolares
son capaces de transferir un momentum neto al elec-
trén activo del atomo alcalino. El pulso redistribuye
coherentemente la poblacién inicial del atomo alcalino
y es capaz de generar hasta un 100% de ionizacién. Los
campos requeridos para originar una ionizacién apre-
ciable varfan como 1/(n — 1 + X), tanto clisica como
cudnticamente. Estos valores son extremedamente altos
en comparacién con los campos requeridos (1/n%) para
originar ionizacién por pulsos épticos [4] o por pulsos
unipolares de mayor duracién [10].

Un 4tomo alcalino que se somete a un tren de impul-
s0s sigue un proceso de ionizacién clasico bastante com-
plejo que se ve reflejado en la estructura de su espacio
de fase. Si el impulso es positivo no es posible recap-
turar al electrén ionizado y el espacio de fase del atomo
alcalino es globalmente cadtico. Como consecuencia [3],
la probabilidad de supervivencia decae rapidamente con
la magnitud del impulso, no depende de manera impor-
tante del perfodo de repeticién del tren; con estas dos
cantidades fijas, presenta una gran rata de decaimiento
(algebriico) con el nimero de pulsos (k~*). Para mag-
nitudes del impulso moderadas los resultados cuanticos
siguen a los cldsicos en un mimero considerable de pul-
sos. En contraste con los resultados clésicos, la proba-
bilidad de supervivencia cudntica presenta una depen-
dencia (aunque no muy fuerte) con el periodo tren de
Dirac.

Si el impulso es negativo es posible recapturar el elec-
trén que eventualmente ha ionizado y el espacio de fase
exhibe una estructura mixta con zonas regulares inmer-
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sas en un mar cadtico totalmente interconectado. La
probabilidad de supervivencia disminuye con la mag-
nitud del impulso de manera menos dréistica y nueva-
mente los resultados cudnticos siguen a los cldsicos por
un numero considerable de periodos del tren. Tanto los
resultados cudnticos como los cldsicos conducen a zonas
en el espacio de parametros del forzamiento en las cuales
el atomo alcalino parece exhibir estabilizacién.

Desde el punto de vista clasico, la estabilizacién se
asocia con el confinamiento de un nimero apreciable
de condiciones iniciales en las islas estables del espacio
de fase. En correspondencia, la funcién de onda del
atomo alcalino exhibe un comportamiento complicado
sin alejarse apreciablemente del tronco atémico durante
el mimero de impulsos en que la curva de probabilidad
de supervivencia presenta oscilaciones.

En este punto, funciones de distribucién cudnticas en
el espacio de fase, como por ejemplo la funcién de Husimi
[12], constituyen una herramienta extremadamente 1til
con el fin de hacer comparaciones con la localizacién y
estabilizacién en el espacio de fase clisico. La estabi-
lizacién cudntica se debe a la localizacién de unos pocos
estados de Floquet [8] (estados propios del operador de
Floquet) y es de esperar que en tal caso las distribu-
ciones cudnticas de tales estados se ubiquen alrededor
de las islas estables cldsicas. Un trabajo a lo largo de
estas ideass est4 en desarrollo.
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