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Se describe un método que relaciona operadores del espacio de Hilbert con operadores que
actiian sobre funciones de onda definidas sobre el espacio de fase. El procedimiento se vale de las
propiedades del operador de Weyl, extendido al plano complejo, y de la introduccién de una funcién
S(0, P, 1) que estd relacionada de manera estrecha con la accién cldsica. Al transformar el hamiltoniano
del sistema al espacio de fase y expandirlo en potencias de 1a constante de Planck, se hacen explicitas
las contribuciones cuénticas al problema y se identifica una dindmica cldsica subyacente que permite
trayectorias complejas. En el limite cl4sico, la ecuacién de Schridinger en el espacio de fase se
convierte en una ecuacién de Liouville para la funcién de onda. El articulo concluye con la aplicacién
del método al estudio de 1a dindmica de un oscilador cuértico.
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Abstract

We describe a method that links Hilbert-space and phase-space operators. This procedure use
Wey!’s operator with complex parameters of position Q and momentum P and a function $(Q, P, 1)
related with the classical action. The phase-space Hamiltonian of the system is expanded as a sum of
differential operators depending of Planck’s constant . This allows to identify the leading quantum
contribution and define a complex classical dynamics. In the limit 4 = 0, the Schrodinger equation
is transformed in a Liouville’s equation for the phase-space wavefunction. The article ends with the
application of the method to study the dynamics of a quartic oscillator.
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1. Introduccién

Es bien conocido que la tecnologia avanza hacia la minia-
turizacidn a escalas atémicas y moleculares, cayendo asi
en el dominio de la mecanica cuidntica. Tal proceso in-
volucra necesariamente la indagacion acerca de la forma
en la que las dindmicas cudntica y clasica se relacionan.

De acuerdo con el principio de correspondencia, la
mecénica cudntica debe reducirse a la dindmica cldsica
en el limite en el que la constante de Planck tiende
a cero. Por lo tanto un anilisis de las caracteristicas
dindmicas y estructurales que intervienen en este limite
sugiere que ambas dindmicas se enmarquen dentro de
estructuras matemdticas comunes. La mecdnica clésica
hamiltoniana se formula en el espacio de fase, lo cual su-
giere la conveniencia de representar la mecanica cuantica
en término de cantidades definidas en este espacio. Es-
ta metodologia es crucial, mds ain considerando que
la integrabilidad es la excepcién dentro de los sistemas
mecanicos clasicos y que, por razones tedricas y tec-
noldgicas, es importante investigar las manifestaciones
cudnticas del caos clasico.

Entre los métodos para formular la mecénica cudntica
en ¢l espacio de fase son de mencionarse los siguientes:
Por un lado, el de las funciones de distribucién cudnticas
[1], [2], [3] en las que el estado se representa por una fun-
cién que se asemeja en cierto grado a las distribuciones
de la mecénica estadistica clasica, a los observables se
" asocian funciones definidas en el espacio de fase y las
ecuaciones de movimiento son liouvillianas. Por otro la-
do, los métodos de vectores de estado [4],[5], [6], en los
cuales al estado cudntico se le asocia una funcién de onda
definida en el espacio de fase, los observables se repre-
sentan por operadores diferenciales y las ecuaciones de
movimiento son del tipo Schrédinger.

El presente articulo se enmarca en el método de vec-
tores de estado y hace uso de una formulacién reciente
[6]. La seccién 2 trata la forma de asociar a una fun-
cién del operador posicién (o del operador momentum)
el correspondiente operador diferencial que actia so-
bre funciones de onda definidas en el espacio de fase.
En la seccién 3 se construye la imagen de la ecuacién
de Schridinger en el espacio de fase y se especifica la
dindmica cldsica asociada con el problema cudntico, en
lo que se ha denominado el proceso de clasicalizacidn {6).
En la seccién 4 se generaliza el concepto de estado co-
herente recurriendo al campo de los niimeros complejos.
En la seccidn 5 se hace uso del método para estudiar la
dinimica clasica asociada al oscilador arménico cudrtico

y de doble pozo. Finalmente en la seccién 6 se presentan
algunas conclusiones.

2. Correspondencia entre operadores

En lo que sigue se denota con H el espacio de Hilbert
de un sistema mecanico-cudntico unidimensional, y se
designan por § y p los operadores bésicos de posicién y
momentum, respectivamente. Se introduce el operador
de Weyl [6]

B@.P =em|jPi-0d], O

con parametros de posicién @ y momentum P que per-
tenecen, en general, al campo de los nimeros complejos
C. El inverso del operador de Weyl estd dado por

D~YQ,P) = D(-Q,-P). (2)

Introducimos ahora una funcién arbitraria S(Q,t),
bien comportada, que depende de la variable de posicién
@Q y del tiempo t, pero es independiente del impulso P.
Definimos igualmente un operador de Weyl modificado,

-

8(Q, P,t), a través de la expresién
5@, Pt) =

ezp [—% (s@o-3er)|p@p.  ©

Esta entidad al actuar sobre los operadores fundamen-
tales de posicién e impulso genera las siguientes rela-
ciones que establecen conexiones entre operadores en el
espacio de Hilbert H y operadores en el espacio de fase
complejo Qgp:

3Q.P1)i=G+8(@,P1), @
8@, Pt)p= P 5(Q,Pt). (5)
En Qgp actiian los operadores diferenciales
0
Qe =Q+ thas (6)
. as . 0
P+ = @ - 'l‘.ﬁ"a—Q' (7)
que cbedecen la relacién de conmutacién candnica
(@4, Pl =iA. (8)
Al usar (4) y (5) de manera iterativa se obtiene
5(Q.P1)F(@ = F(Q+)5Q,P1), (9)
S(Q, P,Y)F(p) = F(Py)S(Q, A1), (10}

donde F{z) es una funcién arbitraria que se puede de-
sarrollar en series de potencias de la variable z, la cual
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se puede substituir por el operador basico de posicién §
(o de impulso p).

3. Ecuacién de Schrodinger en Qgp

En esta seccién se considera la ecuacién de Schrédinger
dependiente del tiempo para un sistema con hamilto-
niano H(§,p,t) y estado |1(t)} en el instante de tiempo
t. Se quiere formular la ecuacién de movimiento en el
espacio de fase Qgp.

Para esto definimos un ket |3, (@, P,t)} que asocia-
mos al estado |4(t)} por medio de la transformacién

[¥+(Q, P,1)) := S(Q, Pt)l(2)) (11)
calculamos el conmutador
@] =3 52050,k a2

¥ nos restringimos a sistemas cuyo Hamiltoniano es del
tipo standard (energia cinética mas energia potencial),

-

Ha59 =2 +vao. (13)

Al multiplicar la ecuaci6n de Schrédinger por la izquier-
da con el operador S(Q, P,t), obtenemos
inS(Q, P, ok WJ) 8(Q,P,t)H(4,5,1)|¢). (14)

Como consecuencia de (9),(10) y (12) Ia ecuacién ante-
rior se puede escribir en la forma

5@ , g, P+,t)] W+ (@ Pt)y.  (15)

El operador H, = H(Q4, Py, t), que es la imagen del
hamiltoniano H(§, 5,t) en el espacio de fase, se puede
descomponer como la suma de tres contribuciones,

H =K+hL+ D, (16)

que se expresan por los siguientes operadores definidos
en el espacio de fase {igp:

ih 828
= (@.551) - amsgr an
v 188 8 oV &
L == —¢ [;%% - %B—P] (18)
. K 82 m"arv o
= tmag* 3 )

! 8Qn oP™

Nétese que K(@,p,t), con p = —‘9—1 , €8 un operador
maultiplicacidén que se puede mterpreta.r como el hamilto-
niano que describe un sistema cldsico subyacente al sis-
tema cuéntico (ver 24 y 25). El operador L es el andlogo
al operador de Liouville y D conlleva las contribuciones
en la constante de Planck de orden A", n > 2.

En lo anterior hemos considerado una funcién S(Q, t)
bien comportada, pero arbitraria. Una gran simplifi-
cacién se logra en la teoria (ver 15) al elegir S(Q,t) de
tal manera que satisfaga la ecuacién

3.5'
Sk (Qgmt) =0, (20)
0, de manera mas explimta
BS ih 528

Es de anotar que en el limite i — 0 la ecuacién (21)
se reduce a la ecuacion clasica de Hamilton-Jacobi. Por
lo tanto, con el propésito de tener una dindmica hamil-
toniana, se debe escoger como condicién inicial de (21)
S{Q,t) = PoQ, donde (Qo, Pa) := (Q(to), P(to)) son
valores iniciales de posicién e impulso. Debido a la simi-
laridad con el caso clsico, la ecuacién (21) se denomina
ecuacidon cudntica de Hamilton-Jacobi.

Con la eleccién anterior de S(Q,t), la imagen de la
ecuacién de Schridinger en el espacio de fase se reduce
a la forma

m%w (@, Pt)) = (AL + D)lus (@, Pt)),  (22)

con una condicién inicial consistente con la transforma-
cién (11} y con los valores iniciales {Qo, Fp)-

En el limite A — 0, la ecuacién (22) se reduce a

S @B =~ @Y. (3)

A diferencia de la mecdnica estadistica clasica donde
una distribucién de probabilidad obedece la ecuacién de
Liouville, 1a ecuacién (23) es de Liouville pero gobierna
la evolucién temporal del estado vectorial ¢4 (Q, F, 1)}
0, si el lector lo prefiere, de la amplitud de probabilidad
(elegir una representacién).

Es de anotar que las caracteristicas de la ecuacién
(21) son dadas por las ecuaciones generalizadas de Hamil-
ton {6):

. 188
Q=;@, (24)
p=-% (25)

oQ’
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las cuales determinan trayectorias en el espacio de fase
y estas trayectorias son, en general, complejas. Trayec-
torias de estas caracteristicas aparecen también en otros
métodos tedricos [7]. En el limite i — 0, (24) y (25) re-
producen las trayectorias reales convencionales descritas
por las ecuaciones de Hamilton, ya que P = 95(Q, t)/80).

4. Representacién de estados coherentes

Para aplicar la teoria antes expuesta es necesario adop-
tar una representacion, la cual elegimos como los estados
coherentes de Glauber [8], [9], excepto que permitimos
su extensidn al plano complejo:

12y = DIQ" PO0); ZEL. (26)

El asterisco (*) indica conjugacién compleja ¥ |0} es el
estado base de un oscilador arménico unidimensional.
El estado (26) lo podemos expresar como

-er () )
;v,—?;m}, (@7)

(@,
_V@(q\& +ipa) (&)

Con

¥ goPo = N

La representacion del estado |14 (Q, F,t)) en el espa-
cio de fase se hace mediante la la funcion de onda

P4 (@, Prt) = 0y (Q, P 1)) - (29)

La forma de la ecuacién de Schridinger (22) queda in-
modificada, excepto por el cambio |y ) = ¥4 (@, P, t).

La cantidad en que estamos interesados es la funcidn
de Husimi extendida al plano complejo, la cual defini-
mos mediante la expresion

pr(Q, Pot) := [(ZIw(t)]* . (30)

Es de ohservar la relacidn

4@ P.0F = exp [ 31m (5 - G )| wi@. Py 1)

que constituye un puente entre la funcién de Husimi y
la imagen o, (@, P, t).

La definicién (30) coincide con el concepto estdndar
de funcién de Husimi, la cual se restringe a argumen-
tos reales @ y P. Tal como se ilustra en la figura 1,
la generalizacién a valores complejos de ¢ y P permite
la emergencia de una mayor diversidad de paquetes de
onda. En la figura 1. se representa la funcién de Husimi

para el estado |1} de un oscilador armdnico unidimen-
sional, generando la figura asi: (a) con valores reales
de @ vy P, (b) con una contribucién imaginaria de la
posicidn ¢

Figura 1. Funcién de Husimi para el estado |1} del cscilador
arménico, generada como sigue: (a) con la parte real del espacio
de fase complejo, py (Re}, HeF, #), (b) con contribucidn na
nula de la parte imaginaria de la posicién, py (ReQ 4 1, ReF, tg).

5. Ejemplos

Considerar el Hamiltoniano
-3
. P =i ~3
(@:48) = 5—+ Af + BY, (32)

el cual, segiin los valores de A y B, incluye como casos
particulares los siguientes sistemas: oscilador armonico,
cuartico y doble pozo. En lo que sigue mostramos la
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dinamica clasica que conllevan las ecuaciones de Hamil-
ton generalizadas, (24) y (25).

a. Oscilador armdnico

Considerar A = 0y B = mw?/2. La solucién de la
ecuacion cudntica de Hamilton-Jacobi (21) es dada por

2

S(Q, Pt} = —;::wtan(wt) + FPpsec{wt)Q

—%tan(:...vt)(?2 + %Iﬂ[cos(wt)] , (33)
que puede expresarse como
S(@ Port) = Sa(@ Port) + Pin(ut), (30

donde S, denota la funcién accién clasica. El iltimo
sumando no depende de @ o P y, por lo tanto, (24)
y (25) generan la dindmica cldsica estdndar, siempre y
cuando se cumpla la condicién inicial §(Q,0) = P,Q,
con P,,Q, €R .

La solucién del oscilador arménico sugiere que, en
general, la condicién inicial para la funcién S(Q,t) de-
termina el cardcter estandar, o no, de la dindmica cldsica
asociada con las ecuaciones de Hamilton generalizadas.
Al elegir S(Q,0) = P,Q, con P,,Q, € R, se garan-
tiza que en la etapa inicial la evolucién temporal estd
gobernada por una transformacién canénica real, y que
para tiempos posteriores a t; la parte real de la dindmica
coincide con la estdndar. En lo que sigue mostramos este
comportamiento en el caso de los osciladores cudrtico y
de doble pozo.

b. Oscilador cudrtico

Con el propdsito de realizar el experimento numérico fi-
jamos en (32) A =1y B = 0. En las figs. 2a. y 2b.
presentamos la parte real e imaginaria de la trayecto-
ria generada por las ecuaciones de Hamilton generaliza-
das, considerando condiciones iniciales reales. Al tomar
la parte real de la trayectoria compleja se obtiene la
trayectoria clésica estdndar que seria generada por las
ecuaciones de Hamilton. Ndétese que en el instante ini-
cial ty la parte imaginaria de la trayectoria se anula por
la eleccién de la condicién inicial para S(Q, o).

Si las condiciones iniciales fueran complejas, la parte
real de la trayectoria diferirfa de la estdndar, lo cual se
ilustra en las figs. 3a. y 3b.

¢. Oscilader de doble pozo

En este caso elegimos en (32) A = 0.5 y B = ~10.
Mostramos en las figuras 4a y 4b la proyeccién de la
trayectoriz en la parte real e imaginaria del espacio de

N

oo
=
w
-

-0.02

&

-0.015 -0.00 -0.005 O 9.005  ©.01 0.€15
q

Figura 2 . Oscilador cudrtico (A = 1,m = 1) (a) Parte real de la
trayectoria con condicién inicial Qo = (1,0} y P, = (0,0) .
{b) Parte imaginaria de la misma trayectoria.

fase, respectivamente, para una condicién inicial real
que determina confinamiento clasico en un pozo. Una
vez mis se obtiene que la parte real de la trayectoria
coincide con la estindar.

6. Conclusiones

En €] presente articulo hemos ilustrado el procedimiento
de clasicalizacién [6] que permite asociarle un sistema
cldsico a un sistema cuantico. Se ha visto que ese sis-
tema obedece las ecuaciones de Hamilton generalizadas
en lugar de las ecuaciones de Hamilton estdndard. Sin
embargo, los ejemplos muestran que las trayectorias ge-
neradas por estas iltimas se obtienen de las primeras
tomando la parte real de (@(¢), P(t)). La parte ima-
ginaria de la trayectoria genera una modificacién en la
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Figura 8 . Oscilador cudrtico (A = 1,m = 1) (a} Parte real de la
trayectoria con condicién inicial Qo = (1,0.02} y Po = (1,0.02) .
{b) Parte imaginaria de la misma trayectoria.

estructura de la funcién de Husimi flexibilizando su com-
portamiento y dando posibilidades de mayor riqueza en
caleulos cuanticos. Estos temas seran explorados en
préximos trabajos.
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Figura 4. Oscilador de doble pozo (A =1,m = 1): (2} Parte
real de la trayectoria con condicién inicial Qo = (—4.4,0) y
Po = (0,0) . (b) Parte imaginaria de la misma trayectoria.
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