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Se propone una ecuacién integral para determinar la matriz de dispersi6n (S) y se hace uso de un
método de aproximaci6n para encontrar su solucién. El método se aplica en una aproximacién de
dos estados al sistema He* + Ne, para energia de E = 70.9 eV. Los resultados te6ricos se comparan
con datos de otras aproximaciones (LZS, DW, UWKB) y tienen buena concordancia con el experi-
mento. '
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Abstract

We propose an integral equation to determine the S- matrix and an approximate method to
determine its solution. The method is applied to the system He* + Ne in a two states model and for
an energy of E =70.9 eV. The theoretical results are compared with data of other methods (LZS, DW,
UWKB) and they have also a good agreement with the experiment.
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1. Introduccién

Existen abundantes datos experimentales de colisiones
inelasticas entre sistemas atémicos y moleculares que
requieren un andlisis tedrico. Para algunos sistemas es
posible realizar ese andlisis a partir de célculos ab initio.
Sin embargo, en la mayoria de los casos es necesario
acudir a métodos de aproximacién, por ejemplo: apro-
ximacién de Born (AB) [1], onda distorsionada (DW)
[2], teoria de Landau-Zener-Stiickelberg (LZS) (3], [4],
[5], (ver también [6] y referencias alli citadas).

La teoria de LZS es uno de los modelos mas sencillos
y se usa con frecuencia para tratar problemas de dis-
persién ineldstica que involucran el cruce de curvas de
potencial [6]. La aproximacién de Born, por su parte, da
buenos resultados cuando el acoplamiento entre canales
es débil y las energias de colisién son moderadamente
altas. El método de onda distorsionada toma en cuenta
que los potenciales distorsionan los estados iniciales y
finales, dando asi lugar a una teoria mis general que la
de Born.

Fl presente trabajo se basa en un método desarroliado
por uno de nosotros [8] con el propésito de tratar pro-
blemas de dispersién descritos por un sistema de ecua-
ciones radiales acopladas. En €l método se obtiene una
ecuacién integral exacta para la matriz de dispersién S,
a partir de la cual es posible obtener como casos parti-
culares las aproximaciones arriba citadas.

Uno de los propésitos del presente articulo consiste
en aplicar esa ecuacién integral a un problema de dis-
persién ineldstica, en una aproximacion de dos estados,
e incorporar en la teoria una simplificacién adicional que
facilita la aplicacién del método. Como objeto especifico
elegimos el estudio de procesos inelsticos en el sistema
He*+Ne, el cual se puede describir de manera adecuada
por una aproximacién de 2 canales. Este sistema ha sido
objeto de amplio estudio [7], de tal manera gue es posible
evaluar la calidad de los resultados que se obtengan con
la aplicacién del método descrito en el presente articulo.
Por otro lado, con el fin de mostrar la confiabilidad del
procedimiento, se comparara también la seccién eficaz
diferencial teérica con resultados experimentales y con
otros métodos tedricos.

2, Teoria

Los procesos de colisiones ineldsticas entre paruiculas
atémicas (electrones, 4tomos y moléculas) se estudian

con frecuencia mediante un conjunto de ecuaciones dife-
renciales, radiales, acopladas, de segundo orden, asocia-
das con el movimiento relativo de las particulas que coli-
sionan [6], (1], [9]:
d? k2 I(l + 1)
dar? 8~

~ Upg (r)] Vsa(t,7) = Hoall,r),
M)

donde a,8,7(= 1,2,...,N) rotulan los canales. Los
términos
N

Y (1 =05,) Uy (N¥aaltr)  (2)

y=1

Hpolf,7) =

representan el acoplamiento entre los N canales involu-
crados en el problema, donde a es el canal inicial. El
parametro £ = 0,1,2, ... ,00 designa el momentum an-
gular orbital, ks es el mimero de onda correspondiente
al canal 8 cuando la energfa. total del sistema es E; es-
to es, ks = (2u/h?)(E — €g), donde ¢z es el umbral
del canal 8 y p es la masa reducida del sistema de dos
particulas que chocan.

Las ecuaciones (1) se deben solucionar con condi-
ciones de frontera apropiadas para describir el proceso
de colisidn del sistema bajo estudio. La solucién per-
mite determinar los elementos de la matriz de dispersién
8{£), los cuales son las cantidades de interés fisico, ya
que estdn relacionados de manera directa con las sec-
ciones eficaces (diferencial y total).

3. Fundamento del método

El problema fisico queda especificado de manera com-
pleta al imponer las siguientes condiciones de frontera:

¥pa(t,7) = 0, (3)
Yoalbir) 2,

. 1/2
%[e;(e,rw,aa— (:—ﬂ) Spa(®) ez(e,r)] @

donde
eX(8,7) := exp [+i (kg — £n/2)] (5)
El fundamento del método [8] consiste en descom-

poner la solucién del sistema de ecuaciones (1) en una
parte incidente y en una onda dispersada:

Yaal(l,r) = 7 (g) 5 (&,7) 8ga + Yoo (l,r). (6)
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El primer término del lado. derecho es la razén entre la
solucién regular de la ecuhcién diferencial homogénea
correspondiente al sistema (1) y la funcién de Jost. El
segundo término representa la funcién de onda dispersa-
da siempre y cuando cumpla el comportamiento asinté-
tico exigido en el origen y en (4). Para que esto sea as{
se requiere que la funcién ¥g,(¢,r) tenga las siguientes
propiedades:

‘iﬁa(‘ea I") r—=+0 0, (7)
y
Voaltir) 3,
; 1/2
~2 (:_:) [Spall) — 85(8) 8paleftsr) - (8)

La cantidad sg(f) designa la matriz s para el canal § en
ausencia completa de acoplamiento con otros canales.

La ecuacién (8) sugiere expresar la onda dispersada
en la forma

'i’ﬁa(ea 1") = G.@a (f,‘l") 55(81 T) ) (9)

donde Ggq (4,7), 8 = 1,2,...,N, designa un conjun-
to de funciones auxiliares que se introducen por con-
veniencia. Estas funciones se anulan en el origen y se
comportan a grandes r como constantes ligadas con los
elementos de la matriz de dispersién S; esto es:

. 1/2
Goaltr) = =5 () (50a(8) = 30(0) ).
(10)

Esta relacién indica que al encontrar Gg, (£, c0) por
un método apropiado, entonces el elemento correspon-
diente de la matriz S(£) es dado por

1/2
Spall) = (%) [85(8) 850 +2i Ca (£,00)]. (11)

4. Ecuacién integral para la matriz S

Considerar la ecuacién de Sthrédinger asociada con el
canal £, en ausencia de acoplamiento con cualquier otro
canal:

d t+1

[d_r + k?g - ( 2 ) - ng(r)] &s(e,r) =0. (12)
Ademaés de la solucién regular 'I’E (€,7) que describe el
proceso de dispersidn eldstico, la ecuacién (12) tiene
otras dos soluciones linealmente independientes, cono-
cidas como soluciones de Jost (emergente e incidente),

las cuales notaremos por @E (¢,r) y @5(¢,7) respectiva-
mente. Al usar una técnica aniloga a la descritaen [9] y
[10], se concluye que la matriz G(£,r) se puede escribir
como la suma de dos contribuciones asociadas con las
soluciones regular y de Jost emergente:

G =¢@n [ RIER

+¢t(4r) /; dRI°({,R), (13)

donde

I® (¢,R) :=
" (L, R)U(R)[e" (L, R)G (L, R) +¢™ (LR)], (14)

I°(4,R) =
* (L,R)U(R) [e* (¢, R)G (4, R) + ¢ (£, R)] . (15)

Nétese que el supraindice oo y 0 es sélo una ayuda
nemotécnica para recordar el rango de integracién. En
lo anterior hemos usado matrices diagonales ®° (£,r),
¢° (£,7) y ¢° (£,r) (donde o := x, +, — } que se cons-
truyen con las funciones de onda asociadas con la dis-
persién puramente elistica, en ausencia de acoplamiento
entre canales:

& 6r) = —K e (&) (6r),
o7 (8,r) = F U E)&° (4r). (16)

Las matrices diagonales K y F(£) estdn formadas por
los nimeros de onda y por las funciones de Jost. En
este punto conviene observar que, en el limite r = oo,
¢* (£, 00) se convierte en una matriz diagonal constante
(independiente de r).

Se observa que el conjunto de ecuaciones (13), (14)
y (15), conforman una ecuacidn integral para la matriz
G(¢,r). La solucién de esa ecuacién permite determinar
la matriz de dispersion 8(£) en virtud de las relaciones
(11) que ligan G(¢, 00) con S(¢).

5.Solucién aproximada para G (£,7)

Es dificil solucionar la ecuacién integral que determinan
las ecuaciones (13), (14) y (15), en especial debido a que
ella equivale a un sistema de ecuaciones diferenciales con
condiciones de frontera tanto en el origen (r — 0) como
en el infinito (r = oc¢). Sin embargo, de acuerdo con (13)
y (15}, la matriz G(£,r) evaluada en el infinito (r = oo}
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es dada por

o0
G (£, 00) = — (K{OF(£) f dRI(L,R). (17)
0
Esta expresién es exacta y como tal conlleva a una ma-
triz S(£) que es unitaria y simétrica, e incluye como
casos particulares las aproximaciones citadas en la in-
troducién (ver apendice).

Lo anterior sugiere definir una nueva funcién G(¢,r),
Gt r) = —(KF(£)™! f dR &* (£,R)U(R) x
0
[e* (& RG(&R) + 9" (4 R)], (18)

e introducir la siguiente aprozimacién: Bajo condiciones
razonables esperamos que las funciones G (¢,r) y G(£,r)
tengan a grandes distancias r un comportamiento cuan-
titativo y cualitativo similar. Veremos que para po-
tenciales de acople U (R) no muy intensos esta aproxi-
macién da excelentes resultados en el cdlculo de la ma-
triz de dispersion S(£).

El valor practico de (18) estd en el hecho de que es una
ecuacién matricial e integral de Vaolterra, la cual se puede
solucionar transforméndola en un problema de valores
iniciales para un sistema de ecuaciones diferenciales. En
particular, dentro de la aproximacién de dos estados
en que estamos interesados, la ecuacidn (18) equivale a
dos sistemas independientes de ecuaciones diferenciales
acopladas, cada uno de ellos con dos ecuaciones,

Sistema 1:

Loner) = -k @NVa0) € (), 6u 1)
T kl

Dot = - @DV e €r)6u )

1
- k—ztpi‘ (ryUra (6,7) @3 (4,7).

Sistema 2:

ad—gm (6r) = ——@X (&) Una(r) €F (6,7)Gn (6,7)
T k1

1 x
- qui‘ (&,r) Uz (r) @z (&7)

B a(tr) = 0k 6N V() €f (6r)Gu €.
T kz

Como consecuencia de la definicion (18) la condicién
inicial para estos sistemas de ecuaciones es la siguiente:

G (£,0) = G21 (£,0) = G12(£,0) = G2 (£,0) =0

La integracién de los sistemas de ecuaciones ante-
riores no representa mayor dificultad numérica y, en
la practica, sélo se requiere resolver uno de los dos.
Sinembargo la ventaja de la aproximacién propuesta de-
pende de la posibilidad de obtener soluciones regulares
e (¢,7), n = 1,2, que sean adecuadas para el sistema
bajo estudio. Esta situacién favorable se presenta cuan-
do se estudian colisiones atémicas entre particulas ma-
sivas a energias de colisién no muy bajas, ya que bajo
esas circunstancias se pueden usar métodos semicldsicos
para construir las funciones de onda. Varios autores han
realizado deducciones o compilaciones de estos métodos
[11], [2). Para los cdlculo numéricos del presente trabajo
usamos el resumen incorporado en [10].

La aproximacién semicldsica uniforme UWKB [12]
permite obtener una expresidn analftica para los corri-
mientos de fase y expresar la solucién regular @E (£,7)
en términos de la funcién de Airy Ai(—z):

19 (0= lim [ (K (ks i) — k) dr

1
— £
kﬁf‘0+2(+2)

@5(l,r) = /7 Kg|Fp(€)| Hg (¢,7) At (=25 (¢,1)),

donde ry es un punto de retorno clasico, definide por
e+1)?
K3 (6r0) = K — Ung (ro) - L2 rgz) =0.
2/3

Zg (&) . (19)

f Ko (B,1,71) drt

es el argumento de la funcién de Airy. En esta expresién,
el signo + se usa para la region clasicamente permitida
(r > ro) y el signo menos (-) para la regién clasicamente
prohibida (r < rg).

6. Colisién ineldstica Het +Ne

La dispersién eldstica e ineldstica de este sistema fue
investigada experimentalmente por Coffey, Lorents, y
Smith [13] para la energia centro de masa de E = 70.9
eV. En esta colisién, entre iones de helioc HY y dtomos
de Ne en el estado base, éste 1ltimo es excitado al estado
Ne*(2p® 3s).

Olson y Smith {14] estudiaron incialmente este sis-
tema usando las tecrias de LZS y DW. Posteriormente
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Eu y Tsien [15] hicieron uso de la teoria semiclasica uni-
forme WKB. Desde entonces numerosos trabajos se han
desarrollado en los cuales este sistema es objeto de in-
terés, entre otros (7], [10], [14], [15], [16], [17]-

En el presente estudio se utilizan las formas funcionales
propuestas por Olson y Smith [14] para los potenciales
- que describen el estado base [He*-Ne(2p%)] y el esta-

do excitado [He*-Ne(2p%3s)] del sistema bajo estudio.
Estos potenciales en unidades atémicas son:

211 r
i () = == e (- )

21.1
Vay = (—’_——12 l)exp( Tem) + 06174,

Viz (r) = 0.18exp (—

r -
0.667) )

El sistema 2 de ecuaciones arriba citado adopta en
este ejemplo la siguiente forma explicita:

d%g“ (tr)= - Az( Ai(=Z(41)

VZi (&)
p [i (sz‘ +m (£) - I—;—)] Gaa (8,7)

Ug(r)x

Fa 4i (=7, (r) Ai(=Z2 (&,7))
VBE&ED VE G

Utz (r) exp[i (m (£) + n2 (£))] ,

At ( Zy (£, r))

\/W Ura (r} x
exp [ (klr + 2 (6) — —)] Gia (£,r).

donde nx(£),k = 1,2, designa los corrimientos de fase
de los canales 1 y 2, en ausencia de acoplamiento con
otros canales, Uyz (r) := 2u Vo1 (r) /A? ¥ p es la masa
reducida del sistema. Como se menciond antes, sélo es
necesario resolver uno de los dos sistemas de ecuaciones
diferenciales acopladas. Sin embargo, si se quiere probar
la simetria de la métriz S{¢), es necesario resolver ambos
sistemas.

d
Egzz (¢r)=-

La probabilidad de transicién ineldstica como funcién
de £ se muestra en la figura 1. Nétese que para £ > 350
estas probabilidades tienden rapidamente a cero, com-
portamiento que justifica que los cédlculos sélo se ha-
gan hasta un cierto valor méximo de £, por ejemplo
£max = 320.

0.2
0.15
It

0.1

0.405

8 5 6 10 a0 s 150
Momentum angular orbival

Figura 1. Probabilidad de transicién como funcién del
momentum angular orbital £,

En la figura 2 se compara la seccion eficaz diferencial
ineléstica experimental con los datos tedricos que se han
obtenido por aplicacién de la aproximacién descrita en
el presente trabajo. Como se observa la concordancia
con los resultados experimentales es bastante buena.

4

2 2
o®) 10°A
LS

—

2
E010°eV deg

Figura 2. Comparacién entre la seccidn eficaz diferencial
calculada en el presente trabajo y datos experimentales [13].

La seccion eficaz total ineldstica se determiné por
aplicacién de la expresién

0'12 = k2 Z 2£+ 1) |812|
1 ¢=0
y los resultados se muestran en la tabla 1, en conjunto
con los que generan las aproximaciones UWKB, DW y
LZS para la energia de E = 70.9eV,
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Aproximacién | LZS% | DW® | UWKB® | Presente
o91 {ue’) 0.892 | 0.729 | 0.719 0.781

Tabla 1. Seccién eficaz total ineldstica.
Referencias: 2[15], *[14].

Por 1ltimo, obtuvimos la densidad de probabilidad
para un estado de momentum angular £ a partir de (9)
y por extension de la aproximacién propuesta en el pre-
sente trabajo para todo el rango de valores de r, esto
€8,

‘i'ﬁa(f, r) = eg(r) Gga (6,r) = sg(f, ) G(£,r).

0.06

0.05 310
[ ]
= 0.04
A
0.0 260
T 0.02

0.01 50

Ol—saachd

1 15 2 25 3 3% 4
r
Figura 3. Densidad de probabilidad como funcién de r para
varios valores del momentum angular £.

La figura 3 muestra el comportamiento de la densi-
dad de probabilidad ineldstica para £ = 50,260 y 310.
Nétese que la maxima amplitud de probabilidad se al-
canza siempre en la regién de cruce de los potenciales
elasticos (2 < r < 2.5) y que el estado de momentum an-
gular (onda parcial) £ = 310 es el de mayor amplitud en
dicha regién. Este hecho estd en perfecta concordancia
con lo que muestra la figura 1. Para grandes valores de r
la probabilidad de transcién alcanza valores constantes,
como lo exige la teoria.

7. Conclusién

En este articulo se ha propuesto un método de apro-
ximacién para el estudio de procesos ineldsticos y para
el cdlculo de la matriz 8(¢), y se ha aplicado al andlisis
del sistema Het + Ne. La estructura sencilla del sistema
de ecuaciones diferenciales que se debe resolver, as{ como
los buenos resultados obtenido en su aplicacidn, indican
que el método es de utilidad y competitivo con relacién

a otras aproximaciones. El método carece ademds de
una serie de limitaciones que son caracteristicas de otras
aproximaciones. Por ejemplo, la teoria se puede aplicar
a un problema multicanal y no requiere la exigencia de
que los potenciales diagonales se crucen.

Desde el punto de vista numérico el método tiene
grandes ventajas ya que la ecuacién integral que de-
termina la matriz S(£) se puede transformar en un sis-
tema de ecuaciones diferenciales acopladas, para el cual
existen excelentes métodos de solucién numérica. El
presente tratamiento de procesos ineldsticos hace uso
éptimo de las propiedades fisicas que posee el sistema,

‘es especial si es posible emplear métodos semiclasicos

para tratar el problema no acoplado.

Es de anotar que el método se ha probado con éxito
para acoplamiento débil entre los diferentes canales. Sin
embargo,en el caso de acoples intensos se ha observado
que la unitariedad de la matriz S(¢) se afecta de man-
era importante, generando que se sobreestime la sec-
ci6n eficaz diferencial inelastica. Afortunadamente en
las colisiones atémicas de interés actual, los potenciales
de acoplamiento no son muy intensos y la aproximacion
se puede usar con éxito.

8. Apéndice

En este apéndice se discute brevemente la generalidad
de 1a expresién (13). En analogia con lo que se hace en
la aproximacién DW, suponemos que la solucién elastica
(regular) del canal de entrada domina el comportamien-
to del sistema en los otros canales. Entonces, en prome-
dio [¥ao(f,r)| = |z (6r)| >> [¥gallir)] v, de la
ecuacién (6}, se concluye que Woq(é,7) = 0. Por lo
tanto de (11), (17), (9) y (16) tenemos para a # S

Spa(t) = —2i (ka kg) /% x
o0
[ ares € R Vs @ B0z (0 R)
0

= —2i (ka kg)™/? exp [i (na(8) + ns(0))]
fo ¥ (67) Usa (r) v (&) d,

donde g (£,r) es la solucién regular del sistema, nor-
malizada en la forma

— 00

Yg (&,7) = sin (kgr - %r +np(£)) .
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Nétese que esta solucién est4 relacionada con la solucién
regular @3 (¢,r) por

w5 (£,1) = exp (i na(€)) s (£, 7).
Si se tiene en cuenta que
Spa(l) = bgo — i Tpa(t),

entonces, en el caso que estamos considerando a # J3, se
recupera el elemento de la matriz de transicién DW,

Tpa(€) = 2 (kg ka) ™/ exp i (12 (€) + 15(0))]
[o b (&,7) Uss (7) e (&,7) i

En lo referente a la aproximacién de Born ésta es un
caso particular de la DW. Ademds de suponer que el
comportamiento del sistema es dominado por la solucién
regular del canal incidente, se considera que la funcién
de onda incidente no se deforma de manera apreciable

¥ que se comporta como una onda plana. Esto significa
que en promedio

[¥aall,r)l = |oa (€7} = karJe(kar)| >> |¥pa (e, 7,

donde £ es el monentum angular y Je(kg r) es la funcién
esférica de Bessel de orden £. En estas circunstancias el
elemento Sg,(f) estd dado por

Spa(l) = —2i (kg kg)™V/% x
f Ji (kgR) Upa (R) Ji (ko R) R*dR.
1]

Esta expresién conduce a su vez a la amplitud de transi-
¢ién que se obtiene mediante la aproximacién de Born.
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