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1. Introduccién

Los problemas de preservacién lineal, hacen parte de
un area de investigacion de la teoria de matrices y opera-
dores. En esta drea, se estudian las caracterizaciones de
los operadores lineales definidos sobre un espacio vecto-
rial de matrices, que preservan ciertas propiedades, sub-
conjuntos o relaciones. En [1] y [2], Chi-Kwong Li, et
al. hacen una excelente introduccidn al tema, e incluyen
algunos problemas abiertos.

Frobenius, en 1887, inicia el estudio de los problemas
de preservacién lineal, caracterizando los operadores li-
neales ¢ : M, (C') — M,,(C) (en donde M, (C) repre-
senta el espacio de las matrices con entradas complejas
n X n) que preservan el determinante , y adicionalmente
caracteriza aquellos que preservan el espectro. Una ver-
sion actualizada de sus resultados puede encontrarse en
[3]. Una caracterizacién de los operadores lineales que
preservan matrices hermitianas, la da D.Hill en [4]. En
cuanto a los operadores lineales que preservan matrices
normales, M.Kunicki y D.Hill, en [5], hacen un estudio
completo de este problema.

En el presente articulo se plantean algunas caracte-
rizaciones interesantes para los operadores lineales que
preservan simultdneamente matrices simétricas y anti-
simétricas complejas. Ademads, se suministra un método
practico y sencillo, que permite, en términos de la ma-
triz de representacion del operador en la base candnica,
determinar si éste efectiia o no la preservacion. Adi-
cionalmente, consideramos los operadores lineales que
preservan la estructura espectral y probamos que es-
tos son ortogonales complejos (respectivamente, unitar-
i0s) si, y solo si, preservan matrices simétricas complejas
(respectivamente, hermitianas).

2. Preliminares y notaciones

A lo largo de este articulo, S,(C) denotard el sube-
spacio de las matrices simétricas de AM,,(C) con elemen-
tos complejos. La traspuesta de una matriz A € M, (C)
la denotamos por A" y su adjunta hermitiana por A* | A
denotara la matriz cuyas componentes son los conjuga-
dos de las componentes de A. El producto de Kronecker
de un par de matrices 4, B € M, (C) es la matriz, que
denotaremos por A B € M,,:(C), tal que

{1113 G.lgB alnB
anB  anB - a9,B
Ax B =

G"nlB ”'HZB LA annB

Es importante tener en cuenta que en todo el articulo
se usard el mismo simbolo para representar tanto a un
operador lineal como a su correspondiente matriz de rep-
resentacion en la base candnica.

Definicién 2.1. A cada matriz A = [a;;] € M,(C), le
asociamos el vector vec (A) € C™ definido por

]tr

VEC(A) = [allu T ;anl;a12; ot !(ER‘Z:"' sﬂ'}.ﬂ.:" : )a'l'L'l'L

Usaremos también la siguiente extensién del produc-
to interior euclidiano

Definicién 2.2. Sea (-,-) : M, (C) x
funcién determinada por la ecuacion

(A, B) = vec(B)"vec(A)
donde A, B € M, (C).

Ma(C) = C la

Definicién 2.3. Diremos que una coleccién de n? au-
tovectores para un operador lineal

#: Mup(C) = M, (C)

es completa, si los autovectores que conforman la colec-
cion son linealmente independientes.

Algunas relaciones entre el producto interior y la
traza que seran utiles posteriormente, se plantean en
la siguiente proposicion. La prueba es consecuencia in-
mediata de la definicién de producto interior dada arri-
ba.

Proposicién 2.1. Para todo A, B € M, (C),
(A, B) = Tr(B*A) = Tr(A* B).

Proposicién 2.2. S,(C)t coincide con el espacio de
las matrices antisimétricas.

Prueba. Denotemos por S el subespacio de las matri-
ces antisimétricas. Sean A € S,(C) y B € S. Notese

- tr
que por ser B antisimétrica B = e Entonces,
.  B*— Btr 1 i _
THB'A) = TH{—F—4)= E(Tr(B A) - Tr(B4))
o 1 tr
= (T4 B) - Tr((4 ))

B
_ %(TI(AB ~ Tr(AB)) =0

Concluimos de la dltima igualdad que S cC Sk, Sea
B € S+, entonces Tr(B*A) = 0 para todo A € S,.

n?

Sean, B = (bij)nxn, 7,8 € N tales que 1 < r,s < n
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con r # sy A = (Gij)nxn, tal que a,, = a;, = 1
y a;; = 0 para (4,7) # (r,s) y (1,7) # (s,7). En-
tonces, por hipotesis, Tr(B*/i) = 0. En consecuencia,
bys + bsr = 0, es decir b,y = —b,,. Ahora definamos
los elementos de A de la siguiente manera, tomemos
arr = 1y a;; = 0 para (i,5) # (r,r). Por hipétesis,
tenemos Tr(B*A) = 0, por lo tanto, b, = 0. De lo
anterior, podemos concluir que b;; = —b;;, parat # j y
que b; = 0 para todo 1 <z,7 < n. Esto significa que la
matriz B es antisimétrica. <

El siguiente resultado serd 1til posteriormente, y su
prueba es inmediata.

Proposiciéon 2.3. Todo autovector del operador de
trasposicion 1' es o una matriz simétrica o una matriz
antisimeétrica.

3. Caracterizaciones

Teorema 3.1 Sea ¢ : M, (C) — M, (C) una trans-
formacion lineal. Entonces, ¢ preserva simetria y anti-
simetria si y sélo si ¢T = T'¢, donde T denota el opera-
dor de trasposicion.

Prueba. Sea ¢ : Mp(C) — My(C) una trans-
formacion lineal que preserva simetria y antisimetria,
y sea X € M,(C). Sabemos entonces que existen
X, € 8,(C) vy X, € S,(C) tales que X = X, + X,,.
Por lo tanto,

¢T(X) = ¢T(Xs+ Xa) = ¢T(X,) + ¢T(Xa)
B(Xs) + d(—Xa) = H(Xs) — ¢(Xa)
Tp(Xs) +Tp(Xo) =Top(Xs + Xa)
= T¢(X).

Supongamos ahora que ¢T = T'¢. Si X es una matriz
simétrica, entonces

*(X) = ¢T(X) = T(X).

Concluimos de lo anterior que ¢ preserva simetria. Si X
es una matriz antisimétrica, entonces

HX) = $(~T(X)) = ~Td(X).

Concluimos de lo anterior que ¢ preserva antisimetria.
&

Las siguientes dos proposiciones pueden encontrarse
en [6, pag. 103] y en [7, pdg. 215, respectivamente, y
seran ttiles en la caracterizacion de los operadores nor-
males que preservan matrices simétricas.

Proposicién 3.1. Sean A v B dos matrices normales
de orden n. Entonces, AB = BA si, y sélo si, A y B
tienen una base comin de autovectores ortonormales.

Proposiciéon 3.2. Sean, V' un espacio vectorial de di-
mensién finita con producto interior, v ¢ : V. — V un
operador lineal. Entonces, ¢ es normal si, y solo si para
todo subespacio invariante W C V de ¢, W+ es también
un subespacio invariante de ¢.

Teorema 3.2. Sea ¢ : M, (C) — M, (C) un operador
normal. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) ¢ preserva simetria.

(b) ¢ preserva antisimetria.

(¢) Existe una base ortonormal de autovectores de
¢, conformada por matrices simétricas o anti-
simétricas.

Prueba. La equivalencia entre (a) y (b) sigue directa-
mente de las proposiciones 2.2 y 3.2. Para probar que
(a) implica (¢), supongamos que ¢ preserva simetria.
Entonces por el Teorema 3.1, ¢ conmuta con el opera-
dor de trasposicién T. De aqui y las proposiciones 2.3 y
3.1, existe un conjunto ortonormal con n? autovectores
de ¢ linealmente independientes, conformado por matri-
ces simétricas o antisimétricas. Probemos ahora que (c)
implica (a). Supongamos que {Vi,Va, -+ V,2} es un
conjunto ortonormal de n? autovectores de ¢, confor-
mado por matrices que son simétricas o antisimétricas.
Por el teorema espectral

= Z A; vec (V;)vec (Vi)*,
i=1

donde \; es el autovalor correspondiente al autovector
V;. Sea S una matriz simétrica. Entonces,

Tn‘.z
h(S) = Z Ai vee (Vi)vee (Vi) *vec (S).

1=1
Noétese que en la dltima igualdad, los sumandos que
tienen un autovector V; antisimétrico se anulan, por ser
los subespacios de matrices simétricas y antisimétricas
ortonormales. En consecuencia, solo nos quedan suman-
dos con autovectores simétricos. Obsérvese ademas, que
el término V;*S € C. Entonces, si V; es una matriz
simétrica, es evidente que V;V;"S es también una ma-
triz simétrica. Concluimos de lo anterior que ¢(S) es
simétrica. En consecuencia ¢ preserva simetria. De
forma andloga se puede probar que ¢ preserva anti-
simetria. &
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Para el casc de los operadores lineales diagonaliza-
bles, no podemos afirmar algo tan fuerte, como lo que
se afirma en el teorema anterior:

Teorema 3.3. Sea L : M,(C) — M,(C) un ope-
rador lineal diagonalizable. Si L preserva simetria y
antisimetria, entonces tiene una coleccion completa de
autovectores que son matrices simétricas o matrices an-
tisimétricas.

Prueba. Sea L : M,,(C) — M,,(C) un operador dia-
gonalizable. Supongamos que L preserva simetria y an-
tisimetria. Entonces, por hipdtesis existe una matriz no
singular § € M,z tal que

S7ILS =diag {1, Ao, . ..

donde Aq, As,. ..
baremos que por cada autovector V de L con autoval-
or A, donde V no es ni una matriz simétrica ni una
antisimétrica, existe un autovector simétrico Vs y un
autovector antisimétrico V,, ambos con autovalor A.
Sea V un autovector de L el cual no es simétrico ni
antisimétrico. Entonces existen una matriz simétrica
Vi ¥ una matriz antisimétrica V, no nulas, tales que
V =V, 4+ V,. De lo cual se sigue que

L) = AV =3V, +AV. -
Por otro lado tenemos que

L(V) = AL{V) + AL(V,).
Concluimos que L(V;) = AV, y que L(V;) = AV,. De
acuerdo con la ecuacién (1), las columnas de la matriz S

conforman una coleccién completa de autovectores para
L.

=An2} ) (1)

. A,z son los autovalores de L. Pro-

(2)

0 1 -1 0 1 0
11 0 -1]lo 2
T=1_11 0 1|lo o
0o 11 olloo

En esta igualdad claramente se observa, que la colec-

{5 LR [l sl

estd conformada por matrices simétricas y anti-
simétricas, y es un conjunto completo de autovectores
de T, ya que

Denotemos con Sp,S2,...,5,2 las columnas de §.
Probaremos que existe una coleccidn completa de au-
tovectores para L, {S1,S,...,S,:}, en donde S'j para
1 < j < n es una matriz simétrica o una matriz anti-
simétrica. La coleccién {5’1 . Sa, ... ,S,lz} puede constru-
irse de la siguiente manera:

Caso 1: Si S, es simétrica o antisimétrica entonces
tomamos S§; = S5j.

Caso 2: Si S; no es simétrica ni antisimétrica, entonces
por lo que hemos demostrado arriba, existe un par de
matrices no nulas V; y V, simétrica y antisimétrica, res-
pectivamente, las cuales son autovectores de L, tales que
S; € ({V;,V,}). Ademds, debe existir un tnico k& # j,
1 <k <mn, tal que Sk € {({V;,V,}}. En caso contrario,
tendriamos que {Sy,S2,...,8j-1,Sj+1,Sn2} U {V,, V,}
es una coleccién completa de autovectores para L, lo
cual es una contradiccién. Noétese, que no puede exis-
tir 7 # 7.k, tal que S, € ({V,V.}), pues de lo con-
trario S, € {{S;,Sk}), lo cual es absurdo. En este caso

podemos hacer Sml—n{k_j} = Sa ¥ Smax(k,j) = Ss- ©

Observacién 1. El reciproco del teorema anterior es
falso. Para ver esto, tomese el operador lineal

1 0 0 3
5 1 o1 3
F=f g o f i )
3 2 3 1
2 0 0 P
que diagonaliza en la forma
NI S
0 % 0 0 %
of |-3 0 0 =
0 0 —3 3 0
[
0 1 -1 0
-1 1 0 -1
bl 49 1 0 1|70
0 1 1 0
Ademas,
TL)=[2 3 -12)”
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no es una matriz simétrica.

Observacién 2. Una pregunta que surge del teorema
3.3 es si todos los operadores diagonalizables que preser-
van simetria y antisimetria son normales, El siguiente
ejemplo la responde negativamente. Considérese el ope-
rador

00 0 0
o1 0 1
=10 0 1 1

02 2 0

Obsérvese que este operador no es normal, ya que

0 0 0 0

* h¥ L 0 _3 L: 1
e — P H= |y 3 -3 1|70

0 1 1 6

Sin embargo, ¢ es diagonalizable pues sus autovalores

1 1
0,1, E(17\/ﬁ), E(Hx/ﬁ),

son todos distintos.

3.1. Una caracterizacién general

Usaremos un procedimiento similar al de D. Hill en
[4], para caracterizar los operadores lineales que preser-
van simetria y antisimetria.

Haremos uso de la siguiente notacién: sea
b M (C) = M, (C)

un operador lineal. Representaremos a ¢ mediante la
estructura matricial en bloques

(1'611 6‘512 e (fﬁln

. 21 a2 - ghan
P = . )

Pl Pnz o Pum

7 - Sl ; 1]
en donde ¢y; = (g)))nxn. Escribiremos ¢ = ((g))nxn
para representar esta estructura.

Teorema 3.1.1. Un operador lineal ¢ = ((g,}))nxn s0-
bre M,,(C), preserva simetria y antisimetria si, y solo

siqq = qif parai,j k,l=12 .. n.

Prueba. Sean, ¢ un operador lineal que preserva ma-
trices simétricas y antisimétricas y E;; la matriz con
un 1 en la posicién (7,7) y cero en las demds posi-
ciones. Entonces, ¢(F,; + E;;) es una matriz simétrica
Yy ¢(E;; — Ey;) es una matriz antisimétrica. Observemos

que
1y 4 gl (2.7 sl ni g gni
|—'1}ﬂ 115 :’éz. T 475 4y T diy
7l 1 2j 2( nj nl
: T t a2 Qo Ty o + G
Gﬁ(Eﬂ + EIJ) = ; ; .
17 it 27 4 g2 nj + g
—qnﬂ + qﬂ*j qni qﬂ._‘j e (1”[ (1);_;;_
v
Foly 1 27 20 nj 1l
‘?%L — 11y ‘1‘12i — 1, i —
J 1 2 21 ny nl
; o — 425 oy — 43 oy = U5
(B — Ey;) = .
17 1t 27 2] nj nl
Lt — 9ny Qo — g 0 ag — Uyl
Concluimos que para 1,5, k,{ =1,2,...,n,
(%] i kg Kkl ’
iy it Qe; = 43y T bij (‘3)
¥y
1] il kj ki
iy — qk] = _((]71 - (.11,‘7')' (4)

De las dos tltimas igualdades se concluye que g
qu‘!. Ahora asumamos que g, = ql’;" para i, 4, k1 =
1,2,...,n. Entonces, por (3) #(E; + E;;) es una
matriz simétrica, y por(4) ¢(E;; — E;;) es una ma-
triz antisimétrica. Ademads, los conjuntos de matrices
{Eﬂ + E{j }j<;, {E‘ﬂ = EU }j(i, {Eﬂ,‘j}, donde J'l' =
1,2,...,n contienen todos los elementos que conforman
las bases para los espacios de las matrices simétricas y
antisimétricas. Concluimos de lo anterior, que ¢ preser-
va matrices simétricas y antisimétricas. <

3.2. Ejemplos y aplicaciones

Ejemplo 1. El siguiente operador lineal preserva
matrices simétricas y antisimétricas, pero no matrices
hermitianas.

1 i i -1

s_|-1 00 1

Sl T
1 i i -1

En efecto, una verificacién directa sobre los elementos
de ¢, muestra que ¢ satisface el Teorema 3.1.1.

Ahora tomemos

1 1+ -
I = [ ] entonces ¢{A) = { 1 1+ 92

142 —1
11— 0 '

Podemos observar que A es una matriz hermitiana. Sin
embargo, ¢(A) no es hermitiana.
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Ejemplo 2. El siguiente operador lineal preserva
matrices hermitianas y simétricas, pero no matrices an-
tisimétricas.

1 i —1 —1
_ -1 0 0 1
' -1 0 0 1

1 —i i =1

En efecto, sean A € Hy y B € S3(C). Entonces,

_ a b—ci e f
A[b+ca d} ¥ B‘[f g}’

en donde a,b,c,d € Ry e, f,g e C. Por lo tanto,

. _|la—2c—d d—a
rp(A)_[ d—a a+2ch

‘ e—g g-—e
P(B) =
g =4 €=y
Asi verificamos que ¢ preserva matrices hermitianas y
. . - 2 ‘_ . 3 (1,1 o L 1,2
simétricas. Ahora ndtese que ¢1; =i # —i = ¢'], de
modo que ¢ no puede preservar antisimetria.

4. Otros problemas de preservacion lineal

Nuestro interés en la presente seccién, estd centrado
en las propiedades que caracterizan a los operadores or-
togonales complejos ¢ : M, (C) — M,,(C'), que preser-
van los conos que se forman al hacer girar las matrices
(vistas como vectores euclidianos) alrededor de la ma-
triz idéntica. Veremos, que los operadores ortogonales
que preservan estructura espectral hacen parte de esta
familia, y que ademas, preservan conmutatividad y ma-
trices simétricas. Los caracterizaremos como aquellos
que pueden factorizarse en la forma Q % Q 6 Q@ 0 QT,
donde ¢ es una matriz ortogonal compleja de orden nxn
y T es la matriz asociada al operador de trasposicién en
la base candnica.

Observacion 4.1. Haremos uso del siguiente resultado
(véase [8, pag. 254] ): Sean A, B € M,,(C). Entonces
la ecuacién matricial

AXB=C
es equivalente al sistema de ecuaciones
(B % A)vec(X) = vec(O).
Definicién 4.2. La superficie conica asociada a una
matriz A € M, (C), A # 0 es el conjunto
SC(A) = { X € Ma(O)ITH(A)|1 X||p = Tr(X) |1 All }.

Si A = 0 entonces SC(A) = {0}.

Definicién 4.3 El borde cénico asociado a una matriz
A e M, (C), A #0 es el conjunto

BC(A) = {X € SC(A)|Tr(X) = Tr(A)}.
Si A =0 entonces BC(A) = {0}.

4.1. Preservacion de bordes conicos
Si A B € M,(C), entonces
(A, B) = vec(B)* - vec(A) = Tr(B*A)

vec (B)" - vec (A) = Tr(BY A).

4.1.1. Caracterizacion

Proposiciéon 4.1. Si [ es la matriz idéntica tenemos
(a) SC(I) = {af\a € RZU}.
(b) BC(I) = {I}.

Prueba. (a) Sea X € SC(I). Entonces, si X = 0 evi-

dentemente X € {al[a € RZO}_ Supongamos que X #

0. Entonces como por hipdtesis Tr(X)/n = n|| X||F,
resulta

7<X’I) = /n 5
X~ V" ®)

Por consiguiente,
(X, 1) = Vol XllF .
Sean X, Xy € M, (R) tales que X = X +iX,, entonces
(X0, 1) = i{Xa, 1) = VAl X |
En consecuencia,
(X1,I) = V|| X1 +iX2|F .
Elevando al cuadrado obtenemos

Tr(X,)? = n{X; +iX2, X1 +iX3)
= (X0, X0y + (X, Xa) + (X2, X)

n(I1X1l% + 1 X213). (6)
Por otro lado, la desigualdad de Cauchy-Shwarz implica

ITr(X1)| < Vol X1lle ,

If

de donde

Tr(X1)* < nfl X% (7)
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Se concluye de (6) v (7) que Xy = 0 y que Tr(X,)? =
n||X1]|%. Entonces, X = X; y
[{X, 1)
I X el 117
Concluimos que X = al, para algiin @ € R*%. De (5) y
(8) necesariamente se tiene que a > ().

-1 (8)

(b) Se sigue directamente de (a) y de la definicién de

BC(I). ©

Teorema 4.1. Sea ¢ : M,(C) — M,(C) un opera-
dor ortogonal complejo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) o(I) =

(b) Tr((b(A)) Tr(A), para todo A € M, (C).
(c) #(BC(A)) = BC(A) para todo A € M, (C).
(d) P(SC(A)) = SC(A) para todo A € M, (C).

Prueba. (a) = (b): Supongamos que ¢(I) = I, ¥ que
A e M,(C). Entonces,

Tr(6(4)) =

P

(p(A)™)

(#(A)"1)

B(A)"p(1))

rec (p(A))" - vec (¢(1)). (9)
Recordando que estamos usando ¢ para denotar a un

operador lineal y a la matriz que lo representa en la
base candnica, entonces

vee (p(A)" vee (3(1) = (pvee(d))' - dvec (D)
= vec(A)" ¢ pvec ()
= vec(A)"vec(I)
= Tr(A™I)
= Tr(A4). (10)
(10), concluimos que Tr(¢(A4)) = Tr(A) para
todo A € M,,(C).
(b) = (c): Sea X € BC(A). Entonces, X € SC(A)
y Tr(X) = Tr(A). Ademds, por hipédtesis Tr(p(X)) =
Tr(X), y por ser ¢ ortogonal ||¢(X)||r = || X||r. En-
tonces,

B85

<

De (9) v

X AlF = Tr(A) X | F = Tr(6(X)) | AllF
= Tr(A)||6(X)lr

Tr(p(X)) = Tr(A).

Podemos concluir que ¢(X) € C(A) Con esto hemos
probado que ¢p(BC(A)) C BC(A). Nos queda por pro-
bar que BC(A) C ¢(BC(A)), lo cual es equivalente a
demostrar que para todo X € BC(A) existe un Y €

BC(A) tal que X = (Y). Sea X € BC(A). Primero
observemos que existe ¥ € M,,(C) tal que ¢(Y) = X
por ser ¢ una biyeccién . Entonces, Tr(¢(Y)) = Tr(X).
Y por ser ¢ ortogonal |V = |[¢(Y)|lr = [|X]|F.
Ademads, por hipdtesis Tr(p(Y)) = Tr(Y). De lo an-
terior concluimos
Te(X)|Allr = Tr(A) X || p = Tr(Y)|| Al
= Tr(A)Y | F

Tr(Y) = Tr(A).
De donde se sigue que Y € BC(A4).

(¢) = (d): Si A = 0, el resultado es evidente,
supongamos entonces que A # 0. Sea X € SC(A),
entonces

Tr(A)IX[r = Te(X)|| All . (11)

Por otro lado X € BC(X), de donde por la hipdtesis
d(X) € BC(X). Por lo tanto Tr(4(X)) = Tr(X).
Ademas, por ser ¢ ortogonal a ||p(X)||r = || X|F-
Podemos concluir que

Tr(A)|A(X ) F = Te(#(X))| Al F,
lo cual significa que ¢p(X) € SC(A). Con esto hemos
probado que ¢(SC(A)) € SC(A).

Ahora tomemos X € SC(A), entonces la igualdad
(11) se cumple. Por hipdtesis, X € BC(X) implica
X € ¢(BC(X)). En consecuencia X = ¢(Y') para algin
Y € BC(X). Se sigue que

Tr(Y) = Tr(X).

Por otro lado tenemos que | X||z = [|[Y]|#

(11)

. Y Usando

AY|lr = Te(Y)|| A F,
lo cual significa que Y € SC(A), por lo tanto X =
B(Y) € ¢p(SC(A)).

(d) == (a): Por hipétesis, ¢(SC(I)) = SC(I) y us-
ando la proposicién 4.1 tenemos ¢(I) = ol para algin
a € RZ°. Pero ¢ preserva norma, en consecuencia
a = 1. Concluimos que ¢(f) = 1. ©

Corolario 4.1. La coleccidn de todos los operadores or-
togonales que preservan bordes cénicos forman un sub-
grupo del grupo ortogonal.

Prueba. Es directa del item (a) en el teorema anterior.

&

Observacion 4.2. Es interesante observar, que si
b My(C) — M, (C) es un operador unitario que
preserva matrices hermitianas, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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(a) fﬁ(f) =1
(b) Tr(¢ (A))
(c) #(BC(A)) =

) (A)

»(SC

Tr ( ) para todo A € H,,.
BC(A) para todo A € H,,.
) = SC(A) para todo A € H,,.

La prueba de esta afirmacion, es similar a la del teorema
4.1 y s6lo debemos tener en la cuenta, que si A € H,

entonces Tr(p(A)) = Tr(¢(A)*).
4.1.2. El operador () x (), () ortogonal

Si () es una matriz ortogonal de orden n, es fé(‘il ver
que @ % @ es una matriz ortogonal dé orden n?. Visto
como operador, () & () tiene algunas propiedades intere-
santes:

1. Preserva la matriz idéntica y en consecuencia
preserva bordes conicos.

2. Preserva estructura espectral y conmutatividad.

Preserva matrices simétricas.

4. El conjunto de los operadores ortogonales que fac-
torizan en la forma %@, conforman un subgrupo
del grupo ortogonal.

w2

Estas propiedades conducen las siguientes preguntas:

1. ;Existen operadores ortogonales que preserven
bordes cénicos, y/o estructura espectral, y/o conmuta-
tividad, y/o matrices simétricas que no factoricen en la
forma () ® (J, para alguna matriz ortogonal @@ de orden
n?

2. ;Cual es el subgrupo ortogonal mas grande que

preserva hordes cdnicos y matrices simétricas, y/o es-
tructura espectral, y /o conmutatividad?

Se resolverdn algunas de estas preguntas en las si-
guientes proposiciones y teoremas. El objetivo inmedia-
to consiste en probar la siguiente afirmacion:

Un operador lineal que preserva la estructura espec-
tral; factoriza en las formas () © Q) 6 Q © QT, donde ()
es una matriz ortogonal compleja de orden n x n y T
es la matriz asoclada al operador de trasposicion en la
base candnica, si, y solo si, preserva matrices simétricas.

Antes de presentar la prueba de esta afirmacién, son
necesarios algunos resultados preliminares.

Proposicién 4.2, Sean A, B € M, (C). S5iAxB = I,
entonces existen escalares o, 3 # 0 tales que A = al,,

B = JSIrV

Prueba. Sean A = (ay)nxn ¥ B = (bij)nxn. Por
hipétesis, a;;8 = 0 para ¢ # j v a8 = [, para
t=1,...,n. Entonces, a;b;; =1parai,j=1,...,n

En consecuencia existen escalares «, 3 # 0 tales que
ay =, by; = G paraid,j=1,...,n Ademas, a;;a =0
v b;;8 = 0 para i # j, por consiguiente a;; = b;; = 0
para i # j. Concluimos que A = «ol,,, B = 31,,. ¢

Teorema 4.2, Sean () una matriz ortogonal de orden

n? x n? y S una matriz no singular de orden n x n tales

que Q = S S~!. Entonces existe una matriz ortogo-
nal ) de orden n x n tal que Q = Q % Q.

Prueba. Como () es ortogonal entonces

(Str 00 Sfl) (Smr ‘17])”
(s o057t (8w (s7) =
(Strs) 0 (S—l(s—l)tr) _
Por la proposicidn 4.2, existe un escalar o # 0 tal que
5% S = al,, de aqui se sigue que S~! = 1 5. Hagamos
Q= \/ES“, entonces Q@' = I,,. Por consiguiente ()
es ortogonal y @ =Q®Q. <

1

Teorema 4.3. [Frobenius 1897 Sea ¢ : M, (C) —
M, (C) un operador lineal. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) @ preserva polinomios caracteristicos.
(ii) ¢ preserva polinomios caracteristicos de matrices
hermitianas.
(iii) ¢ preserva determinante y traza.
(iv) Existe una matriz no singular S € M,,(C') tal que
H(X) = S71XS 6 ¢p(X) = S71XYS, para todo
X e M, (C).

De los teoremas anteriores se sigue el siguiente resul-
tado.

Teorema 4.4. Sea ¢ : M, (C) — M, (C) un opera-
dor lineal que preserva estructura espectral. Entonces,
¢ es ortogonal (respectivamente, unitario) si y solo si ¢
preserva matrices simétricas (respectivamente, matrices
hermitianas)

Prueba. De acuerdo con el teorema de Frobenius, exis-
te una matriz no singular S, tal que o bien ¢(X) =
S71XS o ¢p(X) = 87 1X¥G, para todo X € M,(C).

+<=):Sea A € 5,(C), entonces como ¢ preserva ma-

trices simétricas tenemos que (S7!AS)" = S1AS, asi
STA(S Y = §7TAS v de aqui
SS'™A = ASS"™. (12)
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Ahora vamos a probar que SS' es una matriz es-
calar no nula. Sea U = (ujj)nxn = S5 y hagamos
A= diag(/\l, )\2, . ,)\n), donde .\1' ?é 0 y )\i # )\] para
i # j. Por (12), u;; Ay = uy;A; para @ # j, concluimos
que u;; = 0 para i # j. Hagamos A = (aij)nxn, donde
a;; =1 paratodo¢,j =1,... ,n. Por (12), u1; = uge =

© = Upp. Se concluye que SSY = diag(), ..., ),
donde A es una constante no nula (si A = 0, entonces
S = 0 lo cual es una contradiccién ya que S es in-
vertible). Entonces, %SS“ = [,,. Finalmente tomem-
0s @ = %S . Observemos que () es ortogonal y que
PX) = Q"XQ 6 H(X) = QUX"Q. Por lo tanto, ¢
escrito en forma matricial es Q' o0 Q% 6 Q" 0 Q¥ T, en
donde T representa el operador de trasposicion el cual
es ortogonal. Por consiguiente, ¢ es ortogonal.

=) : Ahora supongamos que ¢ es ortogonal. Co-
mo ¢ preserva estructura espectral, por el teorema de
Frobenius existe una matriz no singular S, tal que
p = ST S 6o = ST SIT. Noitese que si
¢ = S ® S™'T entonces S'" % S~ € 0,:(C) (grupo
de las matrices ortogonales de elementos en C) por ser
¢ y T ortogonales. Por el tecrema 4.4, §' © S~1 se
puede escribir en la forma ¢ % @ en donde ) es una
matriz ortogonal. Se sigue entonces que ¢(X) = QX Q"
6 p(X) = QX" Q" para todo X € M,(C), es decir, ¢

preserva simetria. <

4.1.3. El Caso 2 x 2

El caso 2 x 2 tiene algunos aspectos muy particulares.
En primer lugar tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.1. El operador ¢ : Mo(C) — My(C)
preserva estructura espectral si, y sélo si, preserva traza
¥ norma.

Prueba. La proposicién es una consecuencia directa
del siguiente hecho: sean A < Ay los autovalores de
A € H,. Nétese que si hacemos

. Tr(A) O IAE [ Te(A)N?
m= ¥ S—\/T‘( ) ) >

entonces Ay = m—sy Ay =m + s.

Teorema 4.3.1 Sea ¢ : My(C) — My (C) un operador
ortogonal, tal que ¢(I) = I. Entonces:

(i) ¢ preserva estructura espectral.

(ii) ¢ factoriza en la forma Q= Q 6 QwQT donde Q) es
una matriz ortogonal de Mo(C) y T es la matriz
asociada al operador de trasposicion .

(iii) ¢ preserva simetria.

Prueba. Por el teorema 4.2.1, ¢ preserva traza, y
puesto que ¢ preserva norma, ¢ preserva estructura
espectral de matrices hermitianas por la proposicién
4.3. Entonces, por el teorema de Frobenius, existe
una matriz nosingular S tal que ¢(X) = ST1XS ¢
#(X) = S~1X*"S para todo X € M,. concluimos que
S ®8S1 e O,(C) o 8" ® ST € O,(C), donde T
dendta la matriz asociada al operador de trasposicion en
la base candnica. Por consiguiente, S w0 S~ € 0, (C)
ya que T € O,(C). De aqui y el Teorema 3.2, exis-
te una matriz ortogonal () de orden 2 x 2, tal que
ST % S = Q@® Q. Dedonde ¢p(X) = Q¥XQ 6
HX) = QU X"™Q. para todo X € My(C), de aqui
facilmente se puede demostrar que ¢ preserva matrices
simétricas. <

Este teorema no se cumple para n > 3: en efecto,
tomemos las matrices

100 0 0 —3
A=[0 0 0], A=|0 % 0
000 -3 0 3

0 0 %

Az3=10 3 O

$ 0 4

Noétese que estas matrices son ortogonales entre si.
Podemos completar el conjunto {A;, Az, Az} a
una base ortogonal {Aj, Az, Az ..., Ag} de M3(C).
Sea E;; € Ms3(C), la matriz que tiene un 1 en la
posicién (¢, ) v cero en la demads posiciones.  El con-

junto {E; ;|¢,7 = 1,2, 3}, forma una base para M3(C).

Tomemos un operador lineal ¢ : M3(C) — M;3(C) tal
que
A(Erq) = A1, ¢(E2) = Ag,
H(E12) = A, ¢(Er3) =As, @(Ea23) = As,
d(Eaq1) = A7, @(Es2) = As, o¢(E31) = Ag.

El operador ¢ es ortogonal, pues envia una base or-
togonal en una base ortogonal. Nétese que

¢(I)=p(Er1+ Eo2 + E33) = A1+ A2+ A3 =1,
pero ¢ no preserva conmutatividad va que
P(E11)P(Eae) # ¢(Ea2)d(E11). En consecuencia,
¢ no factoriza en las formas Q@ « Q v Q « QT para
alguna matriz ortogonal () € Mj3(C) y por el teorema
4.4 no preserva estructura espectral.

Teorema 4.3.2. Sea ¢ : M3(C) — M3(C) un opera-
dor lineal que preserva matrices hermitianas, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) ¢ preserva estructura espectral de las matrices her-
mitianas.
(ii) ¢ preserva la matriz idéntica y la norma de las
matrices hermitianas.
(ili) #(X) = U*XU 6 ¢(X) = U*XYU, donde U es
una matriz unitaria 2 x 2.
Prueba. Se sigue de la proposicién 4.3.1, del teorema

de Frébenius y de la observacién 4.2. ©
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