MATEMATICAS

APROXIMACION DE LA POTENCIA ASINTOTICA
DE LA PRUEBA DEL RANGO SIGNADO
DE WILCOXON

por
Moisés Aranda S.! & Jimmy Corzo S.?
Resumen

Aranda S., M. & ]J. Corzo S.: Aproximacién de la potencia asintética de Ia prueba de rango
signado de Wilcoxon. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 26(101): 555-563. ISSN 0370-3908.

Se estudia la potencia de la prueba del rango signado de Wilcoxon para muestras de una
subfamilia simétrica de la distribucién lambda generalizada. Se muestra que para un rango
de valores del pardmetro A, de la subfamilia tanto la potencia como la consistencia de la
prueba de RSW son funciones mondtonas no decrecientes dentro del rango especificado de
valores A,.
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Abstract

The power of the Wilcoxon signed range test for samples of a symmetrical subfamily of the
generalized lambda distribution is studied. 1t is shown that the power as well as the consistency of
the test are non increasing monotonous functions depending on the symmetry and kurtosis of the
generalized lambda distribution,
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1. La prueba del rango sighado de Wilcoxon

Sea X1,..., X5, una muestra aleatoria de una distribu-
cién F(z — #) donde F' tiene mediana unica igual a 0 y
funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) f = F'. El
problema de inferencia consiste en probar la hipétesis
H, :6=0 versus (1)
H, :0>0 (equivalentemente H, : 8 =6’ > 0).
La estadistica utilizada para la prueba del rango sig-
nado de Wilcoxon (RSWjse define como la suma de
los rangos de las observaciones positivas de la muestra
entre los valores absolutos | X[, |X2|,... ,|Xn]|. Se re-
chaza Hy para un a € (0, 1) fijo, cuando T > k, donde k
se puede determinar por construccién de la distribucién
exacta de T de manera que P(T > k) < a. Formal-
mente la estadistica de prueba se puede expresar como
sigue: Sean |X|X 1y < |X(g)| < ... <|X(¥)| los valores
absolutos ordenados en forma ascendente y sea

1, si |X(;| proviene de una observacion
W; = positiva (2)
0

Entonces la estadistica para la prueba del RSW se puede
escribir como:

en otro caso,

Y

N
T:ZiWi (3)

Dado que Wi, ..., Wy son variables aleatorias indepen-
dientes bajo Hy, con

1
P(Wi=0)=P(W,=1)=,
entonces
1 1
EW)=5  Var(W) =, ()

y, por lo tanto, bajo Hy,
N(N
E(T) = 4+1 y

Var(T) — NV+HD@NH)

24
Bajo Hp, T satisface la condicion de Noether y usando
una. versién del teorema del limite central para funciones
lineales de variables aleatorias independientes, converge
a la distribucién normal N (0,1).2

La funcién de potencia exacta de la prueba del RSW
no se puede obtener dado que la distribucion exacta de
T no se puede escribir explicitamente bajo la hipdtesis

3Hettmensperger (1984), pag 301.

alternativa. Tampoco se puede aproximar por el teo-
rema del limite central porque bajo H4, T no puede
ser representada como suma de variables aleatorias in-
dependientes. Una manera de atacar este problema
es proyectando T via esperanza condicional sobre una
clase de sumas de variables aleatorias independientes, y
demostrando que como la diferencia entre T' y su proyec-
cién converge a cero en media cuadrdtica entonces T
tiene la misma distribucién limite que su proyeccién.?
Con el método descrito la potencia asintética de la prue-
ba del rango signado de Wilcoxon se puede aproximar
para valores de # cercanos a cero por

P(T > ) (6)

N(N - 1)8f*(0)+ N8f(0)
N(N+1)(2N+1)
24

donde Z es el a—percentil superior de la distribucién
normal estdndar, vy f* denota la convolucién de f.

=1-9 |2z, -

En la tabla anexa se presenta la funcién potencia
aproximada para la prueba del RSW cuando la muestra
proviene de distribuciones especiales.

2. Estimacidén de la potencia asintética del RSW
para una subfamilia de la distribucién lambda
generalizada

Se considera ahora la familia de distribuciones lamb-
da generalizada DLG({A;, A2, A3, A4), introducida por
Ramberg et al. (1979). La inversa de la funcién de
distribucion o funcién percentil esta dada por

ST T A4
F_l(y) = F—l(y;’\laAga)\B;Atl) = )\1 + L_E\—y)
2

(7)

donde 0 < y < 1, A1 ¥ A2 # 0 son los parimetros
de localizacion y escala, respectivamente, mientras que
A3 ¥ Agq determinan el sesgo v la curtosis. En gene-
ral, la funcidn de distribucion F no se puede obtener
explicitamente.

Puede verse que la DLG(A;, Az, Az, Ay) define una
funcidn de densidad de probabilidad si y s6lo s1 Aa, Az, A4
tienen el mismo signo. Lo anterior junto con Ay # 0 im-
plica A3 # 0y Ay # 0. Bajo estas condiciones se puede
obtener la funcién de densidad de probabilidad aplican-
do la derivada de la funcién inversa:

4La demostracién completa se puede encontrar en Hettmansperger (1984), pags 47 a 56 o en el Capftulo I de la tesis de maestria de

Aranda (2001).
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TABLA 1
Potencia aproximada para la prueba del RSW
para muestras de ciertas distribuciones especiales

Distribucion 1(0) 7 *(0) P(T > k) Curtosis
1 8 1 &
ST S 1, (REPE 10, | s O
Normal L ; 1—-¢ | 2Z_ - ( ) A : Vor o 3
V2no 2v/ma v \/N(N+1)(2N+1)
24
N(N — nii2 +N£E
Laplace ﬁ ﬂ 1-¢ | Z, 4 g 2 o [}
20 40 \/N(N + 1)(2N 4 1)
24
] . N
Lowpistica 1-9 |2, — 6v3o 4v3 o 4.2
430 630 \/N(N+ 1)(2N + 1)
24
] 1 e g o @ 7
Uniforme 1—-$ )12z, - 2v3 g V3o 1.8
2v3e 2v3g ¥ \/N(N+1)(2N+1J
24
]
flz) = Az enz = Fl(y). (8)
Aay P14 Ag(1 = y)a—17 Y- donde _
P 1
Para Ay = 0 el k-ésimo momento de la T+2d3 14 M
DLG(O,/\Q,/\;;,,\‘;) es: y

k
E(XF) =235

i=0

(f) (—1)*Beta(As(k —3) + 1, Aai + 1),
(9)
donde Beta es la funcién Beta y E(X*) existe si y sélo

1
si — FC" < min()\g,)\4).
Por lo tanto, si X tiene DLG(A, A2, A3, Aq) para
k=1 E(X+A1)=E(X)+A y,lamedia y la varianza
estan dadas, respectivamente, por

. B-A

A
Ux = A + — Yy o = 2 (10)
2

A2
|

1
B = = 1 14 Aq).
1+2/\3+1+2)\4 Beta(1+ A3, 14+ M\g)

Para obtener distribuciones simétricas alrededor de cero
a partir de la funcién percentil de la distribucién lambda
generalizada se toman: A; =0, y, A3 = A4 v se obtiene:

_ yM o~ (1 —y)M
Fl(y):J E\z J) .

(11)

Para ver que F es simétrica al rededor de cero,
obsérvese que en general si F' es una distribucién biyec-
tivay F~}(y) = —F~1(1 — y) para todo 0 < y < 1; en-
tonces z = F~(y) = —F1(1—y) implica que F(z) =y
y F(~z) = 1-y = 1- F(z), de lo cual se sigue que F es
simétrica en el sentido descrito arriba. Y, en particular,
para una DLG(O, )\2, )\3, )\4)

Frigy =¥y Q- -y (1 -g)™

Az
en consecuencia F' es simétrica alrededor de cero.

— -1l _
)\2 == F (1 y)’
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Para el caso simétrico de la distribucién lambda ge- |
neralizada de (3.1) con A3 = A4 se obtiene que

Ad (1 — g\ M 2
. y 1-y) — :
F 1(y) = _%;___, g{Aa) = signo(Ay) \/ o 2Beta(l + A4, 1+ A4).
& (15)
2 -1
= — F
1@ = swmr e = )
(13) Con lo cual
Mo (] — 23N
yde (10) A=0 y F-l(y) :E_l(l_y)", (16)
px =0 (14) ;9()\4)
2 1
o2 = 1425 QB"tc:(l +Ag 1+ A‘l)- f(0) se obtiene cuando y = 3 asi
. £(0) X o IO
2 ’ N I S 71 . . == - = it =
o? estd definida siempre que Ay > —3. De lal, ultima )\4(%)“ 1 o ’\4(%),\4 1 2)\4(%))\4 1
ecuacién, despejando Ay, se tiene que Mg = ;g()q), _4i g(Ae) '
donde - 1y a1 ,
| 29 )(3)
Una expresion para la convolucién es:
OO 1
) = [ r@f@d= [ 1 w)d (1)
—o e Ve JO
dy
- 53/1 dy g [ dy o
I R e e VI M R S (I L

En general el calculo de esta tltima integral es dispendioso por ser la integral de un cociente de funciones exponenciales.
Por esta razén para los cdlculos posteriores se utilizaron las aproximaciones numéricas basadas en una variante del
método de Simpson obtenidas del paquete Derive 5.

De manera que la potencia de la prucha del rango signado de Wilcoxon para la distribucién lambda generalizada
esta dada por

P(T>k) =
gM) ([ dy 4 g(M) 8
1-9 |z U (f" 3’A4_1+(1_y)'\“g1>“+NmE (19)
- " \/N(N T D)EN T 1)
24

esta potencia depende de Ay (> —0.5), que es el pardmetro que determina la curtosis,

3. Resultados numéricos l

La potencia de la prueba de Wilcoxon para alternativas

normales de una cola con respecto a localizacidén y su o < 0.1ypara5 < N < 10. La eficiencia de la prueba
eficiencia relativa en comparacion con la prueba #, fue oscila entre 0.96 y 0.99 v decrece cuando aumenta N
calculada por Klotz (1963) para diferentes valores de v cuando el pardmetro de localizacién se encuentra més
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lejos de la hipétesis nula. Arnold (1965) tabulé la poten-
cia de la prueba para alternativas no normales (distribu-
cién ¢ con diferentes grados de libertad y distribucion de
Cauchy) para algunos a y para 5 < N < 10. En una
comparacién entre la prueba de Wilcoxon, la prueba t
y la prueba del signo, bajo el supuesto de una distribu-
cion de Cauchy, se distingue la prueba del signo como
la mejor y la prueba t como la peor; un hecho que causa
sorpresa es el papel que juega el supuesto muestrear de
una distribucién de colas pesadas. El comportamiento
de la prueba de Wilcoxon respecto a la prueba £ con
datos no normales fue estudiado por medio de simu-
lacién en la tesis doctoral de Vleugels (1984) para datos
de distribuciones normales contaminadas, exponencial
doble y distribucién de cauchy, para N = 10,15 y 20.
El estudio reporta valores de la potencia y de la eficien-
cia relativa de la prueba.®

Uno de los resultados obtenidos es que la potencia
de la prueba del RSW tiende a aumentar con el nivel
de curtosis de la distribucién muestreada. Para dar una
idea de la curtdsis de las distribuciones consideradas, se
muestran en los graficos 1, 2 y 3 las distribuciones es-
peciales y varios casos de la distribucién Lambda gene-
ralizada con sus pardmetros de curtosis entre paréntesis
rectangular. Por ejemplo DLG(A4) [6] significa distribu-
cion Lambda generalizada con pardmetros Ay = 0 y
A2 = Lg(\y) v curtésis igual a 6.

Para las distribuciones ilustradas en el grifico 1, se
observa que el maximo de las cuatro distribuciones es-
peciales es menor que el mdximo de la DLG(5.4):

En el grafico 2 se muestran las gréficas de la distribu-
cién lambda generalizada para algunos de los valores de
A4 menores que cero (en este caso solo se escribe el va-
lor de la curtosis en el caso Ay = —0.22 dado que este
pardmetro solo existe cuando Ay > —0.25). Se nota que
para tales valores de A4 con excepcion de la DLG(—0.22)
las demds DLG son mds apuntadas que la distribucién
de Laplace.

En el griafico 3 se muestran las graficas de la distribu-
cién lambda generalizada para algunos de los valores
de A4 mayores que cinco. En este caso se nota que to-
das las DLG son mds apuntadas que la distribucién de
Laplace. Para comparar los grados de concentracion de
las distribuciones consideradas, en la siguiente tabla 2 se
muestran las probabilidades acumuladas de las ocho dis-
tribuciones Lambda generalizadas representadas en los
gréficos 2 y 3.

5Tomado de Buening and Trenkler (1994).

Se observa que las DLG para los cuatro valores nega-
tivos de A4 son mas concentradas que las DLG para los
cuatro valores positivos y que éstas ultimas son un poco
menos concentradas que la distribucién de Laplace, cuya
probabilidad acumulada entre —1 y 1 es de 0.757.

A continuacién se muestran los principales resultados
obtenidos en los estudios de potencia llevados a cabo
para las distribuciones mencionadas. Los graficos se
muestran la funcién de potencia de la prueba del RSW
en nuestras de la DLG, para varios valores de /¢ y un
nivel de significancia a = 0.05. En el lado izquierdo se
encuentra dicha potencia como funcién de Ay y NV si-
multdneamente y en el lado derecho estdn las curvas de
nivel sobre el plano (Ay,P(T > k)) para varios valores
de N.

DLG(5.4) |3.09]

Laplace | 6|

Logistica |4.2]
Narrral |3

o Uniforme [1.8]

__—DLG(-048)

__—~DLG(-045
DLG(-04)

DLG(-022)0.07| Faglas

GRAFICO 2



560 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXVI, NOMERO 101-DICIEMBRE DE 2002

3 2 3
GRAFICO 3
TABLA 2
—05<h<0 | P(-1<X <1) |[5< <66 | P(—1<X <1)
—(0.48 0.97 0.4 0.7
—0.45 0.93 9.7 0.71
—0.32 0.847 6 0.711
—0.22 0.8 6.5 0.713
7l
—=10.1
g
P(T2 k)
1@.99519
R«»B.??ﬁls
400 / & = =
N 3.1249  6.2499  9.3748 4
0 —05 A 8

GRAFICO 4
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g
- =0.2
a
1
P(Tzk)
400 1@9.1378
N
A
3.125 6.25 9.37 4
GRAFICO 5
g
— =04
a
P(T=k  wy_oan
- 1
P(T>k) la_ss12 =7
19_4134
18.2756
400
\ | 9.1378
d N
0 " g : : A4
—0.5 Ay 3 3.125 6.25
GRAFICO 6

Para X4 en el intervalo (—0.5,0) donde las distribu-
ciones son méas concentradas, la prueba de RSW tiende
a ser mas potente en la medida que aumenta N. La po-
tencia aumenta rdpidamente cuando A4 se acercaa —0.5
(monotonia).

Las potencias minimas se encuentran entre para va-
lores de A4 entre 0 y 5 y también aumentan con el valor

de NV en los tres casos, siendo estos minimos mayores en
la medida en que aumenta el valor de 6/0.

Para Ay > 5, la potencia de la prueba de RSW au-
menta mucho mas lentamente cuando Ay aumenta. Pero
de todos modos las potencias minimas aumentan con los
valores de N. Es decir, para Ay > 5 la potencia de la
prueba del RSW como funcién de Ay (pardmetro que
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determina la curtosis) tiende a ser monétona no decre-
clente.

El comportamiento de la potencia de la prueba del

RSW en muestras de distribuciones conocidas se mues-
tra en los siguientes graficos las distribuciones Laplace,
logistica y normal.

Potencia estimada de la prueba del RSW
para muestras de la distribucion de Laplace

GRAFICO 7

Potencia estimada de la prueba del RSW
para muestras de la distribucion Logistica

Potencia
estiinada

,\A
\.
N £
N o v 25
- g/
X, - - e
5 x4 ; -
27,
¢

GRAFICO 8

Potencia estimado de la prueba del RSW
para nuestras de la distribucidn normal

f Potencia
| estimada

GRAFICO 9

En los tres casos se nota la monotonia de la potencia
estimada con respecto a los dos parametros considera-

dos: Ny é8/a.

La potencia aumenta mds rapidamente para muestras
de la distribuciéon de Laplace, y mds lentamente para
muestras de la distribucién normal. La potencia para
la distribucién logistica es un caso intermedio entre las
dos anteriores.

4. Conclusiones y preguntas abiertas

e Para muestras de distribuciones simétricas de la
distribucién Lambda generalizada la prueba del
RSW tiende a scer mds potente cuanto mads lep-
toctirtica resulte la distribucién muestreada. Lo
anterior se verifica como se observe en los graficos
4, 5y 6, para valores de Ay entre 0 v 5 en los cuales
la potencia de la prueba es baja.

e También se observé que la potencia de la prueba
del RSW aumenta mds rapidamente cuanto mavor
sea cl valor de A4, lo cual es un indicador de que
la consistencia de la prueba también nejora en la
medida en que la distribucién muestreada es mds
leptocnrtica.

e En general la prucba del RSW es muy potente.
Potencias bajas solo se obticnen cuando #/0 estd
muy cerca de cero.
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