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Se estudia la potencia de la prueba del rango signado de Wilcoxon para muestras de una 
subfamilia simétrica de la distribución lambda generalizada. Se muestra que para un rango 
de valores del parámetro )..

4 
de la subfamilia tanto la potencia como la consistencia de la 

prueba de RSW son funciones monótonas no decrecientes dentro del rango especificado de 
valores A4 . 
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Abstract 

The power of the Wilcoxon signed range test for samples of a symmetrical subfamily of the 
generalized lambda distribution is studied. lt is shown that the power as well as the consistency of 
the test are non increasing monotonous functions depending on the symmetry and kurtosis of the 
generalized lambda distribution. 
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l. La prueba del rango signado de Wilcoxon 

Sea X 1, ... , XN, una muestra aleatoria de una distribu
ción F(x - 0) donde F tiene mediana única igual a O y 
función de densida.d de probabilidad (f.d.p.) f = F'. El 
problema de inferencia consiste en probar la hipótesis 

H 0 : B = O versus (1) 

HA : B > O (equivalentemente HA : 0 = 0' > O). 

La estadística utilizada para la prueba del rango sig
nado de Wilcoxon (RSW)se define como la suma de 
los rangos de las observaciones positivas de la muestra 
entre los valores absolutos IX1I, IX2I, ... , IXNI• Se re
chaza H0 para un a E (O, 1) fijo, cuando T:::: k, donde k 
se puede determinar por construcción de la distribución 
exacta de T de manera que P(T :::: k) ::::; a. Formal
mente la estadística de prueba se puede expresar como 
sigue: Sean IXIX(l) ::::; IX(2)1 ::::; ... ::::; IX(N)I los valores 
absolutos ordenados en forma ascendente y sea 

Wi = positiva (2) 
{ 

1, si IX(i) I proviene de una observación 

O, en otro caso, 

Entonces la estadística para la prueba del RSW se puede 
escribir como: 

(3) 
i=l 

Dado que W1 , ... , W N son variables aleatorias indepen
dientes bajo Ho, con 

entonces 

1 
P(Wi = O) = P(W; = 1) = 2, 

1 
E(Wi) = -

2 
1 

Var(W) = -
' 4' 

(4) 

y, por lo tanto, bajo Ho, 

{ 

E(T) = N(~+l) y 

(5) 
Var(T) = N(N+~)J2N+l) 

Bajo Ho, T satisface la condición de Noether y usando 
una versión del teorema del límite central para funciones 
lineales de variables aleatorias independientes, converge 
a la distribución normal N(O, 1).3 

La función de potencia exacta de la prueba del RSW 
no se puede obtener dado que la distribución exacta de 
T no se puede escribir explícitamente bajo la hipótesis 

3 Hettmensperger (1984), pág 301. 

alternativa. Tampoco se puede aproximar por el teo
rema del límite central porque bajo HA, T no puede 
ser representada como suma de variables aleatorias in
dependientes. Una manera de atacar este problema 
es proyectando T vía esperanza condicional sobre una 
clase de sumas de variables aleatorias independientes, y 
demostrando que como la diferencia entre T y su proyec
ción converge a cero en media cuadrática entonces T 
tiene la misma distribución límite que su proyección.4 

Con el método descrito la potencia asintótica de la prue
ba del rango signado de Wilcoxon se puede aproximar 
para valores de B cercanos a cero por 

P(T:::: k) (6) 

~ l - <I> (z _ N(N - l)Bf*(O) + NBJ(O)) 

" ✓N(N + 1)(2N + 1) 
24 

donde z .. es el o,- percentil superior de la distribución 
normal estándar, y f* denota la convolución de f. 

En la tabla anexa se presenta la función potencia 
aproximada para la prueba del RSW cuando la muestra 
proviene de distribuciones especiales. 

2. Estimación de la potencia asintótica del RSW 
para una subfamilia de la distribución lambda 
generalizada 

Se considera ahora la familia de distribuciones lamb
da generalizada DLG(>..1 , >..2 , A3, >..4), introducida por 
Ramberg et al. (1979). La inversa de la función de 
distribución o función percentil está dada por 

-] -1 y>-" - (1-y)-'• 
F (y)= F (y;>..1,>..2,>..3,>,.4) = >..1 + ,\

2 
, 

(7) 

donde O ::::; y ::::; 1, >..1 y >..2 i= O son los panimetros 
de localización y escala, respectivamente, mientras que 
,\3 y >..4 determinan el sesgo y la curtosis. En gene
ral, la función de distribución F no se puede obtener 
explícitamente. 

Puede verse que la DLG(>..1, >..2, A3, A4) define una 
función de densidad ele probabilidad si y sólo si >..2 , A:3, A,i 

tienen el mismo signo. Lo anterior junto con ,\2 i= O im
plica >,.3 i= O y .,\4 i= O. Bajo estas condiciones se puede 
obtener la función ele densidad de probabilidad aplican
do la derivada de la función inversa: 

4 La demostración completa se puede encontrar en Hettmansperger ( 1984), págs 47 a 56 o en el Capítulo I de la tesis ele 111aestría de 
Aranda (2001). 
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TABLA 1 
Potencia aproximada para la prueba del R.SW 

para muestras de ciertas distribuciones especiales 

Distrilmr:itín //Ol /'(O) 

¡ o ¡ o 
NfJr1ual 1 - <I> z,, -

N(N - !) 2fi;; +NE;; 

✓N(N + 1)(2N + !) 
3 

24 
-./2 o -./2 o ' 

Lt!71lo.ce 
-./2 
2u 

-./2 
4u 

N(N - 1) - - +N--
1- <I> z,,- -,==~4-"=====~2 ~u~ 

✓N(N + 1)(2N + 1) 

24 

6 

" 
4v'3u 

" 
6-v'Ju 

1 

2-v'Ju 

) 
>-2 -1 

f(x = >- A _ 1 >. (l )" _1 , en x = F (y). (8) 
3Y J + 4 - Y • 

Para >-1 O el k-ésimo momento de la 
DLG(O, >-2, >.3, >.4) es: 

E(Xk) = >..21< t ( ~) (-1); Beta(>..3(k - i) + 1, A4i + 1), 

(9) 

donde Beta es la función B eta y E(Xk) existe si y sólo 
1 

si - k < min(>.3, >.4). 

Por lo tanto, si X tiene DLG(>.1, >.2 , >.3, A4) para 
k = 1, E(X +>-1) = E(X)+>-1 y, la media y la varianza 
están dadas, respectivamente, por 

y 
2 B - A2 

a = ;_2 
2 

en consecuencia F es simétrica alrededor de cero. 

(10) 

4.2 

1 o ¡ o 
N(N - 1)2,/3;; + N2'/3;; 

✓N(N + 1)(2N + !) 

24 1 

1.8 

donde 
1 1 

A= - - - - -
1 + A3 1 + A4 

y 

1 1 
B = - - - + 

2
>. - 2Beta(l + A3 , 1 + >.4). 

1 + 2>.3 1 + 4 

Para obtener distribuciones simétricas alrededor de cero 
a partir de la función percentil de la distribución lambda 
generalizada se toman: >-1 = O, y, A3 = >.4 y se obtiene: 

y -'• - ( 1 - y)"• 
p - l(y) = A2 (11) 

Para ver que F es simétrica al rededor de cero, 
obsérvese que en general si F es una distribución biyec
tiva y F - 1(y) = - F - 1(1 -y) para todo O< y< l; en
tonces x = p- 1 (y) = -F- 1 (1-y) implica que F(x) = y 
y F(-x ) = 1-y = 1-F(x), de lo cual se sigue que Fes 
simétrica en el sentido descrito arriba. Y, en particular, 
para una DLG(O, >-2 , A3, A4) 

(12) 
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Para el caso simétrico de la distribución lambda ge
neralizada de (3.1) con >.3 = >.4 se obtiene que 

- 1 y>-.• - (l -y)>-.• 
F (y) = >-2 ' 

>-2 J 
f(x) - ---- ---- en x = p- (y) 

- A4y>-.4 - l + A4(l - y)>-.. - 1' 
(13) 

y de (10) A = O y 

µx = 0 (14) 

2 
- - - - 2Beta(l + >.4 , 1 + >.4) 

ª2 = 1 + 2>.4 
>.~ 

a 2 está definida siempre que >.4 > -½- De la última 
1 

ecuación, despejando >.2, se tiene que >.2 = -g(>.4), 
a 

donde 

9(,,\4) = signo(,,\4) ✓ 
1 

+
2
2

,,\
4 

- 2Beta(l + ,,\4, l + ,,\4) . 

(15) 

Con lo cua l 

(16) 

1 
f(0) se obtiene cuando y= 2, así 

f(O) 
>-2 >.2 

- A4 ( ½ r'• -1 + A4 ( ½) >-.• -1 - 2 A4 (½) >-.. - ¡ 
(17) 

! 1 g(>.4) > O· 
2 a >.4 ( ½ )">." -1 , 

Una expresión para la convolución es: 

(18) 

En general el cálculo de esta última integral es dispendioso por ser la integral de un cociente de funciones exponenciales. 
Por esta razón para los cálculos posteriores se utilizaron las aproximaciones numéricas basadas en una variante del 
método de Simpson obtenidas del paquete Derive 5. 

De manera que la potencia de la prueba del rango signado de Wilcoxon para la distribución lambda generalizada 
est á dada por 

P(T ?.. k)~ 

(19) 

esta potencia depende de A4 (> - 0.5), que es el parámetro que determina la curtosis. 

3 . Resultados numéricos 

La potencia de la prueba de Wilcoxon para alternativas 
normales de una cola con respecto a localización y su 
eficiencia relat iva en comparación con la prueba t, fue 
calculada por Klotz (1963) para diferentes valores de 

n ~ 0.1 y para 5 ~ N ~ 10. La eficiencia de la prueba 
oscila entre 0.96 y 0.99 y decrece cuando aumenta N 
y cuando el parámetro de localización se encuentra más 
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lejos de la hipótesis nula. Arnold (1965) tabuló la poten
cia de la prueba para alternativas no normales (distribu
ción t con diferentes grados de libertad y distribución de 
Cauchy) para algunos a y para 5 S N S 10. En una 
comparación entre }a prueba de Wilcoxon, la prueba t 
y la prueba del signo, bajo el supuesto de una distribu
ción de Cauchy, se distingue la prueba del signo como 
la mejor y la prueba t como la peor; un hecho que causa 
sorpresa es el papel que juega el supuesto muestrear de 
una distribución de colas pesadas. El comportamiento 
de la prueba de Wilcoxon respecto a la prueba t con 
datos no normales fue estudiado por medio de simu
lación en la tesis doctoral de Vleugels (1984) para datos 
de distribuciones normales contaminadas, exponencial 
doble y distribución de cauchy, para N = 10, 15 y 20. 
El estudio reporta valores de la potencia y de la eficien
cia relativa de la prueba.5 

Uno de los resultados obtenidos es que la potencia 
de la prueba del RSW tiende a aumentar con el nivel 
de curtosis de la distribución muestreada. Para dar una 
idea de la curtósis de las distribuciones consideradas, se 
muestran en los gráficos 1, 2 y 3 las distribuciones es
peciales y varios casos de la distribución Lambda gene
ralizada con sus parámetros de curtosis entre paréntesis 
rectangular. Por ejemplo DLG(A4) [6] significa distribu
ción Lambda generalizada con parámetros A¡ = O y 
A2 = ¾Y(A4) y curtósis igual a 6. 

Para las distribuciones ilustradas en el gráfico 1, se 
observa que el máximo de las cuatro distribuciones es
peciales es menor que el máximo de la DLG(5.4): 

En el gráfico 2 se muestran las gráficas de la distribu
ción lambda generalizada para algunos de los valores de 
A4 menores que cero (en este caso solo se escribe el va
lor de la curtosis en el r,aso A4 = -0.22 dado que este 
parámetro solo existe cuando A4 > -0.25). Se nota que 
para tales valores de A4 con excepción de la DLG(-0.22) 
las demás DLG son más apuntadas que la distribución 
de Laplacc. 

En el gráfico 3 se muestran las gráficas de la distribu
ción lambda generalizada para algunos de los valores 
de A4 mayores que cinco. En este caso se nota que to
das las DLG son más apuntadas que la distribución de 
Laplace. Para comparar los grados de concentración de 
las distribuciones consideradas, en la siguiente tabla 2 se 
muestran las probabilidades acumuladas de las ocho dis
tribuciones Lambda generalizadas representadas en los 
gráficos 2 y 3. 

5 Tomado de Buening a nd Trenkler (1994). 

Se observa que las DLG para los cuatro valores nega
tivos de A4 son más concentradas que las DLG para los 
cuatro valores positivos y que éstas últimas son un poco 
menos concentradas que la distribución de Laplace, cuya 
probabilidad acumulada entre -1 y 1 es de 0.757. 

A continuación se muestran los principales resultados 
obtenidos en los estudios de potencia llevados a cabo 
para las distribuciones mencionadas. Los gráficos se 
muestran la función de potencia de la prueba del RSW 
en nuestras de la D LG, para varios valores de B / {j y un 
nivel de significancia a = 0.05. En el lado izquierdo se 
encuentra dicha potencia como función de A4 y N si
multáneamente y'' en el lado derecho están las curvas de 
nivel sobre el plano (A4 ,P(T ~ k)) para varios valores 
de N. 

.4 .2 

.3 -2 

0.8 

0.6 

DLG(S.4) f309I 

Laplace J6J 

2 4 

GRÁFICO 1 

2.5 

2 

15 

.¡ o 

-----DLG(-0.48) 

DLG(-0.45) 

2 

GRÁFICO 2 
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1.4 /DLG(6.5) 

1.2 / DL G( 6) 

1 ./DLG(5.7) 

0_8 DLG(5.4) 

.3 -2 2 3 

GRÁFICO 3 

TABLA 2 

-0.5 <.A4 < o P(- 1 <X< 1) 5 < ,\4< 6.6 P(- 1 <X< 1) 
- 0.48 0.97 5.4 0.7 
-0.45 0.93 5.7 0.71 
-0.32 0.847 6 0.711 
-0.22 0.8 6.5 0.713 

fj_ = 0.1 
(J 

P(T~k) 

P(T~k) 

400 

3 .1249 6.2-499 

GRÁFICO 4 
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!!_ = 0.2 
a 

P(T:::;k) 

0 .1378 

3.125 fi.. 25 
>. 

'1.37 4 

GRÁFICO 5 

!!_ = 0.4 
a 

P(T~ k) N=:a'.JO 

P(T~k) 0.5512 
N='IJ 

0.4134 

0.2756 
400 

0.13?8 

). 4 8 3 .125 6.25 
>.4 

GRÁFICO 6 

Para A4 en el intervalo (-0.5,0) donde las distribu
ciones son más concentradas, la prueba de RSW tiende 
a ser más potente en la medida que aumenta N. Lapo
tencia aumenta rápidamente cuando ..\4 se acerca a -0.5 
(monotonía). 

Las potencias mínimas se encuentran entre para va
lores de A4 entre O y 5 y también aumentan con el valor 

de N e11 los tres casos, siendo estos mínimos mayores en 
la medida en que aumenta el valor de 0/17. 

Para ..\4 ~ 5 , la potencia <le la prueba de RSW au
menta mucho más lentamente cuando ..\4 aumenta. Pero 
de todos modos las potencias mínimas aumentan con los 
valores ele N. Es decir, para ..\4 ~ 5 la potencia de la 
prueba del RSW como función de >.4 (parámetro que 
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determina la curtosis) tiende a ser monótona no decre
ciente. 

El comportamiento de la potencia de la prueba del 
RSW en muestras. de distribuciones conocidas se mues
tra en los siguientes gráficos las distribuciones Laplace, 
logística y normal. 

Potencia estimmla de la prueba del RSW 

para nwtstras de la distribución de Laplace 

\ 
\ _ 

Potencia 
estimada 

- -------- 2. 5 - -
2 

--_ _ _________ 8 / a 

o 

GRÁFICO 7 

Potencia estimada tle la prueba del RSW 
para nwestras de la distribución logistica 

" ·-"-

P11te11cia 
esti11w,ú1 

__ _....--------- 1. J 
- · -----

-- ----- 0/a 

Gíl.áFICO 8 

Potencia estimado de la prueba del RSIV 
para nwestros de la distribuciún nonn,ú 

o 
GRÁFICO 9 

En los tres casos se nota la monotonía de la potencia 
estimada con respecto a los dos parámetros considera
dos: N y 0/o-. 

La potencia aumenta más rápidamente para muestras 
de la distribución de Laplace, y más lentamente para 
muestras ele la distribución normal. La potencia para 
la distribución logística es un caso intermedio entre las 
dos anteriores. 

4. Conclus iones y preguntas a bie rtas 

• Para m11estras de distribuciones simétricas de la 
distribución Lambda generalizada la prueba del 
RS\V tiende a ser más potente cuanto más lep
tocúrt ica res11lte la distribución muestreada. Lo 
anterior se verifica como se observó en los gráficos 
4, 5 y 6, para valores de >.1 entre O y 5 en los cuales 
la potencia de la prueba es baju. 

• Tarubién se observó ()Ue la potencia ck la prueba 
del íl.S\V aumenta más rápidamente cuanto mayor 
sea el valor de >.,,, lo cual es tlll indicador de (Jt ie 
la consistencia de la pruebn también rHejorn en la 
mc~dida en que la distrib11ciún muestreada es más 
leptocúrtica. 

• En general la prueba del RS\V es rnuy potente. 
Pottnc:ias bajas solo se obtienen cuando 0 / a está 
muy cerca ele cero. 
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