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Introducción 

En este trabajo se exponen algunos de los resultados 
de la investigación que hemos venido adelantando so
bre la formación de pensamiento matemático en Colom
bia en los siglos XIX y XX. Se analizan comparativa
mente cuatro momentos clave en la recepción, difusión 
y apropiación de los fundamentos del cálculo infinitesi
mal. Cada uno de estos casos particulares se estudia con 
base en fuentes documentales primarias y publicaciones 
originales poco conocidas, con lo cual este trabajo pre
tende contribuir a valorar nuestro patrimonio histórico 
en matemáticas. 

Hemos procurado situar cada momento en su respec
tivo contexto institucional y en su correspondiente fase 
de profesionalización de las matemáticas. Se ha tratado 
así mismo de caracterizar las prácticas pedagógicas aso
ciadas con los distintos tipos de enseñanza del cálculo 
en los establecimientos de educación superior. 

La investigación se adelantó sobre materiales educa
úvos producidos en Colombia dentro de procesos de 
enseñanza inspirados en tratados y planes de estudio 
franceses. Nos hemos apoyado para ello en la tipología 
elaborada por uno de los miembros de este equipo de in
vestigación, el matemático e historiador francés MARTÍN 
ZERNER.2 De esta tipología hemos retenido la periodi
zación y la caracterización de las tres generaciones de los 
tratados franceses que de una u otra manera represen
taron la influencia francesa en la enseñanza del cálculo 
dentro en las instituciones seleccionadas en nuestro es
tudio. 

Estos son tales tratados junto con los intervalos 
en donde se sitúan sus correspondientes ediciones: 
(1) LACROIX (1802-1881) y BOUCHARLAT (1813-1891), 
(11) DUHAMEL (1856-1886), STURM (1857-1929), (lII) 
BERTRAND (1864), SERRET (1868-1911), JORDAN (lª 
ed.)(1882) y (III) TANNERY (1886-1904), JORDAN (2ª 
ed.), GOURSAT (1902-1942), HUMBERT (1903). Entre 
todos ellos los más significativos en este trabajo so
bre la transformación de la cultura de los fundamentos 
del análisis en Colombia, son BOUCHARLAT, STURM y 
HUMBERT. 

Los pioneros de la ens(lñanza del cálculo 
infinitesimal: Mt.itis, Bergeron y Garavito 

El primer intento sistemático para introducir en 
Colombia una cultura moderna sobre el cálculo diferen
cial e integral, fue hecho por el ingeniero J ULIO GA
RAVITO ARMERO. Desde 1898 GARAVITO aseguró la 
enseñanza del cálculo infinitesimal, la mecánica racional 
y otras asignaturas en la cátedra de matemáticas su
periores de la Facultad de Matemática e Ingeniería de 
la Universidad Nacional de Colombia en Bogotá. En 
el Fondo Lleras de la Biblioteca del Departamento de 
Matemáticas de esta Universidad, existe una copia ma
nuscrita del curso de cálculo que G ARA VITO dictó en 
1912, hecha por sus discípulos JOSÉ A . MuÑoz T. y 
EDMUNDO MERCHÁN C.3 Este manuscrito fue analiza
do por GRACIELA VILLEGAS en su trabajo (inédito) 
"Sobre el curso de Cálculo diferencial e integral a la 
Cauchy de Julio Garavito, 1912" .4 VILLEGAS escoge 
este caso de estudio para mostrar las vicisitudes de acli
matar una teoría paradigmática en el contexto local, 
en aquellos períodos en los cuales todavía estaban en 
ciernes los procesos de institucionalización y de profe
sionalización de las matemáticas. 

VILLEGAS se interesa igualmente por caracterizar a 
grandes rasgos el papel que pudo haber ejercido esta 
enseñanza en la recepción del proceso europeo de fun
damentación y aritmetización del análisis en Colombia. 
En el este estudio exponemos algunos de los resultados 
a los cuales hemos llegado en el desarrollo de la inves
tigación sobre este mismo curso, sometiendo las conclu
siones de VI LLEGAS a la revisión de una documentación 
más amplia y a elementos de análisis que no estaban 
disponibles en nuestro grupo de investigación cuando se 
adelantó este trabajo hace diez años. En lo que sigue 
vamos a encuadrar el curso de GARAVITO en un periodo 
histórico más amplio, comparándolo con tres momentos 
estelares en la enseñanza del cálculo: MUTIS a finales 
del siglo XVlll, BERGERON alrededor de los años 1850 
y ACOSTA en el periodo que va de los años 1920 a 1951, 
fecha en que publica su libro de "Análisis matemático" . 

El manuscrito del curso de GAR_AVITO empieza por 
la sección "Límites e infinitesimales" . El tratamiento 
de los fundamentos del cálculo es similar al empleado 

2ZERNER [23] y ZERNER [24[. También nos hemos beneficiado de los seminarios de invest igación y cursos doctorales realizados por 
ZERNER en Cali y en París en el marco del programa ECOS, en los cuales se actualizaron las informaciones publicadas en los mencionados 
trabajos. 

3
Por comodidad de citación hemos colocado estas conferencias en la bibliografía como G ARAVITO [14], aunque ellas hayan sido redactadas 

por sus alumnos. 
4 VILLEGAS [22] . Tesis de Maestría en Matemáticas dirigida por Luis CARLOS ARBOLEDA, Universidad del Valle, Departamento de 

Matemáticas, Cali. 
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en el curso de STURM. Recordemos que textos como el 
STURM5 en los cuales todavía no era posible disponer 
de una construcción de los irracionales, y por ende de 
los reales, para sustentar el cálculo, empiezan hacien
do una presentación completa de las propiedades de los 
infinitesimales de diferentes órdenes que serán emplea
dos en la demostración de teoremas posteriores sobre 
continuidad, derivadas y diferenciales. En la fecha del 
curso de G ARA VITO este patrón ha empezado a cambiar 
en las escuelas y facultades francesas. 6 Pero en el curso 
de cálculo diferencial e integral de Bogotá no se mues
tra ningún interés por adoptar el nuevo criterio de rigor 
consistente en fundamentar el cálculo sobre la estructura 
del continuo real. Aún existiendo entre nosotros desde 
los años 1850 una cierta tradición moderna de estudio 
de los números inconmensurables en los cursos de arit
mética y álgebra, a comienzos del siglo XX GARAVITO 
mantenía el enfoque anterior de enseñar los fundamentos 
a la manera de CAUCHY con las variaciones didácticas 
del curso de STURM.7 Como veremos más adelante, este 
enfoque empezó a introducirse en el país, en una variante 
9-ébil, en la enseñanza del cálculo diferencial de BERGE
RON en los años 1850. Cincuenta años después GARA
VITO hará una apropiación más sistemática del curso de 
STURM. En el sentido que va a exponer en todo detalle 
las nociones preliminares del cálculo y los teoremas del 
método de los infinitesimales, haciendo uso de ellos en 
otros desarrollos temáticos. Este programa de enseñan
za del cálculo se mantendrá más o menos inmodificado 
hasta que se implantan en los años 1950 un conjunto de 
reformas curriculares e institucionales en las facultades 
y departamentos de matemáticas. 

Recordemos que CAUCHY se propuso "reconciliar el 
rigor que caracteriza mi Curso de análisi,s, con la simpli
cidad que resulta de la consideración directa de las can
tidades infinitamente pequeñas". 8 En efecto, el capítulo 
JI del Curso sobre las funciones continuas empieza con 

un pequeño tratado sobre las cantidades infinitamente 
pequeñas e infinitamente grandes. Tanto en la defini
ción de cantidad infinitesimal como en los teoremas del 
cálculo de infinitesimales CAUCHY rompe con la tradi
ción de considerar los infinitésimos con valor fijo, no nulo 
e indeterminado. Sus infinitamente pequeños son canti
dades variables que tienen a cero como límite. CARA
VITO traduce casi literalmente la siguiente definición de 
STURM: "Una cantidad infinitamente pequeña o un in
finitamente pequeño no es entonces una cantidad deter
minada, con un valor fijo asignable: es, al contrario, una 
cantidad esencialmente variable que tiene límite cero" .9 

Esta concepción dinámica aparece expuesta en el ma
nuscrito de 1912 en cuatro teoremas o principios funda
mentales del cálculo de infinitesimales. Incluso la noción 
de infinitesimal de orden superior refuerza esta concep
ción dinámica, pues permite comparar dos cantidades 
variables que convergen a cero, cuando una de ellas 
tiende más rápidamente a cero que la otra. Más ade
lante volveremos sobre este punto. Comentemos por 
ahora que al adoptar la exposición de los infinitesi
males de CAUCHY y de STURM como base suficiente
mente sólida para fundamentar el cálculo, GARAVITO 
no fue consciente o no supo cómo hacer para incorporar 
en su enseñanza la construcción de los números incon
mensurables que le enseñó su maestro L!ÉVANo.10 Esta 
teoría hacía parte de hecho (aunque nunca obtuvo ese 
reconocimiento internacional) de los esfuerzos de cons
trucción de los números reales que se adelantaron en 
Europa en la segunda parte del siglo XIX. Como tal, po
dría haber favorecido la recepción en el país por aquella 
época del movimiento de adopción de la aritmetización 
del análisis en las universidades. 

Se podría especular si por aferrarse al enfoque de 
"enserianza acabada" del libro clásico de STURM, GA
RAVITO no supo aprovechar la preciosa oportunidad que 
se le ofrecía, de incorporar a la enseñanza del cálculo 

5La primera edición del curso de Sturm en dos volúmenes es respectivamente de 1857- 1859. Nosotros hemos consultado un ejemplar de 
la 14ª edición de 1909, perteneciente a LUIS IGNACIO SORIANO, fechado en enero de 1924 y que se encuentra en la Biblioteca de Matemáticas 
de la Universidad Nacional de Colombia, Bogotá. 

6Ver ÜUGAC [12] y C!SPERT [15 j. 
7 A partir de información inédita sobre los planes de estudios y las tesis sustentadas en la Facultad de matemática e ingeniería en esta 

época, CLARA ELENA SÁNCHEZ ha constatado, primero, la influencia de libros como el cálculo de STURM en la formación teórica y práctica 
de los alumnos; segundo, el poco o nulo compromiso de GARAVITO en enseñar la teoría de los inconmensura bles de Liévano. Nos hemos 
beneficiado de estos y otros datos que nos comunicó en un seminario que la profesora SÁNCHEZ hizo en el grupo de historia y educación 
matemática de la Universidad del Valle. Esta idea se encuentra en el artículo de SÁNCHEZ [20]. 

8 CAUCHY [10, pág. 5j(1921) . Ver al respecto OUGAC [12, págs. 13 y sigs.] . Hemos utilizado la traducción al castellano que contiene 
la introducción de JEAN DH0MBRES sobre "El rigor o cómo se construye una idealidad", y valiosas notas h.ist,óricas y epistemológicas de 
CARLOS ÁLVAREZ. 

9STURM [21, 1909, pág. 6j. 
10EI primer estudio sobre el tratado de LIÉVANO (1856) fue realizado por ALBIS y SORIANO-LLERAS [4 j. Un trabajo más recient e y 

completo es ARBF.l.ÁEZ [6j. 
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infinitesimal el enfoque de LIÉVANO. Su trabajo divul
gativo de 1887 sobre "Los números inconmensurables de 
Liévano" 11 es, en cierta medida, un tratamiento del con
tinuo real desde el ~nálisis; en efecto, GARAVITO intenta 
reconstruir los inconmensurables desde la teoría de se
ries-absolutamente convergentes. Por otra parte, en los 
parágrafos 85 al 125 del curso de 1912 consagrados a la 
teoría de series, se observa que GARAVITO no pudo for
mular ni demostrar proposiciones sobre las condiciones 
suficientes de la convergencia de una serie. Obviamente 
la mayor dificultad para enfrentar ese problema era no 
disponer de un conocimiento preciso de la estructura de 
los reales. Es posible que habiendo estudiado la cons
trucción de los irracionales de MÉRAY, le hubiera llama
do la atención su crítica al uso, como axioma evidente, 
de la proposición sobre la convergencia de toda sucesión 
de Cauchy, sin previamente haber exhibido tal construc
ción. 

Como quiera que sea, el asunto era suficientemente 
delicado (y la poca claridad de su artículo sobre 
LIÉVANO parece confirmarlo), como para que GARAVl
'ro prefiriera, a la manera de la mayoría de los tratados 
de finales del siglo XIX , no plantear en la enseñanza la 
cuestión de las condiciones suficientes de la convergencia 
de series, sustituyéndola por la evidencia geométrica ... 
aún yendo en contravía del rigor de los fundamentos. 
Habrá que examinar este asunto con mayor detenimien
to en otra oportunidad. Como quiera que sea, el curso 
de GARAVITO representa un avance frente a lo que has
ta entonces se había enseñado en el país en materia de 
fundamentos del cálculo. Para comprobarlo, vamos a 
considerar dos momentos que hasta donde los registros 
documentales existentes nos lo permiten afirmar, fueron 
los más significativos a este respecto en nuestras insti
tuciones educativas de los siglos X VIII y XIX. 

El primero tiene que ver con la enseñanza de los 
infinitésimos en la cátedra de matemáticas del Cole
gio del Rosario de Santafé. Esta cátedra fue regenta
da por JosÉ CELESTINO MUTIS a lo largo de veinte 
años a partir de su creación en 1762. Luego, como cat
edrático perpetuo, influyó hasta más allá de su muerte 
sobre lo que en ella se enseñaba, a través de su alum
no FERNANDO V ERG ARA, y los subsiguientes directores: 
JORGE TADEO LOZANO y FRANCISCO JOSÉ DE CAL
DAS. Alrededor de los años 1770 MUTIS orientó el tra
bajo de la cátedra a estudiar y traducir al castellano 

con sus alumnos más destacados, la edición latina de los 
Principi,a de NEWTON que contiene los muy célebres y 
eruditos comentarios de LESEUR y JACQUIER. 12 Estos 
comentarios introducen informaciones sobre nociones y 
técnicas matemáticas anteriores a los años 1740, rela
cionadas con diferentes cuestiones de los Principia. Uno 
de sus propósitos era hacerle evidente a l lector el en
tramado matemático de la mecánica newtoniana, co
mo también hacer precisiones sobre las elaboraciones 
matemáticas que Newton deja de lado o que menciona 
de manera circunstancial en su obra. 

Así por ejemplo, en los comentarios 49 a 80 del Li
bro l, LESEUR y JACQUIER exponen las concepciones 
matemáticas y metafísicas de la época sobre las nociones 
de infinito y ca ntidad infinitamente pequeña, los distin
tos órdenes de infinitésimos y las relaciones aritméticas, 
geométricas y algebraicas que se establecen entre ellos. 
Estas explicaciones son subsidiarias del discurso físico 
expuesto en el capítulo 4 sobre la divisibilidad del cuer
po al infinito y la pequeñez de las partes resultantes. El 
lector- traductor novo granadino de esta edición, tuvo la 
fortuna de familiarizarse con los elementos del cálculo de 
fluxiones de NEWTON. Después del bloque de comenta
rios 49-80 sobre los infinitésimos siguen los comentarios 
136- 170 en donde se exponen los conceptos y técnicas 
básicas de las fluxiones y, luego, en los comentarios 136 
y 141 se ilustran las ventajas de este método comparado 
con los procedimientos infinitesimales de los antiguos y 
con el método de CAVALIERI. 

Finalmente se presentan de manera general los algo
ritmos para calcular fluentes a partir de fluxiones cono
cidas, incluida su interpretación como la medida del área 
debajo de la curva. A pesar de la importancia de este 
manuscrito en la cátedra de matemáticas de Santafé a 
finales del siglo XVIII, no puede decirse que él haya fo
mentado una cultura sobre los fundamentos del cálculo. 
No solo no hay un tratamiento sistemático de los temas 
del cálculo, sino que tampoco se trata de desarrollar 
de manera explícita los conceptos principales (variable, 
función , función continua, derivada, ... ) en la perspec
tiva epistémica de los infinitésimos como cantidades de 
va lor fijo y determinado. 

E l otro momento significativo en la introducción de 
los fundamentos del cálculo tuvo lugar en el curso que 

11GARAVITO [13]. La conexión que establece con la construcción de M ÉRAY muest ra que GARAVITO comprendía la importancia de dota r 
al continuo real de una estructura matemática, para asegurar las bases del aná lisis. 

12Con respecto a la enseñanza de las matemáticas de M UTIS y su traducción de los Principia, ver los ensayos recogidos en mi monografía 
ARBOLEDA [7] sobre "Matemát icas, cultura y sociedad en Colomb ia". 
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enseñó AIMÉ BERGERON en el Colegio Militar de Bo
gotá en 1851. 13 

Todavía hoy no existe claridad sobre la enseñanza 
matemática impartida en la red de colegios republicanos 
que fueron creados en las provincias del país en el marco 
de la reforma de la educación pública del general SAN
TANDER en 1826. Lo que sí sabemos es que a partir de 
esta fecha se adopta de manera formal el patrón francés 
de enseñanza que perdurará a lo largo de más de siglo y 
medio. 

Esta influencia francesa será decisiva en los inicios 
de los procesos de institucionalización y profesional
ización de las matemáticas. Los establecimientos, con 
el apoyo de los gobiernos territoriales, contrataron pro
fesores en Francia e importaron con ellos lineamientos 
curriculares, las metodologías pedagógicas y los textos 
y manuales franceses (particularmente los textos repre
sentativos de distintas cohortes de enseñanza del cálculo: 
LACROIX, BOUCHERLAT, SONNET, STURM, BERTRAND, 
JORDAN, APPELL, LAURENT y HUMBERT). La forma
ción de los profesores e ingenieros matemáticos que lid
eraron este proceso durante cuatro o cinco generaciones 
(LINO DE POMBO, INDALECIO LIÉVANO, .JULIO GARA
VITO, JORGE AcoSTA), fue básicamente francesa. Los 
planes de estudio y la enseñanza de la ingeniería y de 
las matemáticas (al menos en su modelo inicial , aunque 
probablemente no siempre en su aplicación a la reali
dad), fueron todos de inspiración francesa. 14 

Es en este contexto que se contrata a BERGERON en 
Francia. Desde 1848 hasta 1852, BERGERON y LINO DE 
PoMBO (probablemente con ANTONIO R. DE N ARV ÁEZ 
y JOAQUÍN A COSTA) aseguraron la enseñanza de los cur
sos que se impartían en el Colegio Militar a lo largo de 
tres años. El más avanzado de estos cursos era el de 
cálculo diferencial e integral. La parte de cálculo di
ferencial, según el manuscrito de B ERGERON que han 

localizado ALBIS y SÁNCHEZ, se compone de cuatro lec
ciones. Por su contenido, secuencia y concepción, el cur
so de BERGERON tiene una filiación estrecha con las cin
co primeras lecciones del volumen 1 del curso de STURM, 
cuyos títulos son los siguientes: nociones preliminares, 
teoremas sobre las derivadas y las diferenciales, reglas 
de diferenciación, nociones sobre series y diferenciación 
de funciones trascendentes. 15 Las nociones de variable, 
infinitésimo, función, función continua, límite, derivada 
y diferencial, fueron explicadas por BERGERON grosso 
modo en la manera como las enseñaba STURM en la Es
cuela Politécnica, cuando fue nombrado profesor de esa 
institución en 1840. Esto marca una diferencia sustan
cial con textos anticuados como los de BOUCHARLAT y 
LACROIX que, en todo caso, circulaban ampliamente en 
las instituciones europeas y que en particular estaban 
ya a disposición de los estudiantes del Colegio Militar16 . 

Como BoUCHARLAT y LACROIX no hablan de funciones 
continuas, y en lugar de derivadas y diferenciales siguen 
utilizando los anacronismos de coeficientes diferenciales, 
se podría pensar que la modalidad del cálculo enseñado 
por BERGERON en Bogotá se encontraba dentro de las 
corrientes más adelantadas de Europa. Pero esta apre
ciación hay que matizarla si tenemos en cuenta que el 
criterio central del tratamiento sobre los fundamentos 
que caracteriza al curso de STURM 17, es el principio de 
sustitución de las cantidades infinitamente pequeñas, y 
que según las evidencias disponibles, este criterio no fue 
enseñando por BERGERON sino por GARAVlTO medio 
siglo más tarde. Examinemos este asunto con más de
tenimiento. 

El principio de sustitución de infinitesimales en 
el curso de Garavito de 1912 

Recordemos que RERGERON define una cantidad in
finitamente pequeña como "una cantidad esencialmente 
variable que se acerca a cero''. Mencionemos de paso que 

13Las características del manuscrito y su localización se presentan en ALBIS y SÁNCHEZ [5]. Una trascripción provisional se encuentra 
en la página web del programa de investigaciones que ellos dirigen sobre Patrimonio Matemático Colombiano: http://www.accefyn.org.co 
Designaremos este manuscrito como Bergeron [9]. 

14Ver VILLEGAS [22, pág. 52 y sigs.] sobre la influencia francesa en matemáticas; igualmente mi artículo "Dificultades estructurales de 
la profesionalización de las matemáticas en Colombia" en ARBOLEDA [7]. 

15 ALBIS y SÁNCHEZ [5] hacen un paralelo conceptual entre las nociones fundamentales que aparecen en el manuscrito de BERGERON y 
las definiciones de CAUCHY. Pero, en nuestra opinión, hay una relación más directa del manuscrito con el curso de STURM, que sin embargo 
fue publicado con posterioridad al curso de BERGERON de 1951 en Bogotá. Ello significaría que BERGERON pudo consultar alguna versión 
de las distintas copias manuscritas de las lecciones de STURM que todavía existen en colecciones particulares o fondos documentales en 
París según nos lo ha informado MARTÍN ZERNER. Por otra parte, no se han encontrado evidencias de que BERGERON hubiese sido alumno 
de STURM. El origen y filiaciones del manuscrito del curso de BERGERON es pues una cuestión abierta. 

16Según ALBIS y SÁNCHEZ [5], estos textos aparecen en el listado de 64 obras que llegaron en 1849 en varios ejemplares, los cuales 
conformaban la dotación de libros que recibían los alumnos de las autoridades del Colegio Militar. 

17Naturalmente este criterio importante para la segunda generación de textos de cálculo a la que pertenece STURM, no lo será para la 
tercera (TANNERY, JoRDAN, GOURSAT, HUMBERT, ... ), en la cual, o bien las cantidades infinitesimales son sustituidas por una presentación 
de la estructura de los reales, o bien son utilizadas en las partes geométricas del cálculo; ver ZERNER [24, págs. 14-15J. 
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el término "esencialmente" aparece en la definición de 
STURM, transcrita antes, más no en la definición del cur
so de CAUCHY. Hemos dicho que esta nueva noción mar
ca una línea de demarcación epistemológica con la no
ción de infinitesimal con valor determinado utilizada con 
anterioridad a CAUCHY. Esta concepción dinámica de 
los infinitesimales como sucesiones nulas, le permitió a 
CAUCHY y a sus sucesores manipular entes matemáticos 
sin los prejuicios metafísicos de antes. En Colombia, es
ta noción es un signo para distinguir el tipo de enseñan
za de los fundamentos del cálculo que empezó a impar
tirse en el Colegio Militar con el curso de BERGERON, 
de aquella que incidentalmente profesaron MUTIS y sus 
alumnos en la cátedra del Colegio del Rosario. Pero 
en el manuscrito nada permite afirmar que BERGERON 
presentó los teoremas del "método de los infinitesima
les" ni los "diferentes órdenes de los infinitesimales" que 
aparecen en la primera lección de STURM 18

. Desde este 
punto de vista, el cálculo que enseñó BERGERON es un 
cálculo operatorio, con una visión formalista de los fun
damentos, pues no utiliza las propiedades de las can
tidades infinitamente pequeñas en las demostraciones 
de importantes teoremas del cálculo en que son indis
pensables. Esta situación cambia sustancialmente en el 
curso de GARAVITO. Retornemos pues a la sección d e 
"Límites e infinitesimales" del manuscrito. 

Esta sección contiene un largo aparte en donde se ex
plica el método infinitesimal y se pasa luego a demostrar 
cuatro teoremas sobre el álgebra de infinitésimos. La 
exposición se inspira fundamentalmente en los dos t eo
remas de la lección 1 ª de STURM, cuya idea original se 
encuentra ya en el Curso de CAUCHY. GARAVITO hace 
una presentación en la cual resalta el manejo operativo 
de las relaciones entre infinitesimales. En última instan
cia su propósito es justificar lógicamente el criterio que 
utilizará luego al presentar otras nociones y demostrar 
sus propiedades, en virtud del cual en las relaciones entre 
cantidades infinitesimales, se anula en el límite la parte 
que "hace la comparación y los cálculos más difíciles". 19 

Este criterio se puede enunciar en el lenguaje acLual de 
la siguiente manera: 

Sean ai y /Ji cantidades infinitesimales. Se puede 
sustituir una por otra y despreciar su diferencia, sea 
cuando se calcula el límite de la relación entre ellas o 

en el límite de una suma, a condición que la relación 
ª• - /Ji . fi . ---- sea un m rn1tamente pequeno. 

Ü!i 

El problema de fondo se presenta aquí con respecto 
al límite de la suma . Sean las dos sumas I::' ª• y I:7 /Ji 
y supongamos que la primera tiene un límite cuando n 

tiende a infinito. Como /Ji = a, + e. y lím Ei = O, en-
n --oo o:, 

tonces la segunda suma tiende al mismo límite que la pri-
mera. Nosotros sabemos que el asunto delicado que aquí 
se presenta, es cómo varia el índice i con el índice n. Esta 
doble indexación involucra e l concepto de convergencia 
uniforme. Es decir, que para trabajar con el límite de 
expresiones infinitesimales de la forma ai,n = I:7 a ~.k 
y /Ji,n = ¿~ ¡3¡ k> en las que (Ji ,n = °'i,n + Ei,n, se debe 

, é 

comenzar por fijar i de tal manera que lím ~ = O. 
n --ooai.11 

Recordemos que el curso de DINI fue primer trata
do escrito con el propósito explícito de darle a los 
principios fundamentales del análisis, en sus enuncia
dos y en sus demostraciones, todo el rigor requerido en 
matemáticas. En él se incluyen evidentemente el con
cepto y las propiedades de la convergencia •miforme, y 
se sanciona la polémica que enfrentó a la comunidad 
matemática durante varios decenios. 20 En ninguna de 
las ocho o nueve ediciones de Sturm posteriores a esta 
fecha se habla del asunto. (De hecho, ocurre lo mis
mo en casi todos los textos franceses a fines del siglo 
XIX). Si STURM trabaja con series de funciones conti
nuas, no establece ninguna conexión con el teorema falso 
de CAUCHY ni formula teoremas sobre la diferenciabi
lidad o integrabilidad término a término, limitándose a 
encontrar el dominio de convergencia de algunas series 
de funciones. 

Hacia los años 1910 GARAVITO ya está informado del 
concepto de convergencia uniforme. En el parágrafo 95 
del manuscrito de 1912, titulado "Series cuyos términos 
son funciones dé una variable" , G ARA VITO define la con
vergencia en un punto y la convergencia uniforme de una 
serie infinita de funciones continuas. Lo hace más desde 
un punto de vista operativo y local, que para explotar 
las propiedades de la nueva convergencia en el análisis. 
No se propone, por ejemplo, comprobar la convergencia 

18Hay que aclarar que en la primera edición (1857) del curso de STURM, e l método infinitesima l aparecía a l com ienzo de la lección 15. 
De la segunda edición (1863) en adelante se incluirá definitivamente en la lección primera. 

19 Criterio de Duhamel cita.do en STURM [21 , 1909, pág. ll]. 
2ºDINI [11]. Véase una descripción del curso en D UGAC [12, págs. 106--109]. Este es uno de los primeros t.rat.ados que comienza con una 

exposición de los números irracionales, con e l criterio expreso de que "antes de emprender el estudio de las funciones de variables reales , es 
útil exponer de manera precisa el concepto de números irracionales o inconmensurables y el de límite". Esta obra es clave para el estudio 
de los orígenes de la moderna teoría de funciones, uno de los problemas de investigación de nuestro grupo de h istoria de las matemáticas. 
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uniforme de algunas series; simplemente se reduce a es
tablecer un criterio que consiste en comparar la serie de 
funciones término a término en valor absoluto, con una 
serie de términos positivos, convergente y numérica.21 

Una vez formulada )a definición de convergencia uni
forme, GARAVITO no la emplea en ninguna otra parte. 
Por supuesto, tampoco la provecha en conexión con el 
método de los infinitesimales. Nada que extrañar: en el 
Ourso de análisis de JoRDAN están muy bien presentes 
y diferenciadas ambas convergencias, pero el tratanúen
to del principio de sustitución sigue haciéndose con base 
en el límite simple. 

Las ambigüedades sobre los fundamentos en el 
curso de Acosta Villaveces de 1951 

JORGE AcoSTA VTLLAVECES se graduó en la Facul
tad de Matemáticas e Ingeniería de la Universidad Na
cional de Colombia, Bogotá, en 1912, el mismo año en 
que dos estudiantes de la misma facultad, MuÑoz y 
MERCHÁN, escribieran las notas del curso de CARA
VITO. Fue el primer alumno de su promoción, el más 
destacado discípulo d e GARAVITO y, por ello mismo, 
su sucesor en la cátedra de matemáticas superiores de 
la misma facultad. 22 Uno de sus alumnos, el ingeniero 
FERNANDO MARTÍNEZ, nos ha dado preciosas informa
ciones que hemos incorporado en este trabajo, princi
palmente sobre las características de la enseñanza que 
recibió de Ac OSTA en los cursos de tercer año (1948) 
sobre cálculo integral y ecuaciones diferenciales. Los es
tudiantes que tomaban este curso habían cursado la arit
mética analítica23 en el primer año, y el álgebra superior 
y el cálculo diferencial en el segundo año. Los cursos de 
cálculo se impartían de acuerdo al STURM, pero los estu
diantes más aventajados tenían el Humbert como libro 
de consulta. Esta parece haber sido una costumbre que 
se practicaba de mucho tiempo atrás en la facultad, ya 
que entre la lista de libros del ingeniero civil RITO AN
TONIO MARTÍNEZ, padre de Fernando, se encontraban 
desde 1916 los dos volúmenes del curso de HUMBERT.24 

21 Ver la tesis de VJLLEGAS [22, pág. 183]. 

AcoSTA fue uno de los primeros matemáticos colom
bianos en asumir la tarea de publicar sus lecciones de 
cálculo en las revistas de mayor circulación entre inge
nieros y profesores de matemáticas. En 1932 publicó en 
los "Anales de Ingeniería" un artículo sobre el cálculo 
del valor aproximado de una serie por medio de inte
grales, en donde expresa la concepción geométrica de 
integral definida corno área bajo la curva de la función 
que analizaremos más adelante. Una vez creada la Re
vista de la Universidad Nacional de Colombia, AcosTA 
publicará por entregas entre J 945 y 1948 varias lecciones 
de su curso de cálculo integral.25 Luego, en 19,51 , apare
ció su libro "Análisis matemático" que incorpora la to
talidad de las lecciones que durante más de veinte años 
impartió en la facultad en los cursos de cálculo inte
gral y de ecuaciones diferenciales.26 Este es el primer 
lexto matemático de su clase que se publicó en el país, 
quince años antes de que los rnatemálicos y docentes 
universitarios colombianos asunúeran la costumbre pro
fesional de escribir y publicar libros para la enseñanza 
universitaria de las matemáticas. La publicación del 
"Análisis matemático" le mereció a AcOSTA los mayo
res reconocimientos de la comunidad acadéuúca de la 
época; en 1952 recibió el Premio Diodoro Sánchez de la 
Sociedad Colombiana de Ingenieros, y en 1954 la Meda
lla Fmncisco José de Caldas. En lo que sigue presenta
rnos algunos de los resultados a los que hemos llegado 
en el estudio de esta obra, particularmente en conexió11 
con el tratamiento de las cuestiones de los fundamentos 
del cálculo y los nuevos cáno11es del rigor del análisis. 

El capítulo I empieza precisando el objeto del cálculo 
integral: "En el cálculo diferencial se estudian los pro
cedimientos para obtener las derivadas de las funciones: 
el problema inverso, o sea la investigación de las fun
ciones cuyas derivadas se conocen, es el objeto del 
cálculo integral". AcoSTA traduce enseguida el prime r 
parágrafo de la lección 27 del curso de STIJRM, en el que 
se explica en qué consiste en térnúnos matemá ticos "la 

22 Ver la noticia biográfica de AcoSTA en e l diccionario de MEDINA [18, págs. 84-85]. 
23 Ver AcosTA [1, págs. 578-587]. Una vez establecida una fórmula ent re una suma de Cauchy y la integral definida de una función 

cualquiera, AcosTA presenta varios métodos para apreciar el grado de aproximación de esta swna. El razonamiento es puramente operatorio 
e instrumental, sin que se manifieste rúnguna preocupación por las condiciones de existencia de la integral definida. 

24 Ver H uMBEIU [16] . El ejemplar que hemos consultado en la Biblioteca de la Academia Colombiana de Ciencias perteneció a SANTIAGO 
GARAVITO y contiene anotaciones al margen. 

25 AcosTA [2J y AcoSTA [3]. Por "Análisis matemático" se entiende solamente aquí el cálculo integral y las ecuaciones di ferenc iales: los 
cursos más avanzados de la formación en la Facultad de Matemáticas e lngeni~ría. La formación en cálculo diferencial es considerada tan 
básica corno la de los cursos de aritmética, álgebra y geometría analítica. Probablemente por ello y porque desde GARAVITO (si no antes, 
desde Bergeron) se había impuesto un patrón de enseñanza del cálculo diferencial de acuerdo a l Sturm, no se hizo necesaria entre nosotros 
la publicación de un libro en esta área. 

26 ACOSTA [3J. 
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investigación de las funciones cuyas derivadas se cono
cen". La idea se formaliza en la siguiente proposición 
matemática que hoy conocemos como el primer teorema 
fundamental del cálculo (TFCl): "Sea /(x) una función 
continua de la variable x; vamos a demostrar que siem
pre existe otra función rp( x) que tiene por diferencial a 
f(x)dx" . 

Aquí encontramos una diferencia notable con STURM: 
ACOSTA agrega la condición de continuidad. En ello 
se distingue de la tradición de los textos de cálculo del 
siglo XIX que representa STURM (los cuales no hacen ex
plícita esta condición en éste y otros teoremas, aunque 
la asumen de hecho), y se aproxima a los cursos de TAN
NERY, JORDAN, GOURSAT y HUMBERT, entre otros. An
otemos tres consideraciones con respecto al el curso de 
GARAVITO de 1912: allí también se agrega la condición 
de continuidad a la propiedad antes mencionada, se des
igna tal propiedad como "principio fundamental" y se 
enuncia en términos de derivadas y no de diferenciales. 
Sin embargo, agregar o no al enunciado la continuidad 
de/ es solo una diferencia nominal, ya que GARAVITO 
y AcoSTA tanto como STURM entienden esta condición 
en el sentido de que la representación geométrica de f es 
una curva continua. Luego volveremos sobre este asun
to. 

Antes hay que señalar que la determinación de G A
RA VITO y AcoSTA de formular y "demostrar" de en
trada el TFCl, plantea una distinción muy impor
tante con el estilo de CAUCHY. Mientras que para 
los primeros el TFCI es el punto de partida o el "ob
jeto de estudio" del cálculo integral , para Cauchy la 
integral no comienza siendo antiderivada, sino un ob
jeto matemático cuya propiedad característica es pre
ciso definir de manera analítica. En el capítulo 21 
del Cours d'Analyse CAUCHY define la integral y es
tablece su existencia. Sólo después está en capacidad 
de formular y demostrar proposiciones sobre este objeto 
matemático nuevo. El TFCI aparece en el capítulo 26 y 
su demostración involucra al menos dos de tales proposi
ciones: el Teorema del Valor Medio para integrales y la 
aditividad de la integral definida sobre intervalos. De 
esta manera, CAUCHY inaugura una tradición que hace 
parte de la cultura matemática actual. 

La adopción de este punto de vista se justificó 
históricamente a l menos por tres consideraciones27: 

Uno, se sabía que existen casos en los que es posible 
definir la integral en el sentido del área bajo la curva, sin 

que el valor del área coincida con el valor de la derivada 
en los extremos del intervalo. Dos, FOURIER había tra
bajado con áreas de funciones continuas que sin embar
go son discontinuas en el sentido de EULER. Tres, era 
conocido que se puede determinar la integral definida 
de una función representable por series trigonométricas 
aunque la función que representa la integral no sea di
ferenciable. GARAVITO y AcoSTA o no eran suficiente
mente conscientes de estas razones, o consideraron que 
no eran pertinentes para introducir el rigor de CAUCHY 
en la enseñanza en Colombia. El hecho es que a lo 
largo de medio siglo se reprodujo en nuestra más im
portante universidad el anacronismo consistente en pen
sar la integración como la inversa de la diferenciación, 
de la forma como lo hacían E ULER, BERNOULLI, LA
GRANGE y LAPLACE en el siglo XVIII. Esta decisión 
parece corresponder a un interés pedagógico deliberado 
de aprovechar representaciones mentales de la relación 
inversa entre ambas operaciones, mediante el modelo 
geométrico de la integral como área. 

Una vez formulado el TFCl , AcosTA pasa a estable
cer la existencia de la integral por medio del área de
terminada por el grafo de f y los ejes cartesianos. El 
procedimiento es similar al empleado por GARAVITO. 
Ambos se inspiran en STURM, aunque é:;te no habla ex
plícitamente de demostrar. GARAVITO y AcoSTA pre
tenden demostrar que la diferencial Llu del área u es 
la función. (Primera dificultad: ninguno de los dos 
demuestra la existencia del área; seguramente porque 
suponen como STURM que ésta es una noción común, 
y por tanto aceptable a priori. Más adelante volvere
mos sobre esta dificultad). El procedimiento de AcoSTA 
es sensiblemente diferente en este punto al de STURM. 
STURM no utiliza el principio de sustitución, sino que 
supone implícitamente que la función es monótona para 
preservar en el límite las relaciones geométricas entre los 
rectángulo:; y el elemento de área; es decir, para que sean 
posibles las siguientes desigualdades cuando x -> x': 

Llu 
f (x) $ Llx $ f (x') 

lím Llu = f(x) 
f(x')-,J(x) Llx 

du = f(x)dx 

AcoSTA elude la comparación del área Llu con los 
rectángulos f(x)Llx y f(x')Llx y la anterior considera
ción de desigualdades. Supone que Llu y Llx son infini-

27Estas oonsiderE.ciones y algunas de las que siguen son planteadas para el ca:so del curso de GARAVITO en la tesis de VILLEGAS [22]; 
ellas son igualmente aplicables al curso de AcoSTA. 
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tesimales asociados y que .ó.u se descompone en un 
rectángulo y un triángulo. El rectángulo f(x).ó.x es 
del mismo orden infinitesimal de .ó.x y corresponde a 
la parte principal del incremento .ó.u; es decir, la dife
rencial du. Entonces, du = f(x)dx. 

En resumen, AcoSTA asume la monotonía de la fun
ción (continua) en los intervalos (x, x'); también uti
liza (implícitamente) el principio de sustitución cuan
do elimina una cantidad infinitesimal para quedarse con 
la parte principal del incremento. Adicionalmente su 
demostración reposa sobre la aceptación de que el área 
es una noción a priori. Estas son las tres características 
que, desde el punto de vista de los fundamentos, dis
tinguen a un texto de análisis como de la segunda gene
ración. 

Demostrada la existencia de cp(x) cuya diferencial es 
f(x)dx siendo f continua, a continuación se introducirá 
la integral indefinida utilizando esta propiedad funda
mental. 28 ACOSTA y GARAVITO siguen las ideas de la 
exposición de STURM en los parágrafos 321 y 322 de 
la lección veintisiete. En lo único en que difieren sus 
presentaciones es que antes de continuar transcribien
do ( con ligeras modificaciones) los apartes de la lección 
de STURM sobre las reglas de integración,29 AcoSTA 
incluye casi textualmente en su libro la siguiente ad
vertencia tomada del curso de HUMBEFIT: "Debe ad
vertirse que no hay ningún método general para encon
trar las integrales de las funciones: es más, si la función 
f (x) es una combinación de funciones elementales (al
gebraicas, exponenciales, circulares directas o inversas, 
logarítmicas, etc.), sólo en casos muy particulares su in
tegral será una combinación semejante, de suerte que el 
cálculo integral conduce desde el principio a l estudio de 
funciones nuevas" . 30 

Antes hemos dicho que parece haber obrado un cri
terio pedagógico cuando AcoSTA escoge el enfoque de 
STURM como lineamiento general para presentar su 
cálculo integral. Este interés debe haberse originado 
en la formación impartida por GARAVITO de acuerdo 
con este enfoque, y en su larga apropiación dentro de la 
cátedra de matemáticas superiores que AcoSTA regentó 
por más de veinticinco a11os como sucesor de su maestro. 
Esta formación y esta práctica pedagógica estructuraron 

las concepciones sobre la ense11anza del cálculo que se 
expresan en su libro. Sus lecturas personales de libros 
más avanzados con respecto al STURM, como el curso 
de HUMBERT parece que no alcanzaron a afectar sus
tancialmente tales concepciones. Pero no deja de ser 
interesante desde el punto de vista histórico, t ener evi
dencias de que Acosta sí estaba enterado de cuestiones 
decisivas del programa de rigor del análisis, como las 
que plantea HUMBEFIT en conexión con la cita anterior 
sobre la integración. 

En la continuación de su argumentación, H UMBEFIT 
aboga por un tratamiento "puramente algebraico" de la 
demostración de TFCl, y critica la demostración geo
métrica por cuanto reposa sobre la noción primitiva de 
área: 31 " . . . cuando se utiliza una representación 
(tracé) geométrica, ésta supone que la curva y = f(x) 
satisface ciertas condiciones (entre otras la continuidad) 
que no son definidas de manera precisa y que no de
sempe11an un papel explícito en el razonamiento" . En 
pie de página observa al respecto que hablando geomé
tricamente, toda función continua debería tener deriva
da, puesto que su curva continua tendría una tangente 
en cada punto. Pero, "se sabe que esto no es así, y este 
ejemplo comprueba el peligro de los razonamientos geo
métricos en las cuestiones de puro rigor" . Recordemos 
que cuando HUMBEFIT publica el segundo volumen del 
cálculo integral, en 1904, ya se conocen dos resultados 
de 1875 en conexión con este asunto: la función de 
Weierstrass que no es derivable y tampoco monótona 
en ningún intervalo, y la función de Darboux que no es 
monótona en ningún intervalo. 

En cuanto a la caracterización puramente algebraica 
de la integral definida como el límite de las sumas de 
Cauchy cuando se divide el intervalo en una partición, 
AcosTA seguramente sabía (por su lectura de HUMBERT 
u otros) que aquí subyace la propiedad del teorema de 
Heine de 1872 de que toda función continua es conti
nuamente uniforme en un intervalo cerrado. Es por esta 
razón que HUMBERT comienza por introducir los teore
mas sobre los distintos tipos de continuidad en su pre
sentación de la integral definida, y con base en este pre
supuesto define el concepto y establece sus propiedades. 
Se plantea entonces una delimitación clara y precisa que 

28 AcosTA [3, pág. 9] retoma la imagen utilizada por GARAVITO [14, pág . 341] de que siendo la integración y la d iferenciación dos 
operaciones inversas, los signos que las representan, aplicados a la misma función, se destruyen mutuamente. 

29Pequeños detalles convencionales que podrían sugerir filiaciones: A c osTA int roduce aquí el subtitulo de Reglas y proced.im iento.s 
usuales de integmción; G ARAVJTO había hecho lo propio pero con un titulo ligeramente d iferente: R eglas paro la integm ción de funcione.s. 
Este es el tftulo de STU RM. HUMBERT titula el parágrafo correspondiente: Prrx:edímientos de ·in tegmción. 

30 H u MBERT [16, pág. 57J; AcosTA ¡:1, pág. 9 ] . Esta advertencia por supuesto no aparece ni en STURM ni en G ARAVITO. 
31HUMBERT [16, págs. 84- 85]. 
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separa conceptualmente los textos de cálculo de la se
gunda generación (STURM) de los textos de la t ercera ge
neración (HUMBERT). Pero, nuevamente, AcoSTA pasa 
de largo en su enseñanza sobre un punto tan funda
mental. La exposición del capítulo 2 de su libro so
bre la integral definida como área es grosso modo la de 
STURM. Sin embargo, se aparta de STURM cuando da 
una "demostración puramente analítica" de la integral 
definida como límite de las sumas de Cauchy; en es
ta prueba implícitamente pretende subsanar la ausencia 
del concepto de continuidad uniforme, utilizando una de 
las versiones del principio de sustitución.32 

Conclusión sobre la cultura de los fundamentos 
en Colombia hasta los años 1950 

Durante los cien años que van desde que BERGERON 
enseñó su curso de cálculo diferencial en el Colegio Mili
tar, hasta la publicación del libro de AcosTA en la Uni
versidad Nacional, se aclimató en el país una cultura so
bre los fundamentos del análisis de corte esencialmente 
francesa. Los planes de estudio de los colegios e institu
ciones universitarias legitimaron esta influencia, por lo 
menos en lo que se refiere al último año <le la formación 
en cálculo diferencial, integral, ec uaciones diferenciales 
(en épocas más recientes) y mecánica racional. En nues
tras instituciones circularon textos de análisis de prime
ra, segunda y tercera generación que venían precedidos 
del prestigio de haber sido empleados para la enseñanza 
en escuelas y facultades francesas. Sin embargo, las con
cepciones de los pioneros de esta enseñanza, las prácticas 
pedagógicas de naturaleza operatoria e instrumental, 
los débiles intercambios con los medios matemáticos in
ternacionales, la precariedad de monografías y memo
rias originales en nuestras bibliotecas y la casi inexis
tente demanda interna de conocimientos avanzados en 
matemáticas puras y aplicadas, favorecieron que esta 
cultura llevara la impronta del libro más influyente del 
período estudiado por nosotros: el curso de STURM, una 
obra de segunda generación. Esta situación es la misma 
aún en la etapa de los años 1940 cuando en el marco de 
esta cultura operatoria, se expresaron tímidaru~mte co
rrientes del rigor del análisis pertenecientes a textos de 
la tercera generación corno el HUM BERT. Estos libros se 
encontraban de tiempo atrás en las bibliotecas públicas 
y privadas en donde nuestros profesores y esl11dia11tes 

más aventajados los consultaron para su formación per
sonal;33 pero no se generó ningún interés de apropiar
se de tales obras para transformar cualitativamente las 
muy conservadoras prácticas pedagógicas públicas. 

Una sit uación distinta se presentaba por la misma 
época en otros países latinoamericanos. En Perú, por 
ejemplo, en donde e l estudio de las matemáticas en la 
Universidad Católica de Lima por aquella época era re
conocido por su alto nivel, se publicó en 1945 un comple
to curso en dos volúmenes de análisis matP,mático.34 La 
factura de esta obra es claramente de tercera generación. 
Su autor, CRISTÓBAL LOSADA Y PUGA, catedrático de 
esa universidad y célebre hombre público, explica en el 
prólogo que ella se originó en la necesidad de "poner 
al alcance de mis alumnos aquellos puntos teóricos que 
no suelen encontrarse tratados en los textos corrientes 
de cálculo" ; se refiere a los fundamentos de la teoría 
de conjuntos, la teoría <le los números reales y la teoría 
de funciones continuas. En particular reconoce las filia
ciones de los capítulos de su tratado sobre las funciones 
cont inuas, con el "gran Cours d'Analyse Mathématique 
del maestro francés Édo11ard Goursat" . También dice 
haber consultado en la elaboración de su libro todos los 
tratados clásicos de análisis franceses que "como todos lo 
saben y reconocen, (es en esto) la maestra del mundo" . 
En fin, dice que su libro responde al desideratum <le pre
sentar a sus alumnos en español "u11a exposición amplia 
y rigurosa del Análisis, que permita abordar primero 
el estudio de las obras monográficas y luego el de las 
memorias originales de los investigadores, así como por 
otra ¡::,.i.rte resolver las cuestiones - a menudo arduas 
que plantean las ciencias aplicadas". En otro trabajo 
nos propone rnos estudiar el curso de LOSADA y analizar 
su enseñanza en Lima de manera comparativa con la de 
AcoSTA e11 Bogotá. 
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