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Se describen algunos resultados de la teoria de los polinomios ortogonales, los cuales estan
‘centrados en la relacién de recurrencia y en la correspondiente fraccién continua. El propésito
es mostrar cémo estos resultados pueden usarse para determinar la medida espectral de los
polinomios.
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Abstract

Some results in the theory of orthogonal polynomial which are centered in the three term
recurrence relation and its corresponding continued fraction are described. The purpose is
to show how they can be used to determine the spectral measures of the polynomials.
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Consideramos en este articulo, esencialmente expo- monico ortogonal (MOPS) si satisface una relacién de
sitivo, el problema de la determinacién de las medidas recurrencia de la forma

espectrales de sistemas de polinomios ortogonales da- o <
dos por una relacién de recurrencia de tres términos. 2P0 (2) = Pus1(2) + BuPu(z) + Cobo-a(z),n 20, (1)

El trabajo contiene, sin embargo, algunos resultados de sujeta a las condiciones iniciales
las investigaciones de los autores. Una sucesién de poli-
nomios complejos (P, (x)), ., se denomina un sistema Poa(x) =0, R(r)=1, (2)
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donde B,.C, son numeros complejos con Cpy1 #
0, n > 0. La relacién (1) y las condiciones (2) de-
terminan univocamente el sistema (Pn(x))n> -

En lo que sigue escribiremos simplemente (Pn(z)) en

lugar de (Pn(z)), ., Si (Pa(z)) es un MOPS dado por

(1) y (2), se define la sucesién (P,gl)(w}) de los primeros
asociados de (Pn(a:)) como el MOPS que satisface la
relacién de recurrencia

z(PO(2)) = Py () + Bana PV (2)
+ Cos1 PV (2), n >0, (3)
y las condiciones iniciales
POy =10, Bz} =1. (@)

Los B, y C, son como en (1). Una funcién lineal com-
pleja £ : Clz] — C es un funcional de momentos para
un MOPS (P, (z)) si satisface

L£(Pn(2)Pr(x)) = Anbmn,m,n 2 0,20 # 0, A0 = 1. (5)

Se dice entonces que (Pn(ss)) es un sistema ortogonal
con respecto a £. Es facil ver que como (P,(z)) es una
base algebraica de Clz], £ esta determinado de manera
unica por

L(Po(z)) =1, £(Palz)) =0, n>1. (6)
Ademas,

£(P3()) = An =C1..Cn, n>1. (7)

Dado un MOPS (P, (z)), podemos encontrar siempre
un funcional de momentos para éste, definiendo

L(Py(z)) =1, L£(Pa(z)}) =0, n21, (8)

y haciendo extensién lineal, asi que £(3 1 axPe(z)) =
ag, m > 0. Se dird que un MOPS (Pn(:r)) estd acotado
por M si M > 3y si B, C, en larelacion de recurrencia
(1) satisfacen

M M

lBﬂ,| S a1 |CTL+1| S - N Z 0. (9)

3 3
Si (Pn(z)) es un MOPS dado por (1), (2), se define su
fraccion continua X (x) por

X(z) = A (10)
= Ba— = Co

(.’.C - Bz) — 5

(x— B1) —

En tal caso

X'n(w) = Cl v 555

(:L‘—Bl)f...f

(z — Bo) —

(11)

se denomina el n—convergente de dicha fraccién con-

tinua. Es usual convenir en que X;(z) = =
I — Bg
1

Pi(z)
Si z € C, X,(z) estd definido para todo n = 1
suficientemente grande, y lim X,(z) existe en C, se
n—eo

dice que la fraccion continua X (z) converge en z. Sea

X(z) = lim X,(z). La funcién X(z) estd definida en
n—oo

todos los puntos donde (10) converge y se denomina aun

la fraccion continua de (P (z)).

Describiremos ahora un procedimiento para repre-
sentar explicitamente el funcional de momentos de un
MOPS. Los siguientes son resultados basicos para los
propositos del presente articulo.

Teorema 1. Si X, (z) es el n—convergente de la frac-
cion continua de un MOPS (P,(z)), entonces

PO (=)

Xa(z) = —%, n>1. (12)

( Véase [4], Chap. III).

Teorema 2. Si (P,(z)) es un MOPS acotado por M,
las raices de todos los P, (x) estdn contenidos en el con-
junto {z/|z| < M}, y la fraccién continua de (Balz))
converge en {z/|z| > M} hacia X(z) en este ultimo
dominio. De hecho, la convergencia es uniforme en
{z/|2| = M'} para todo M' > M, asi que X(z) es
analitica en z para |z| > M, y se deduce ademds que
X(z) ~ 1/z cuando z — oo, es decir, que

lim 2X(z)=1. (13)

Z—00

Una demostracién del teorema 2 puede encontrarse en
2], [3]-

Teorema 3. Si £ es el funcional de momentos para
un MOPS (P,(z)) acotado por M, y X(x) es la frac-
cién continua de (P,(z)), entonces £ admite la repre-
sentacion

1
£(P(z)) = 2—/ P(2)X(2)dz, P(z) € Clz], (14)
™ Jo
donde C es cualquier contorno positivamente orientado
de {z/|z| > M} que contenga a 0 en su interior.
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La demostracién del teorema 3 puede consultarse en

2], [3].

Teorema 4. Si (P,(z)) es un MOPS positivo, lo cual
significa que B,,,C, en (1) son niimeros reales y

Cnt41 >0, n>0, (15)

entonces £ admite también una representacion de la for-
ma

g(P()) = fP(t)d,u(t) (16)

donde p es una medida boreliana positiva sobre la recta
real.

Este resultado se conoce como el teorema de Favard.
Véase [4] para una demostracién. Se dice que p es
una medida de ortogonalided del MOPS (P, (z)) y que
(Pn(z)) es ortogonal para u, o, con respecto a pu. En
general, /i no es vinica. Cuando y es tinica, se dice que el
problema de momentos para £ estd determinado y 1 se
denomina la medida espectral del MOPS (P,(z)). Esto
ultimo sucede cuando el MOPS (Pn(m)) es positivo y
acotado por M, en cuyo caso Supppu C [—M, M], las
raices de todos los polinomios P, (z) son reales, simples
y estan contenidas en (—M, M), y X(z) puede prolon-
garse analiticamente a C\[—M, M]. De hecho,

du(t
x@= [P, ceswpn an)
Recordamos que Supp p, el soporte de i, es el menor
subconjunto cerrado F' de R tal que p (R\F) =0, o, lo
que es lo mismo en nuestro caso, que p(F) = p(R) = 1.

La relacién (17) se conoce como el teorema de Markov
( véase [3] para una demostracion) e implica que (14) es
ain valida si €' es un contorno positivamente orientado
de C\[-M; M] con z = 0 en su interior.

La medida u y el funcional £ pueden también expre-
sarse en términos de X (z) mediante la llamada formula
de inversion de Stieltjes. En efecto, bajo las anteriores
hipétesis sobre (P (z)), se tiene que

L(P(a)) :/P{t)d,u(t}

a
= lim l/ ImX(t —ie)P(t)dt (18)
o7

— 1

para € > 0, a > M (asi que Supppu C (—a,a)). Para
una demostracion, véase [3].

La formula (18) es en general dificil de usar, pues no
es facil intercambiar limite e integral. Una serie de cir-
cunstancias frecuente en las aplicaciones que hace esto
posible es, sin embargo, la siguiente:

Supéngase que X(z) es la fracciéon continua de un
MOPS (P,(z)) positivo y acotado por M. Supdngase
ademds que:

A. lim X(z) existe para todo z € R, excepto tal vez

Im z2<0
para x en un subconjunto cerrado S de R que tiene sélo

un nimero finito de puntos de acumulacién.

B. La funcién

- X(z), Imz < 0,
lim ., X(), z€R, z¢5 (19
Im¢<0

es continua en {z/Im(z) < 0}, excepto tal vez en S.
C. E! limite Iim[zqgo(z — x)X (2) existe y es finito
mz
para todo = € R; en particular |, para todo z € S.

Noétese que S es a lo sumo enumerable. Sea
i. s
w(t) = ;Im X(t), teR\S. (20)
Entonces w es continua sobre R\S con w(t) > 0 para
toda t € R\S y w(t) = 0 para toda t € R\[-M, M].
Ademas
1 —
w(t)= lim —{X(2)— X(2)}, teR~S, (21)
2t 2
Im 2<0
ya que (P,(z)) es positivo, de lo cual P,(Z) = Pu(2)
para todo z € C.
El siguiente teorema, establecido en [3], permite

obtener directamente la medida p a partir de (18), en
las circunstancias descritas arriba.

Teorema 5. Supdngase que (A), (B) y (C) valen para

la fraccion continua X (z) de un MOPS (P, (x)) positivo

y acotado por M. Sean X (z) y w(t) como arriba y sea
Ac=lim Re{(z— () X(2)}. (22)

Ir;az(O

Entonces w > 0 es integrable sobre R y nula sobre

R\[—M, M), A¢ > 0 paratodo¢ € R, A =0si¢ € R\S,

y

SLPH)) = Z AcP(C) + f P(t)w(t)dt, P(x) € Clz].

CES 2

(23)

Ademis, si p es la medida espectral de (P, (z)}), entonces
Ac = u({¢}) para todo ¢ € S.
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Para la demostracién, que hace uso de todos los re-
sultados anteriores, véase [3]. El teorema 5 garantiza
que la medida y estd dada por

dp(t) = Aed(t — &)dt + w(t)dt (24)
ges
donde §(t — &) es la medida de Dirac en §. Si A¢ # 0, se

dice que el punto & porta la masa A¢ de p, y, también,
que es un valor propio de p.

Nota 1. Ain para ¢ € S puede suceder que Ac = 0.
De hecho, el conjunto S se escoge, en lo posible, de tal
manera que incluya todos los puntos en donde haya du-
da acerca de la existencia del limite en (19).

Los siguientes ejemplos ilustran la manera de aplicar
el teorema 5.

Ejemplo 1. El sistema de los_polinomios mdnicos
de - Chebyshev de sequnda clase, (Un(a:}), es el MOPS
positivo cuya relacion de recurrencia es

= - 1=
zUp(z) = Uppa(z) + EUn_l(a:), n > 0, (25)

sujeta a las condicidnes iniciales
U_1(z) =0, To(z)=1. (26)

En este caso B, =0y C,, = % para n > 0. Claramente
(Un(z)) estd acotado por M = 3, pues

1
R — -
4~ 3

W w
—
[3%]
3
~—

3
0=|B,| < 3 Yy |Crpal =

La fraccién continua del sistema (U, (z)) es

1
T —
4+ 1/4
T— ...
Por lo tanto, se tiene que
1
X(Z): — 1 vrron? }z|23, (29)
z—1X(2)
0, lo que es equivalente, que
X?%(z) —4zX(2)+4=0, |z|=3. (30)
Entonces
X(2) = 2z £ (2% - 1),
(22— 1)% = ze? 2 0-) ¢ [-1,1],  (31)

donde Log es la rama del logaritmo en €~ {0} con parte
imaginaria (argumento) en (—m, 7], la cual es analitica
en C ~ (—o0,0] (la rama principal).

Si fuera X(z) = 2(z + (22 — 1)2), se obtendria que
X (z) — oo cuando z — oo, y no se darfa el compor-
tamiento asintdtico esperado de X (z), es decir, X (z) ~
1/z. Como, en cambio, 22(z — (22 — 1)2) — 1 cuando
z — 00, se tendrd que X (z) = 2(z — (22 — 1)2), la cual,
dado que Log (1 — %) es analitica para z ¢ [—1,1], es
una funcién analitica en fodo el plano salvo en el inter-
valo [—1,1], y, por lo tanto, en C\[—3, 3]. Debe notarse
que no es apropiado tomar (22 — 1)3 = e Les(z*~1),
z ¢ [-1,1], pues esta funcién no resulta ser analitica
en C ~ [—3,3], al presentar discontinuidades sobre el
eje imaginario. Naturalmente, podria tomarse, para
¢ |1 {# -1)E = edLog(z*~1) i Re(z) > 0y
(22 —1)% = —e¥Lee(z*~1) i Re(z) < 0, lo cual es, al fin
y al cabo, equivalente a lo que hemos hecho.

Para construir la funcién X (z) del teorema 5, calcu-
laremos primero

lim 2(¢ - (¢ - 1)%)
Im (<0
= Clim 2{(z+y) — (z+ iyy)e? Lo (1~ ) 1,
Im?gﬂ
(32)
para { = z + 4y, cuando a € (—1,0) U (0, 1). Nétese que
el anterior limite es 2(a — (a* — 1)?) si a ¢ [-1,1].

Debe observarse, sin embargo, que si /z es la raiz
cuadrada usual de un numero real > 0, entonces

(@2 -1 =va®—1sia>1, (a2 —1)7 = —vaZ - Lsi

a< —1.

Ahora, si 0 2< a < 1, entonces, teniendo en cuenta
que 1 — % < 0 para |y| pequeno, que y < 0 y que
z > 0 para ( suficientemente préximo a a, se obtiene

que

lim Arg (1-— i)

(~a ¢
Im¢<0
12 - G2 A1
= lim Arg(1- E——f— + iil@) = —m. (33)
(—a €] i€l
Im (<0

A su vez, para —1 < a < 0,

1
Clim Arg (1 - 5) =, (34)
Im (<0

Aqui, Arg(z) € (-m, @], z # 0, es el argumento prin-
cipal. Entonces, teniendo en cuenta que a/|a|l = 1 si
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a>0,a/|al = —1sia <0, se concluye que
lim 2(¢—(¢*-1)%) =2(a+iv1—a2), (35)
Im{<0

cuando a € (—1,0) U (0,1). Por lo tanto,

k=

2(z — (22 = 1)%), Imz < 0,

%(z) = 2(z+zm,z€( ,0)U (0,1), (36)

2(z—Vv22—1),z€R, z> 1,
2(z+v22-1),2€R, z< -1

Como en los puntos —1,0,1 puede haber dudas acer-

ca del valor del limite que define X (z), tomamos S =
{-1,0,1}, tanto més cuanto que, evidentemente,

(i) lim 1 Re{(z— 1)X(z)} =0,
(ii) lim:——1 Re{(z+ 1)X(z)} = 0, (37)
(iil) limhﬁ_z,g0 Re{zX(z)} = 0.

La medida espectral u de (I}n(z)) no porta entonces
masas en ninguno de los puntos de S = {-1,0,1}, de
lo cual se deduce que es absolutamente continua. Como
en este caso

w(t) :% 1—t2x(t), teR, (38)

donde x es la funcién caracteristica de (—1,0) U (0,1),
se concluye que

du(t) = \/1 —t2x(t)dt, teR. (39)

Que p dada por (39) es la medida espectral del sistema
([7,] (z)) es un hecho bien conocido que puede estable-
cerse de muchas maneras, incluyendo argumentos trigo-
nométricos completamente elementales. Para muchos
propdsitos es mas conveniente considerar el sistema de
Chebyshev de segunda clase dado por Uy, () = 2"U,, (z),
n > 0, el cual queda determinado por la relacién de re-
currencia

22Un(z) = Upy1(z) + Un_1(z), n>0,  (40)
y las condiciones iniciales
U_i(z) =0, Up(z)=1. (41)

Como es claro, el sistema (Un(x)) no es ménico, pero
es aun un sistema ortogonal de polinomios para p dada
por (39).

Ejemplo 2. El sistema de los_polinomios mdénicos
de Chebyshev de primera clase, (T,(z)), es el MOPS
positivo cuya relacién de recurrencia es

oTn(2) = Tni1(z) + CuToa(z), n20,  (42)

sujeta a las condiciones iniciales
T_1(z) =0, To(z)=1. (43)

En este caso B, =0, n > 0, Cy es arbitrario, C; = 1/2,
Ch=1/4sin>2.

Claramente podemos-tomar M = 3, pues 0 = |B,| <
1y Cry1 <1, n>0.

La fraccién continua es

1
XI(Z)I - &
Z_‘—_z_i_

Z—ZT?L—

AR

, 2¢[=3,3]. (4)

Por lo tanto, se tiene que

1 1 5
XI(Z):Z“%X(Z):(ZQ—])%, z¢[-3,3], (45)

siendo X (z) = 2(z — (2% - 1)%) la fraccion continua de

(Un(z)). En este caso (22—1)% es como en (31), asi que

, Imz <0

—t e (= LAY,
\/1;_22 (46)

,2z€R, z>1

X(z) =

——, zER, z< 1.

L z2—1

De nuevo podemos tomar S = {—1,0,1} y, como tam-
bién

(i) lim Re{(z- X, (2)} =0,
Imz<0

(ii) lim Re{(z
lf;;o N

(iii) lim0 Re{zX,(z)} =0,

zZ—
Im z<0

)Xl(z)} = O! (47)

la medida espectral p de (ﬁ,(;r)) tampoco portara
masas en los puntos de § = {—1,0,1}. Como en este
caso

1
w(t) = ————=x(t), teR, 48
se deduce que
dp(t Jdt, t e R, 49

y es también absolutamente continua. Que p dada
por (49) es la medida espectral de ('fn(.L)) es también
bien conocido y puede demostrarse de muchas maneras.
Constituye, sin embargo, un buen ejemplo de la aplica-

bilidad del teorema 5. Anotamos finalmente que, mds
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que el sistema (fn(m)), se utiliza el (
Tale) =1; Tilz) ==z Tz =2
lo que es lo mismo, por

(z)) dado por
(z

T,
Tu(z), n > 2, 0,

2zT,(z) = Thta(z) + Th-1(z), n>1, (50)
y las condiciones iniciales
Tg(.’L‘) = ]., Tl(:lf) =z (51)

el cual es ain un sistema ortogonal para p dada por

(49).

Ejemplo 3. El siguiente ejemplo es algo mas delica-
do que los dos anteriores ( que tal vez constituyen los
ejemplos mds simples de polinomios ortogonales). Sin
embargo, con el fin de mantener bajo control la frac-
cién continua, estd construido sobre ellos. Este sistema,
(pn(m)), estd dado por la relacion de recurrencia

n+2

Zpon (T) =pans1(z) + mpm—l(l‘)
P21 (8) =P )+ ﬁi—g)pzn(x), n>0, (52)

y las condiciones iniciales
p-1(z) =0, po(z)=1. (53)

Evidentemente (pn(z)) estd acotado por M = 3, y se
tiene que
n+1

2 pans1(2) = Tpanta(z) + T 2):1:;22"(3:)
n+3 n
= Pansalz) + (4(11: 2) 4(7?,:12) Jpznti(z)

1
T n—-11Z), > ]
+16p2 i(z)yn>0

1) (1) n+3 n+1
P (2) = Phsal®) + (Tnsn tTmro)
de lo cual, haciendo
1
Pin (@) = 5:Qn(@), 20, (60)

se obtiene que
(2:52 o I)Qn(z)

Ademss, Qo(z) = py(z) = 1, Q(z) = 2§ (@) =
2z? — 2. Se obtiene entonces, haciendo w = w(z) como

n (56), que Qo(z) =1, Qi(z) =w+ 1, de lo cual se
deduce que

= Qnt+1(z) + Qn-1(z), n>1. (61)

)pby) () +

de lo cual

1 1
(1'2 — §)P2n+1($) = pan+3(T) + Epznq(fﬂ): n > 0.

Haciendo entonces
1
Pan+y1(z) = 2_ﬂpn($)7 n >0, (54)

se obtiene que

(222 = 1) Po(z) = Poya(z) + %Pn_l(a:), n>1,
(55)
con Py(z) = 7, Pi(z) = 2p3(x) = 223 — 1. Sea
w=w(z) = 2% - 1. (56)

De (55) se deduce entonces que
Po(z) = 2Upn(w), n>0, (57)

(pues Py(z) =z, Pi(z) =zw, delocual :E’IP (z) =
Un(w), n > 0). Por otra parte, el sistema ( O (z z)) de
los primeros asociados de (p,(z)) satisface

n+1
zph, () _PSI)H(I) + mpgg—ﬂﬂ
n+3
i (2) Phlsa(®) + o P () 20, (58)
y las condiciones iniciales
pli@) =0, py’(2) =1. (59)

Entonces

n+1 n+ 2 (1)

n+Dam+ prn-2@ nzl,
|
Qn(e) = Unfw) + 70ns(w). (62)
Esto implica, de (54), (57), (60) y (62), que
(1) r7
Pon (3:) _ l lUnﬁl(w)
Pon+1(T) oz [ ¥ 4 {7,1(11)) } ' (63)

Pero obviamente ﬁf{ll)(w) = E'n(w) para todo n > 0,
como se deduce de (25). Por lo tanto, si X(z) denota la
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fraccién continua de (pn(z)), se tendrd que

X@ =114 - @ - 1)), ¢l10, 6

con w = 2z% — 1. Nétese que w € [~1,1] si y sélo si
z € [—1,1], lo cual implica que

1 1
X(z)=2—z»+z—(zg—1)2,zgé[—l,l], (65)
¥, como en el Ejemplo 1,
X(2)= lim X(¢)
ImCéO
ﬁ+z—(z2—l)%,lmz<0
L +z+iv1I— 22 z € (—1,0)U(0,1),

%+z+\/z2—~1,z€R,z<—1,
%+z—\/z2—1,z€1R,z>1,

(66)
asi que § = {—1,0,1}. Como obviamente
lim (zF1)X(z) =0, (67)
z—+1
Im z<0
mientras que
~ 1
lim 2X(z)= - (68)
z—0 2
Imz<0

¥, por otra parte,

w(t) = % 1—12x(t), teR, (69)

donde x es la funcién caracteristica de {—1,0) U (0, 1),
se deduce que el funcional de momentos £ de (pn(z)) es

£(P()) = %fw P)VI—#dt + %P(U), (70)

o sea, que la medida espectral estd dada por

1 1
du(t) = - 1 —2x(t)dt + Eé(t)dt (71)
donde 4(t) es la medida de Dirac en £ = 0. Nétese
que Supp it = [—1,1]. Obsérvese entonces que £ = 0 es

un punto de masa interior al soporte de la medida p
(un valor propio de u sumergido en el espectro continuo

Observamos finalmente que el éxito de la aplicacién
del teorema 5 depende en gran medida del conocimiento
de la fraccién continua de los polinomios. Este es usual-
mente el caso de los sistemas cribados, para el cual el
procedimiento fué inicialmente disefiado, y ha demostra-
do ser de gran utilidad en ésta y otras circunstancias.
Para una discusién al respecto, véanse [1] y [3].
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