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Héctor Jairo Mart́ınez R.** Ana Maŕıa Sanabria R.***

Resumen

En este art́ıculo, extendemos al problema de mı́nimos cuadrados lineales de ran-
go deficiente, el resultado presentado en [Mart́ınez-Sanabria, 2006], el cual reduce de
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a m[3n + n2] el costo del algoritmo standard para cal-

cular el estimador jackknife para mı́nimos cuadrados lineales de rango completo.
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Abstract

In this article, we extend to the linear least squares problem of rank deficient, the result
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1. Introducción.

Los estimadores basados en técnicas
de re-muestreo como el jackknife, por
sus propiedades estad́ısticas [Efron, 1994],
[Kovar-Rao-Wu, 1988], [Shao-Tu, 1996], son
cada vez mas usados, tanto en general, como en
particular, en el problema de mı́nimos cuadra-
dos lineales [Weber-Welsh, 1983], para reducir
el sesgo de las estimaciones [Miller, 1974], y es-
timar varianzas [Wolter, 1985] e intervalos de
confianza [Kleinjuen–et. al, 1987], principal-
mente. Además, en las dos últimas décadas,
este tipo de métodos han ganado importan-
cia debido a las facilidades computacionales
de los nuevos tiempos. Pero, como parale-
lamente ha aumentado la dimensión de los
problemas a resolver, las facilidades compu-
tacionales no eximen de la necesidad de buscar
algoritmos más eficientes para los cálculos. En
[Mart́ınez-Sanabria, 2006], usando convenien-
temente propiedades básicas del álgebra lineal,
se propone un algoritmo mucho más eficiente
que el algoritmo standard para el cálculo de
Estimador Jackknife para Mı́nimos Cuadra-
dos Lineales (EJMCL), que funciona cuando
el problema de estimación inicial es de rango
completo.

En este art́ıculo, proponemos una mo-
dificación al algoritmo propuesto en
[Mart́ınez-Sanabria, 2006], de tal manera que
conserve la eficiencia sin requerir condición
alguna sobre el problema inicial ni sobre los
subproblemas involucrados en la estimación
jackknife.

Para lograr este propósito, inicialmente, recor-
damos la definición del estimador jackknife pa-
ra el problema de mı́nimos cuadrados lineales
de rango completo, luego presentamos el algo-
ritmo standard para el cálculo del EJMCL y los
aportes, en este sentido, hechos por Mart́ınez
y Sanabria [Mart́ınez-Sanabria, 2000] y
[Mart́ınez-Sanabria, 2006]. Posteriormente, sin

usar el supuesto de rango completo de la ma-
triz inicial del Problema de Mı́nimos Cuadra-
dos Lineales (PMCL), presentamos una nueva
caracterización de la o las soluciones de los
subproblemas de mı́nimos cuadrados (no ne-
cesariamente de rango completo), requeridas
para el cálculo del EJMCL. Finalmente, con
base en este resultado, proponemos la modifi-
cación al algoritmo planteado anteriormente,
la cual es el objetivo central de este art́ıculo.

2. Estimador Jackknife pa-
ra Mı́nimos Cuadrados Linea-
les(EJMCL).

Como se planteó en [Mart́ınez-Sanabria, 2000]
y [Mart́ınez-Sanabria, 2006], dado un paráme-
tro θ y un estimador T = tm(Y1, · · · , Ym) de
este parámetro, se puede construir otro estima-
dor utilizando la técnica de jackknife, la cual
consiste en corregir el estimador inicial con ba-
se en el promedio de los m estimadores que
se obtienen al aplicar el procedimiento inicial
de estimación a cada una de las submuestras
que resultan al eliminar una observación de la
muestra inicial.

Formalmente, dada Y1, Y2, · · · , Ym, una mues-
tra aleatoria de una población caracterizada
por un parámetro θ y T = tm(Y1, · · · , Ym)
un estimador de θ, se calculan los estimado-
res Ti = tm−1(Y1, · · · , Yi−1, Yi+1, · · · , Ym) para
i = i, · · · ,m y luego se calcula el estimador

TJ =
1

m

m∑
i=1

(mT − (m− 1)Ti)

= mT − (m− 1)
m∑
i=1

Ti

m
(1)

= T + (m− 1)

(
T −

∑ Ti

m
,

)

llamado estimador jackknife [Behar-Yepes, 1991],
[Efron, 1994], [Miller, 1974], [Shao-Tu, 1996],
[Kovar-Rao-Wu, 1988].
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En particular, dado el conjunto de observacio-
nes (aTi , αi), para i = 1, · · · ,m, donde ai ∈ Rn,
m ≥ n y αi ∈ R, el problema de estimar x tal
que αi = aTi x, por el método de los mı́nimos
cuadrados, se reduce a encontrar x̂ tal que

||Ax̂− y||2 = mı́n
x∈Rn

||Ax− y||2 ,

donde A = [a1, · · · , am]T y y = (α1, · · · , αm)
T ,

lo cual se conoce como el Problema de Mı́nimos
Cuadrados Lineales (PMCL).

Aśı, el estimador jackknife para mı́nimos cua-
drados es

xJ = mx̂− (m− 1)
m∑
i=1

x̂i

m
,

donde x̂i es tal que

||Aix̂i − yi||2 = mı́n
x∈Rn

||Aix− yi||2 ,

con Ai = [a1, · · · , ai−1, ai+1, · · · , am]T y y =
(α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αm)

T .

3. Algoritmos para calcular el
EJMCL.

Por lo descrito en la sección anterior, el algo-
ritmo para calcular el EJMCL se divide en tres
pasos:

0. Dados A ∈ Rm×n, y ∈ Rm,

1. Resolver mı́n
x∈Rn

||Ax− y||2 , Salida: x̂.

2. Para i = 1, · · · ,m
Resolver mı́n

x∈Rn
||Aix−yi||22 , Salida: x̂i.

3. Calcular xJ = mx̂− (m− 1)
m∑
i=1

x̂i

m
.

Salida: xJ .

Si las matrices A y Ai, para i = 1, · · · ,m, son
todas de rango completo, los problemas de los

Pasos 1 y 2 se reducen a encontrar las solucio-
nes únicas de las ecuaciones

ATAx = ATy y AT
i Aix = AT

i yi,

para i = 1, · · · ,m. En otras palabras, dichos
pasos se reducen a calcular

x̂ = (ATA)−1ATy y x̂i = (AT
i Ai)

−1AT
i yi,

para i = 1, · · · ,m.

Para este caso, en [Mart́ınez-Sanabria, 2000],
los autores proponen un algoritmo que reduce
el costo de los cálculos de x̂i, una vez x̂ está cal-
culado.

Para i = 1, · · · ,m.
{Resolver AT

i Aix = AT
i yi.}

- Resolver Szi = ai.
- Calcular δi = aTi zi.
- Calcular σi = 1− δi.
- Calcular βi = zTi d− αiδi.

- Calcular x̂i = x̂+
(

βi

σi
− αi

)
zi.

Salida: x̂i.

Como soporte teórico de este algorit-
mo, con base en ciertas relaciones en-
tre las matrices y los vectores invo-
lucrados [Mart́ınez-Sanabria, 2000] y la
propiedad de matrices invertibles da-
da por Shermann-Morrison-Woodbury
[Dennis-Schnabel, 1983], Mart́ınez y Sana-
bria obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 1 [Mart́ınez-Sanabria, 2000] . Da-
das las matrices A = [a1, · · · , am]T de orden
m × n y Ai = [a1, · · · , ai−1, ai+1, · · · , am]T de
orden (m − 1) × n, ambas de rango comple-
to, y los vectores y = (α1, · · · , αm)

T ∈ Rm y
yi = (α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αm)

T ∈ R(m−1),
la solución de AT

i Aix = AT
i yi está dada por

x̂i = x̂+

(
zTi di
σi

− αi

)
zi ,

donde x̂ es la solución de ATAx = ATy, zi es
la solución de ATAz = ai, σi = 1 − aTi zi y
di = AT

i yi.

3
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Más tarde, para fortalecer el resultado ante-
rior, en [Mart́ınez-Sanabria, 2006], los autores
encontraron una caracterización del conjunto
solución de AT

i Aix = AT
i yi, basada en la solu-

ción de ATAx = ATy, independientemente de
si la matriz Ai es o no de rango completo.

Teorema 2. [Mart́ınez-Sanabria, 2006] Dada
la matriz A = [a1, · · · , am]T ∈ Rm×n de rango
completo y la solución x̂ de ATAx = ATy, don-
de y = (α1, · · · , αm)

T ∈ Rm, si σi = 1−aTi zi =
0 y x̂i es una solución de AT

i Aix = di, entonces
x̂i = x̂+ γzi para algún γ ∈ R y zi la solución
de ATAz = ai. (Además, se demuestra que si

σ �= 0, γ =
zTi di
σi

− αi)

Este resultado, les permitió a Mart́ınez y Sa-
nabria implementar una ligera modificación
del segundo paso del algoritmo propuesto en
[Mart́ınez-Sanabria, 2000], para seguir siendo
eficientes en el cálculo del estimador jackk-
nife para mı́nimos cuadrados lineales con la
condición única que A sea de rango completo
[Mart́ınez-Sanabria, 2006]:

Para i = 1, · · · ,m.
{Resolver AT

i Aix = AT
i yi.}

- Resolver Szi = ai.
- Calcular δi = aTi zi.
- Calcular σi = 1− δi.
Si σi �= 0,
{ Solución única }
βi = zTi d− αiδi.

γi =
βi

σi

− αi.

Si no,
{ Escoja una de las infinitas
soluciones }

γi = 0.
end si
x̂i = x̂+ γizi.

end para
Salida: x̂i.

Como este último algoritmo solo está garanti-

zado si la matriz A es de rango completo, nos
vimos obligados a continuar con la búsqueda de
resultados que nos permitieran una caracteri-
zación de la o las soluciones de AT

i Aix = AT
i yi,

basada en una solución de ATAx = ATy, inde-
pendientemente de si las matrices A y Ai son
o no de rango completo. A continuación, pre-
sentamos los resultados de esta búsqueda.

4. Caracterización del conjunto
solución de AT

i Aix = AT
i yi.

Lema. Dada la matriz A = [a1, · · · , am]T de
orden m×n y una solución x̂ de ATAx = ATy,
donde y = (α1, · · · , αm)

T ∈ Rm, si σi =
1 − aTi zi = 0, entonces aTi x̂ − αi = 0, donde
zi es una solución de ATAz = ai.

Demostración: Si S = ATA, di =
AT

i yi, Ai = [a1, · · · , ai−1, ai+1, · · · , am]T ∈
R(m−1)×n, Si = AT

i Ai, Sixi = di y yi =
(α1, · · · , αi−1, αi+1, · · · , αm)

T ∈ R(m−1), te-
nemos que, como d = ATy = di + αiai,
S = Si + aia

T
i (ver Lemas 1 y 2 en

[Mart́ınez-Sanabria, 2000]) y Sx̂ = d = di +
αiai, entonces z

T
i Sx̂ = zTi di +αiz

T
i ai. Además,

como Szi = ai, se tiene que aTi x̂ = zTi di +
αiz

T
i ai. Por lo tanto,

aTi x̂− αi = zTi di + αi(z
T
i ai − 1)

= zTi Sixi + αi(z
T
i ai − 1)

= zTi (S − aia
T
i )xi + αi(z

T
i ai − 1)

= zTi Sxi − zTi aia
T
i xi + αi(z

T
i ai − 1)

= aTi xi − zTi aia
T
i xi + αi(z

T
i ai − 1)

= (1− zTi ai)a
T
i xi + αi(z

T
i ai − 1)

= (1− zTi ai)(a
T
i xi − αi) ,

de donde resulta obvio que si σi = 1−zTi ai = 0,
entonces aTi x̂− αi = 0.

�

El Teorema 1 establece que si σi = 1−aTi zi �= 0,
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entonces Ai es de rango completo y

x̂i = x̂+

(
zTi di
σi

− αi

)
zi .

Al igual que en [Mart́ınez-Sanabria, 2006], vea-
mos que, en caso que σi = 0, utilizando el Lema
anterior, podemos determinar algunas solucio-
nes de AT

i Aix = AT
i yi.

Teorema 3. Bajo las mismas condiciones del
Lema anterior, si σi = 1 − aTi zi = 0, se tiene
que x̂i = x̂+γzi es solución de AT

i Aix = AT
i yi,

para todo γ ∈ R.

Demostración: Usando la misma notación
que en la demostración del Lema anterior, sea
γ ∈ R,

Si(x̂+ γzi) = (S − aia
T
i )(x̂+ γzi)

= Sx̂+ γSzi − aia
T
i x̂− γaia

T
i zi

= d+ γai − aia
T
i x̂− γaia

T
i zi

= d+ γai(1− aTi zi)− aia
T
i x̂ .

Usando la hipótesis σi = 0, por el Lema ante-
rior, aTi x̂ = αi y por lo tanto

Si(x̂+ γzi) = d− aiαi = di .

�

Para completar la caracterización de las solu-
ciones de AT

i Aix = di, obtuvimos el siguiente
resultado.

Teorema 4. Bajo los supuestos del Lema an-
terior, si x̂i es una solución de AT

i Aix = di,
entonces x̂i = x̂ + γizi para algún γi ∈ R y
zi una solución de ATAx = ai. Además, si
σi = 1− aTi zi �= 0, entonces

γi =
aTi x− αi

σi

. (2)

Demostración: Usando la misma notación
que en la demostración del Lema anterior, si

Six̂i = di ,

entonces,

Sx̂i − aia
T
i x̂i = (d− αiai) .

Por tanto,

Sx̂i = d− αiai + aia
T
i x̂i

= Sx̂− αiai + aia
T
i x̂i ,

y
S(x̂i − x̂) = (aTi x̂i − αi)ai .

Aśı que
x̂i − x̂ = γizi ,

para algún γi ∈ R y un zi tal que Szi = ai.
Como x̂i = x̂ + γizi es solución de Sxi = di,
entonces

(S − aia
T
i )(x̂+ γizi) = d− αiai .

Y puesto que Sx̂ = d, entonces

γiSzi − aia
T
i x̂− γiaia

T
i zi = −αiai .

Ahora, como Szi = ai, se tiene que

γi(1− aTi zi)ai = (aTi x̂− αi)ai.

De aqúı que γi =
aTi x− αi

1− aTi zi
, si σi = 1−aTi zi �=

0 y, por el Lema anterior, γi será cualquier
número real, si σi = 0 (ver Teorema 3).

�

Es de anotar que, si el problema original es
de rango completo; es decir, S es invertible,
este γi coincide con el escalar encontrado en
[Mart́ınez-Sanabria, 2000]. En este caso, x̂ =
S−1d = S−1di + αiS

−1ai. Por lo tanto, aTi x̂ =
aTi S

−1di + αia
T
i S

−1ai = zTi di + xia
T
i zi. Reem-

plazando este resultado en (2), tenemos que

γi =
zTi di + αia

T
i zi − αi

σi

=
zTi di − αi(1− aTi zi)

σi

=
zTi di
σi

− αi .

5
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que es el escalar obtenido en el Teorema 1, de-
mostrado en [Mart́ınez-Sanabria, 2000].

5. Algoritmo modificado y ge-
neralizado para el cálculo del
EJMCL.

Los resultados anteriores nos permiten imple-
mentar una ligera modificación del algoritmo
propuesto en [Mart́ınez-Sanabria, 2006] para
seguir siendo eficientes en el cálculo del estima-
dor jackknife para mı́nimos cuadrados lineales,
aún en el caso que A sea de rango deficiente.
Dicho algoritmo modificado y generalizado pa-
ra calcular x̂i aparece a continuación.

Para i = 1, · · · ,m.
{Resolver AT

i Aix = AT
i yi.}

- Resolver Szi = ai.
- Calcular δi = aTi zi.
- Calcular σi = 1− δi.
Si σi �= 0,
{ Solución única }

γi =
aTi x̂− αi

σi

.

Si no,
{ Escoja una de las infinitas
soluciones }

γi = 0.
end si
x̂i = x̂+ γizi.

end para
Salida: x̂i.

Al comparar este algoritmo con el propuesto en
la Sección 5 de [Mart́ınez-Sanabria, 2006], po-
demos concluir que la diferencia aparece por la
posibilidad que existe que A sea de rango defi-
ciente y por lo tanto que el PMCL inicial tenga
infinitas soluciones. En este caso, con base en
una solución del problema inicial, podemos cal-
cular una solución de los subproblemas reque-
ridos para la estimación de jackknife, simple-
mente calculando una solución de ATAz = ai

y un escalar apropiado (ver (2)).

Al igual que en [Mart́ınez-Sanabria, 2006], si
σi = 0 (subproblema de rango deficiente), el
subproblema tiene infinitas soluciones, en don-
de sugerimos tomar como solución la misma
que se tomo para el problema inicial (γi = 0 ⇒
x̂i = x̂). En consecuencia, como se demostró en
[Mart́ınez-Sanabria, 2000], este algoritmo re-
duce el costo de solución de los subproble-
mas aunque no sean de rango completo, de

m

[
n2(m− 1)

2
+ n(m− 1) +

n3

6

]
a m[3n+n2]

el número de flops requeridos para el cálculo
del estimador jackknife de mı́nimos cuadrados
lineales (EJMCL) para un modelo lineal aún si
este es de rango deficiente, siendo n el número
de parámetros a estimar y m el tamaño de la
muestra.

Es más, si no se necesitan los EMCL de ca-
da una de las submuestras, se puede obtener
el EJMCL sin calcular los EMCL, mediante la
expresión

xJ = x̂− m− 1

m

m∑
i=1

γizi ,

con la ventaja adicional de saber que algunos
γi son cero, lo cual simplifica la sumatoria de
la expresión anterior.

6 . Conclusiones

En este art́ıculo, se ha caracterizado completa-
mente el conjunto solución de los subproblemas
de mı́nimos cuadrados lineales que resultan en
el cálculo del estimador jackknife de mı́nimos
cuadrados lineales de un modelo lineal, aún en
el caso que éste sea de rango deficiente.

Este resultado permite modificar el algoritmo
propuesto en [Mart́ınez-Sanabria, 2006] para
calcular el mencionado estimador, sin reque-
rir que ninguno de los problemas involucrados
(inicial o subproblemas) sean de rango comple-
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to, manteniendo la misma eficiencia de compu-
to.

Al igual que en [Mart́ınez-Sanabria, 2000], este
resultado permite hacer cálculos más eficientes
siempre que el algoritmo que se utilice para re-
solver los diferentes subproblemas de mı́nimos
cuadrados lineales requeridos por el estimador
jackknife sea el mismo que se utilice para resol-
ver el problema de mı́nimos cuadrados lineales
inicial.

Queda como un reto para nosotros y nuestros
lectores, desarrollar una teoŕıa similar que per-
mita caracterizar las soluciones de los subpro-
blemas de mı́nimos cuadrados para el caso ge-
neralizado del estimador jackknife en el cual se

elimina más de una observación de la muestra
inicial para plantear los subproblemas (Esti-
mador jackknife agrupado).
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to, manteniendo la misma eficiencia de compu-
to.

Al igual que en [Mart́ınez-Sanabria, 2000], este
resultado permite hacer cálculos más eficientes
siempre que el algoritmo que se utilice para re-
solver los diferentes subproblemas de mı́nimos
cuadrados lineales requeridos por el estimador
jackknife sea el mismo que se utilice para resol-
ver el problema de mı́nimos cuadrados lineales
inicial.

Queda como un reto para nosotros y nuestros
lectores, desarrollar una teoŕıa similar que per-
mita caracterizar las soluciones de los subpro-
blemas de mı́nimos cuadrados para el caso ge-
neralizado del estimador jackknife en el cual se

elimina más de una observación de la muestra
inicial para plantear los subproblemas (Esti-
mador jackknife agrupado).
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