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En este articulo, extendemos al problema de minimos cuadrados lineales de ran-

go deficiente, el resultado presentado en [Martinez-Sanabria, 2006], el cual reduce de
2 -1 3
n(rr;) +n(m—1)+ Tg} a m[3n + n?] el costo del algoritmo standard para cal-

cular el estimador jackknife para minimos cuadrados lineales de rango completo.
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Abstract
In this article, we extend to the linear least squares problem of rank deficient, the result
2 3
—1
given in [Martinez-Sanabria, 2006], which reduces from m n(m2) +n(m—1)+ %

to m[3n 4+ n?] the standard algorithm cost of computing the jackknife estimator for the
linear least squares problem of full range.

Key words: Jackknife estimator, Linear least squares problem, full range, rank defi-
cient.

“Trabajo presentado en las XV Jornadas en Estadistica e Informdtica de la ESPOL en Guayaquil, Ecuador,
2008. Los resultados previos a este trabajo se obtuvieron en el marco del proyecto de investigacion Cdlculo
Eficiente del Estimador Jackknife para Minimos Cuadrados Lineales, inscrito en la Vicerrectoria de Investigacién
de la Universidad del Valle.

“Profesor Titular, AA 25360, Departamento de Matemaéticas, Universidad del Valle. hec-
tor.martinez@correounivalle.edu.co

“Profesora  Titular, AA 25360, Departamento de Mateméticas, Universidad del Valle.
ana.sanabria@correounivalle. edu.co



416

REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXVI, NUMERO 141 - DICIEMBRE 2012

1. Introduccién.

Los estimadores basados en técnicas
de re-muestreo como el jackknife, por
sus propiedades estadisticas [Efron, 1994],
[Kovar-Rao-Wu, 1988], [Shao-Tu, 1996], son
cada vez mas usados, tanto en general, como en
particular, en el problema de minimos cuadra-
dos lineales [Weber-Welsh, 1983], para reducir
el sesgo de las estimaciones [Miller, 1974], y es-
timar varianzas [Wolter, 1985] e intervalos de
confilanza [Kleinjuen—et. al, 1987], principal-
mente. Ademas, en las dos tltimas décadas,
este tipo de métodos han ganado importan-
cia debido a las facilidades computacionales
de los nuevos tiempos. Pero, como parale-
lamente ha aumentado la dimension de los
problemas a resolver, las facilidades compu-
tacionales no eximen de la necesidad de buscar
algoritmos mas eficientes para los calculos. En
[Martinez-Sanabria, 2006, usando convenien-
temente propiedades basicas del dlgebra lineal,
se propone un algoritmo mucho mas eficiente
que el algoritmo standard para el cdlculo de
Estimador Jackknife para Minimos Cuadra-
dos Lineales (EJMCL), que funciona cuando
el problema de estimacion inicial es de rango
completo.

En este articulo, proponemos una mo-
dificaciéon al  algoritmo  propuesto en
[Martinez-Sanabria, 2006], de tal manera que
conserve la eficiencia sin requerir condicién
alguna sobre el problema inicial ni sobre los
subproblemas involucrados en la estimacion
jackknife.

Para lograr este propdsito, inicialmente, recor-
damos la definicién del estimador jackknife pa-
ra el problema de minimos cuadrados lineales
de rango completo, luego presentamos el algo-
ritmo standard para el calculo del EJMCL y los
aportes, en este sentido, hechos por Martinez
y Sanabria [Martinez-Sanabria, 2000] y
[Martinez-Sanabria, 2006]. Posteriormente, sin

usar el supuesto de rango completo de la ma-
triz inicial del Problema de Minimos Cuadra-
dos Lineales (PMCL), presentamos una nueva
caracterizaciéon de la o las soluciones de los
subproblemas de minimos cuadrados (no ne-
cesariamente de rango completo), requeridas
para el calculo del EJMCL. Finalmente, con
base en este resultado, proponemos la modifi-
cacion al algoritmo planteado anteriormente,
la cual es el objetivo central de este articulo.

2. Estimador Jackknife pa-
ra Minimos Cuadrados Linea-
les(EJMCL).

Como se plante6 en [Martinez-Sanabria, 2000]
y [Martinez-Sanabria, 2006], dado un pardme-
tro 6 y un estimador 1" = t,(Yy,---,Y,,) de
este parametro, se puede construir otro estima-
dor utilizando la técnica de jackknife, la cual
consiste en corregir el estimador inicial con ba-
se en el promedio de los m estimadores que
se obtienen al aplicar el procedimiento inicial
de estimacién a cada una de las submuestras
que resultan al eliminar una observacién de la
muestra inicial.

Formalmente, dada Y7,Y5, -+ ,Y,,, una mues-
tra aleatoria de una poblacién caracterizada
por un pardametro 6 y T = t,(Y1,---,Yn)
un estimador de 6, se calculan los estimado-

res T; = tm1 (Y1, -+, Yio1, Yipr, -+, Vi) para
1 =1,---,my luego se calcula el estimador
7, = L3 T = (m - 1))
=— mT — (m —1)T;
Tom i=1
—T;

ZmT—(m—l);E (1)
=T+ (m—1) (T—Z%)

llamado estimador jackknife [Behar-Yepes, 1991],
[Efron, 1994], [Miller, 1974], [Shao-Tu, 1996,
[Kovar-Rao-Wu, 1988].
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En particular, dado el conjunto de observacio-
nes (al, o;), parai =1,--- ,m, donde a; € R",
m>ny aq; € R, el problema de estimar x tal
que a; = al'z, por el método de los minimos

cuadrados, se reduce a encontrar T tal que
AT — = min ||Ax —
147 = y|l; = min || Az —y]l2 ,
donde A = [ay, - ,an)T yy = (a1, -+, an)T,

lo cual se conoce como el Problema de Minimos
Cuadrados Lineales (PMCL).

Asi, el estimador jackknife para minimos cua-
drados es

m

xJ:mic\—(m—l)Z

=1

2

8)

donde 7; es tal que
| AiT; — yill2 = min [ Az — yill2

T

con A; = [ay, -, @1, Qip1, 0 ,Gp) T Y =
T

(0417"' s Q—1, Qg 1, >Oém) .

3. Algoritmos para calcular el
EJMCL.

Por lo descrito en la seccién anterior, el algo-
ritmo para calcular el EJMCL se divide en tres
pasos:

0. Dados A € R™" y € R™,

1. Resolver min||Ax — y||2, SALIDA: Z.
TER™

2. Parat=1,---,m
Resolver min||4;x — ;|3 , SALIDA: ;.
rERM
m /\A
3. Calcular xJ:mf—(m—l)Z% )

i=1
SALIDA: x.

Si las matrices A y A;, parai=1,---,m, son
todas de rango completo, los problemas de los

Pasos 1 y 2 se reducen a encontrar las solucio-
nes unicas de las ecuaciones

AT Az = ATy y Al Ajr = Aly;,

para ¢ = 1,--- ,m. En otras palabras, dichos
pasos se reducen a calcular

/x\ = (ATA)_lATy y 33\1 = (AlTAz)_lA?yZ,
parat=1,--- m.

Para este caso, en [Martinez-Sanabria, 2000],
los autores proponen un algoritmo que reduce
el costo de los calculos de 7;, una vez 7 esté cal-
culado.

Parat=1,--- ,m.

{Resolver AT A;x = ATy}

- Resolver Sz; = a;.

- Calcular §; = a! 2;.

- Calcular o; =1 — 6;.

- Calcular 3; = 21'd — «;6;.

- Calcular z; = = + <§— — ocl-> %
SALIDA: 7;.

Como soporte tedrico de este algorit-
mo, con base en ciertas relaciones en-
tre las matrices y los vectores invo-
lucrados  [Martinez-Sanabria, 2000] y la
propiedad de matrices invertibles da-
da por Shermann-Morrison-Woodbury
[Dennis-Schnabel, 1983], Martinez y Sana-
bria obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 1 [Martinez-Sanabria, 2000] . Da-
das las matrices A = [ay, -+ ,a,]" de orden
mxny A =lay,- 01,00, 0" de
orden (m — 1) x n, ambas de rango comple-
to, y los vectores y = (aq,--- ,Ozm)T e R™y
yi = (o, i1, Qigr, oo )T € ROMTY,
la solucion de AT A;x = ATy, estd dada por

~ ~ Z;Fdi
T, =+ — 0G|z,
0;

donde T es la solucion de AT Ax = ATy, z; es
la solucion de ATAz = a;, o, = 1 —alz y
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Mas tarde, para fortalecer el resultado ante-
rior, en [Martinez-Sanabria, 2006], los autores
encontraron una caracterizacion del conjunto
solucién de AT A;z = ATy;, basada en la solu-
cién de AT Az = ATy, independientemente de
si la matriz A; es o no de rango completo.

Teorema 2. [Martinez-Sanabria, 2006] Dada

la matriz A = [ay, - ,a,]T € R™™ de rango
completo y la solucion T de AT Ax = ATy, don-
dey= (a1, ,ap,)T € R™, sio; =1—alz =

0 y Z; es una solucion de AT A;x = d;, entonces
Ty =T + vz para algin v € R y z; la solucion
de ATAz = a;. (Ademds, se demuestra que si
o 7& 07 Y= %Zdl - ai)

Este resultado, les permiti6 a Martinez y Sa-
nabria implementar una ligera modificacién
del segundo paso del algoritmo propuesto en
[Martinez-Sanabria, 2000], para seguir siendo
eficientes en el calculo del estimador jackk-
nife para minimos cuadrados lineales con la

condicion unica que A sea de rango completo
[Martinez-Sanabria, 2006]:

Para:=1,--- ,m.
{Resolver AT Ajx = ATy}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular §; = a! z;.
- Calcular o; =1 — 6;.
Si g; 7é 0,
{ Solucion tinica }
Bi = Z,LTd - O[Z(SZ
_ B
Vi = Ty
0i
Si no,
{ Escoja una de las infinitas
soluciones }
7 = 0.
end si
end para
SALIDA: T;.

Como este tltimo algoritmo solo estd garanti-

zado si la matriz A es de rango completo, nos
vimos obligados a continuar con la buisqueda de
resultados que nos permitieran una caracteri-
zacién de la o las soluciones de AT A;z = ATy,
basada en una solucién de AT Az = ATy, inde-
pendientemente de si las matrices A y A; son
o no de rango completo. A continuacion, pre-
sentamos los resultados de esta bisqueda.

4. Caracterizacién del conjunto
solucién de Al A;x = Aly;.

Lema. Dada la matriz A = [ay, -+ ,a,)" de
orden mxn y una solucion T de AT Ax = ATy,
donde y = (a1, -+ ,am)f € R™, si 0y =

1 —alz = 0, entonces al7 — a; = 0, donde

2 es una solucion de AT Az = a;.

Demostracién: Si S = ATA, d; =
Afyi, Ay = [alf"7ai71>ai+17"’7am]T €
Rim=1xn G — ATA;, Sy = di y yi =

(alv R 0 7 P 0 7 T 7am)T S R(m—l)’ te-
nemos que, como d = ATy = d; + oai,
S = S + aa] (ver Lemas 1 y 2 en

[Martinez-Sanabria, 2000]) y ST = d = d; +
a;a;, entonces 2! ST = 21'd; + ozl a;. Ademas,
como Sz = a; se tiene que a7 = zl'd; +
aiziTai. Por lo tanto,

T~
a; T — o

ZHdi + oi(zla; — 1)
T T
Z; Sﬂfl + Ozi(zi a; — 1)
ziT(S — aiaf)xi + ozi(ziTaZ- —1)
T

i

T T T ~
z; Sx; — z; aa; v+ oz a; — 1

fri— 2
= (1—-2'a)alz; + (2 a; — 1)
= (-7 a)(afzi — i) ,

= a aial v +ai(zla; — 1)

de donde resulta obvio que si o; = 1—27a; = 0,
entonces a! T — a; = 0.

|

El Teorema 1 establece que si o; = 1—al z; # 0,
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entonces A; es de rango completo y

~ ~ Z;‘Fdi
T, =T+ —Q; | Z; .

0

Aligual que en [Martinez-Sanabria, 2006], vea-
mos que, en caso que o; = 0, utilizando el Lema

anterior, podemos determinar algunas solucio-
nes de AT Az = Aly;.

Teorema 3. Bajo las mismas condiciones del
Lema anterior, si o0; = 1 — aiTzi = 0, se tiene
que T; = T+z; es solucion de A;TFAZ-x = A;fpyi,
para todo v € R.

Demostracion: Usando la misma notacién
que en la demostracion del Lema anterior, sea
v € R,

Si(@+vz) = (S—aal )(T+vz)

= ST +7Sz — a;al T — yaa] z;

T T

= d + ’}/al(l — CliTZi) — aiain .

= d+ va; — a;a

Usando la hipétesis o; = 0, por el Lema ante-
rior, a7 = «; y por lo tanto

Sl</l‘\+ ’721) =d— a; 0 = dl .
O

Para completar la caracterizacion de las solu-
ciones de AT A;xz = d;, obtuvimos el siguiente
resultado.

Teorema 4. Bajo los supuestos del Lema an-
terior, si ¥; es una solucion de AlTAix = d;,
entonces T; = T + v;z; para algin v; € Ry
zi una solucion de ATAx = a;. Ademds, si
o;=1—alz #0, entonces

al'r — q
ym HE0 @)

a;

Demostracion: Usando la misma notacién
que en la demostracion del Lema anterior, si

Six; = d; )

entonces,
S@ - aia?@ = (d - Oéi(li) .
Por tanto,

~ T~
Sz, = d—oa;+aa; T

~ T~
= ST —wa; +aa; T,

y
~ ~ T~
Sz, — ) = (a; &; — o;)a; .

Asi que

Ti— T =iz ,
para algin v, € R y un z; tal que Sz; = q;.
Como Z; = T + 7;2; es solucién de Sz; = d;,
entonces

T ~

(S —a;a; ) (T +vz) =d— a; .
Y puesto que ST = d, entonces
T T
ViSZi — a;a; T — V0,05 2 = —0ua; .

Ahora, como Sz; = a;, se tiene que

T T

(1 —a; zi)a; = (a; T — o;)a;.
T

a; T — o

De aqui que 7; = ,sio;=1—alz #

1—alz
0 y, por el Lema anterior, v; serd cualquier
nimero real, si o; = 0 (ver Teorema 3).

|

Es de anotar que, si el problema original es
de rango completo; es decir, S es invertible,
este 7; coincide con el escalar encontrado en
[Martinez-Sanabria, 2000]. En este caso, T =
S7ld = S7'd; + a;S~a,. Por lo tanto, al 7T =
alS71d; + c;aF S7'a; = 2'd; + z;af 2;. Reem-
plazando este resultado en (2), tenemos que
2Id; + cyal 2 — oy

)

Oi
T T
o zidi — (1 —a; %)
0
T
z; d;
= —_ 057;
0
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que es el escalar obtenido en el Teorema 1, de-
mostrado en [Martinez-Sanabria, 2000].

5. Algoritmo modificado y ge-
neralizado para el calculo del
EJMCL.

Los resultados anteriores nos permiten imple-
mentar una ligera modificacion del algoritmo
propuesto en [Martinez-Sanabria, 2006] para
seguir siendo eficientes en el célculo del estima-
dor jackknife para minimos cuadrados lineales,
ain en el caso que A sea de rango deficiente.
Dicho algoritmo modificado y generalizado pa-
ra calcular 7; aparece a continuacion.

Para:=1,--- ,m.
{Resolver Al A;x = ATy,.}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular 6; = a z;.
- Calcular o; =1 — 9,.
Si g; 7é O,
{ Solucidn inica }
al'? —
v = ——.
Si no,
{ Escoja una de las infinitas
soluciones }
v = 0.
end si
52‘ =T+ YiZi-
end para
SALIDA: T;.

a;

Al comparar este algoritmo con el propuesto en
la Seccién 5 de [Martinez-Sanabria, 2006], po-
demos concluir que la diferencia aparece por la
posibilidad que existe que A sea de rango defi-
ciente y por lo tanto que el PMCL inicial tenga
infinitas soluciones. En este caso, con base en
una solucién del problema inicial, podemos cal-
cular una solucién de los subproblemas reque-
ridos para la estimacién de jackknife, simple-
mente calculando una solucién de AT Az = a;

y un escalar apropiado (ver (2)).

Al igual que en [Martinez-Sanabria, 2006], si
o; = 0 (subproblema de rango deficiente), el
subproblema tiene infinitas soluciones, en don-
de sugerimos tomar como soluciéon la misma
que se tomo para el problema inicial (y; = 0 =
Z; = 7). En consecuencia, como se demostro en
[Martinez-Sanabria, 2000], este algoritmo re-
duce el costo de solucién de los subproble-

mas aunque no sean de rango completo, de
2 -1 3
% +n(m—1)+ %] a m[3n + n?]

el nimero de flops requeridos para el célculo
del estimador jackknife de minimos cuadrados
lineales (EJMCL) para un modelo lineal atin si
este es de rango deficiente, siendo n el nimero
de parametros a estimar y m el tamano de la
muestra.

Es mas, si no se necesitan los EMCL de ca-
da una de las submuestras, se puede obtener
el EJMCL sin calcular los EMCL, mediante la
expresion

oom =1

Tg=T— ———— Vi%i
m 4
i=1

con la ventaja adicional de saber que algunos
v; son cero, lo cual simplifica la sumatoria de
la expresion anterior.

6 . Conclusiones

En este articulo, se ha caracterizado completa-
mente el conjunto solucion de los subproblemas
de minimos cuadrados lineales que resultan en
el calculo del estimador jackknife de minimos
cuadrados lineales de un modelo lineal, atin en
el caso que éste sea de rango deficiente.

Este resultado permite modificar el algoritmo
propuesto en [Martinez-Sanabria, 2006] para
calcular el mencionado estimador, sin reque-
rir que ninguno de los problemas involucrados
(inicial o subproblemas) sean de rango comple-
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to, manteniendo la misma eficiencia de compu-
to.

Aligual que en [Martinez-Sanabria, 2000], este
resultado permite hacer calculos mas eficientes
siempre que el algoritmo que se utilice para re-
solver los diferentes subproblemas de minimos
cuadrados lineales requeridos por el estimador
jackknife sea el mismo que se utilice para resol-
ver el problema de minimos cuadrados lineales
inicial.

Queda como un reto para nosotros y nuestros
lectores, desarrollar una teoria similar que per-
mita caracterizar las soluciones de los subpro-
blemas de minimos cuadrados para el caso ge-
neralizado del estimador jackknife en el cual se
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