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Se estudian los descriptores estadisticos (nivel de anisotropia estadistica y niveles de no
gaussianidad)de la perturbacion primordial en la curvatura { para modelos cosmoldgicos
inflacionarios que incluyen campos escalares y vectoriales, estos Gltimos propuestos para incluir
violaciones de la isotropia estadistica. Para estos modelos se encuentra que es posible obtener
relaciones de consistencia entre los descriptores estadisticos, los cuales poseen una contraparte
observacional y que por ende permiten validar o desechar un modelo teérico. Finalmente se mues-
tra que los resultados obtenidos estan de acuerdo con los datos observacionales mas recientes.
Como un subproducto de este estudio, presentamos en este articulo la definicién del verdadero
principio cosmoldgico.
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Abstract

We study the statistical descriptors (the level of statistical anisotropy and the levels of non-
gaussianity) of the primordial curvature perturbation ¢ for cosmological inflationary models that include
scalar fields as well as vector fields, the latter being proposed to include violations of the statistical iso-
tropy. It is found for these models that it is possible to obtain consistency relations among the statistical
descriptors, which possess an observational counterpart and that therefore allow us to keep or reject
a theoretical model. Finally, we show that the obtained results agree with the most recent observatio-
nal data. As a byproduct of this study, we present in this paper the definition of the true cosmological

principle.

Key words: Cosmology, Statistical anisotropy, Non-gaussianity, Primordial curvature perturbation.

1. Introduccion

El desarrollo de la cosmologia moderna centra sus ci-
mientos en el principio cosmolégico, aquél que sefiala que
el Universo luce igual en todas las direcciones (isétropo)
con respecto a cualquier regién de volumen superior a 10°
Mpc?, y en consecuencia luce igual en cada una de estas re-
giones (homogéneo)*™. Generalmente se piensa que el prin-
cipio cosmoldgico tuvo sus origenes en la observacidn, pero
es bien sabido que las observaciones de la distribucion de ga-
laxias en escalas mayores a 100 Mpc datan de no més de dos
décadas atrds, asi como los datos de radiacion cdésmica de
fondo (RCF) datan desde la década de los 60’s. En realidad
el principio cosmoldgico es resultado de una linea de pen-
samiento filos6fico establecida en la época de los antiguos
griegos, el cual coincidencialmente termind siendo coheren-
te con las observaciones modernas. Sin embargo, qué pode-
mos entender como un Universo isétropo con respecto a to-
das las regiones (y por lo tanto homogéneo) a grandes esca-
las? Si dividimos el Universo en cubos de volumen de unos
pocos Megaparsecs clibicos, encontraremos que la densidad
de energia puede variar considerablemente de cubo a cubo;
esto por supuesto implica que el Universo a esta escala no es
homogéneo y por ende no es isétropo con respecto a todos
los cubos. Por el contrario, si se divide el Universo en cu-
bos de volumen superior a los 106 Mpc?, se podré observar
que en promedio el Universo luce homogéneo e isétropo con
respecto a todos los cubos. Lo anterior nos invita a funda-
mentar todos nuestros desarrollos en cosmologfa: la métrica
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), las ecuaciones de
Friedmann y de continuidad, la evolucién postinflacionaria
del Universo, el proceso de nucleosintesis, etc., a partir del
sacro principio cosmolégico. Con respecto al primer punto,
la métrica de FRW se construye a partir de la simetria de

invarianza ante rotaciones espaciales (Weinberg, 1972) (la
cual realmente es la definicién formal de isotropfa) con res-
pecto a todos los puntos, que a su vez implica la simetria de
invarianza ante translaciones espaciales (Mukhanov, 2005)
(la cual realmente es la definicién formal de homogeneidad).
La estructura a gran escala que observamos hoy en dia es el
resultado de la evolucién de perturbaciones en la densidad
de energia en un fondo absolutamente isétropo con respecto
a todos los puntos y por consiguiente homogéneo (de ahi que
dicho fondo venga descrito por la métrica de FRW). El prin-
cipio cosmoldgico, como un producto de la observacion y no
de la filosofia, no corresponde al conjunto de simetrias des-
critas anteriormente asociadas al fondo sino al mismo con-
junto de simetrias asociadas a la estructura a gran escala ob-
servada. Puesto que en este caso este conjunto de simetrias
no se respeta, pero atn asi podemos hablar en promedio de
homogeneidad e isotropia con respecto a todos los cubos, es
necesario definir claramente qué entendemos por principio
cosmoldgico.

La primera parte de este articulo (Seccion 2) estd dedica-
da a la formulacién clara del principio cosmolégico en térmi-
nos de lo que se denomina la homogeneidad e isotropfa es-
tadistica. Para ello se introducirédn los correladores de n pun-
tos en perturbaciones cosmoldgicas que son base fundamen-
tal para el estudio de los mecanismos que dan origen a las
estructuras a gran escala. Estos correladores describen la es-
tadistica de las estructuras presentes y por consiguiente pue-
den darnos informacién acerca de posibles desviaciones del
(no tan) sacro principio cosmolégico, asi como del cardcter
gaussiano o no gaussiano de tales esctructuras. En la actuali-
dad poseemos pistas que nos conducen a pensar que existen
violaciones tanto de la homogeneidad como de la isotropia
estadistica hasta un maximo relativo del 10 % (Groeneboom,
Ackerman, Wehus, & Eriksen, 2010; Hansen et. al., 2009;

#En este caso se dice que el Universo es homogéneo e istropo a gran escala. El conjunto de palabras “gran escala” hace referencia al hecho de que se

estd considerando regiones del Universo de volumen superior a 108 Mpc?.
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Hoftuft ez. al., 2009). Tales pistas serdn discutidas en la Sec-
cién 3.

Si bien violaciones en la homogeneidad estadistica son
posibles de acuerdo a lo discutido en la Seccién 3, son las
violaciones en la isotropia estadfistica las que mds se han
estudiado hasta el momento (debido a que la ausencia de
homogeneidad estadistica nos impediria contrastar los re-
sultados derivados de los diferentes modelos cosmolégicos
con las observaciones via el teorema ergédico™). La aniso-
tropia estadistica se genera simultdneamente por cierto mon-
to de expansién anisétropa pero también por la naturaleza
anisétropa de los campos involucrados en el mecanismo de
expansion inflacionaria. Varios tipos de campos han sido es-
tudiados hasta el momento con el fin de generar este efecto:
campos vectoriales (véase por ejemplo (Golovnev, Mukha-
nov, & Vanchurin, 2008b)), campos espinoriales (Bohmer
& Mota, 2008), p-formas (Germani & Kehagias, 2009), pe-
ro en este articulo s6lo nos concentraremos en el primer tipo,
realizando en la Seccién 3 una introduccién a la anisotropia
estadfstica y la no gaussianidad en modelos inflacionarios
que involucran campos vectoriales.

La distribucién de las estructuras a gran escala en el Uni-
verso ha sido bien estudiada por las sondas galacticas (Aiha-
ra et. al., 2011) y por las misiones espaciales dedicadas a
estudiar la RCF (Komatsu et. al., 2011). Se ha concluido
que el perfil de distribucién de densidad de energia, asi co-
mo el de temperatura de la RCF, es pricticamente gaus-
siano. Sin embargo, los mismos resultados observacionales
son consistentes con pequefas desviaciones con respecto a
la gaussianidad exacta, con una cota superior del orden de
una parte en 10° (Komatsu et. al., 2011). Normalmente los
modelos inflacionarios convencionales (aquéllos basados en
campos escalares y que por consiguiente respetan la homo-
geneidad e isotropia estadistica a través del teorema del no
cabello césmico (Starobinsky, 1983; Wald, 1983)) pueden
desviarsen de la gaussianidad exacta hasta en una parte en
107 (Komatsu, 2010), haciendo que sea imposible someter-
los a la prueba observacional y discriminar entre ellos en vis-
ta de la actual precisién experimental. En contraste, los mo-
delos inflacionarios que involucran campos vectoriales pue-
den fdcilmente generar niveles de no gaussianidad aprecia-
bles, altamente anisétropos, pero alin consistentes con las
cotas observacionales (Karciauskas, Dimopoulos & Lyth,
2009; Valenzuela-Toledo & Rodriguez, 2010; Valenzuela-
Toledo, Rodriguez, & Lyth, 2009), perteneciendo de esta
manera al selecto grupo de modelos que pueden ser discri-
minados mediante estas pruebas. En las Secciones 4 y 5 se
discuten los aspectos més importantes concernientes a la ge-
neracién de no gaussianidad primordial en modelos inflacio-

narios con campos vectoriales, enfatizando en la Seccién 5
en la tremenda utilidad que tendrfan las relaciones de consis-
tencia entre el nivel de anisotropia estadistica y los niveles
de no gaussianidad en la puesta a prueba de los modelos in-
flacionarios que involucran campos vectoriales a la luz de las
observaciones.

2. El principio Cosmologico: homogeneidad
e isotropia estadistica

Las existencia de galaxias, cimulos, supercimulos, fi-
lamentos, pero también de regiones de espacio vacio clara-
mente nos ensefla que nuestro Universo no es homogéneo
y en consecuencia no es isétropo con respecto a todos los
puntos. Por esta razén nuestro Universo no puede ser des-
crito mediante la métrica de FRW. Sin embargo, las mismas
observaciones nos han ensefiado también que las estructu-
ras presentes pueden ser descritas adecuadamente a través de
perturbaciones en esta métrica. El procedimiento a seguir es
asignar un sistema coordenado cartesiano a nuestro espacio-
tiempo de tal manera que en cada hipersuperficie de tiempo
t constante la densidad de energia sea uniforme, exigir que
las lineas descritas por coordenadas espaciales x constantes
sean lfneas de mundo de observadores tipicos en caida li-
bre, y hacer uso de la suposicién de universos separados (Di-
mopoulos, Karciauskas, Lyth & Rodriguez, 2009; Lyth &
Liddle, 2009) que permite describir cada punto del espacio
en escalas de superhorizonte como si fuese un universo se-
parado el cual evoluciona localmente de forma homogénea.
Asi, la parte espacial de la métrica de FRW perturbada viene
descrita por:

Gij = GZ(t)EZC(t’x)%g‘(t,X) , (D

en donde a(t) es el pardmetro de expansion global, ¢ es la
perturbacion en la curvatura, y 7;; es una cantidad que da
cuenta de las perturbaciones tensoriales y cuyo determinante
es igual a uno®. La perturbacién en la curvatura ¢ es la canti-
dad mds importante en cosmologia; es mediante ella que po-
demos describir la estadistica de las estructuras a gran escala,
y es precisamente ella la que nos permitird definir adecuada-
mente el principio cosmolégico.

Como se discuti6 en la Introduccién, si dividimos el Uni-
verso en cubos de volumen mayor a 10% Mpc? encontraremos
que la distribucién del contenido energético es en promedio
similar en cada cubo. De alli que digamos que el Univer-
so es homogéneo, pero esta palabra “homogéneo” debemos
entenderla en relacion con la homogeneidad estadistica. De

#3E] teorema ergddico, y las hipétesis que conducen a éste, se presentan y discuten en (Weinberg, 2008).
#Cuando 7v;; depende del tiempo, la expansién es anisétropa (Dimopoulos, Karéiauskas, Lyth & Rodriguez, 2009).
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manera similar, podemos decir que el Universo es isdtropo
con respecto a todos los cubos, pero esta palabra ‘isotropo”
debemos entenderla en relacién con la isotropia estadistica.
La siguiente subseccién presenta las respectivas definiciones
de homogeneidad estadistica e isotropia estadistica que dan
cuenta del verdadero principio cosmoldgico, asi como la de-
finicion de gaussianidad que se empleard mds adelante en
este articulo.

2.1. Homogeneidad estadistica, isotropia es-
tadistica, y gaussianidad

La mecdnica cudntica s6lo nos permite predecir las pro-
babilidades de diferentes resultados después de un expe-
rimento en un ensamble de sistemas, en contraste con la
mecdnica clésica la cual s nos permite predecir el resultado
exacto después de un experimento en s6lo un elemento del
ensamble. Puesto que el mecanismo fisico subyacente en la
generacion de perturbaciones cosmolégicas es de naturaleza
cudntica, los cosmdélogos estdn mds interesados en estudiar
las propiedades estadisticas de un mapa de perturbaciones,
digase el mapa de la RCF o el mapa de la distribucién de ga-
laxias. La manera de hacer esto es via los correladores de n
puntos de las perturbaciones en el espacio real. Realicemos
una expansién en integral de Fourier de {(x) en el espacio

real:
&Pk .
) = [ e, @

en donde {(k) es un modo de Fourier genérico de {(x). Los
correladores de n puntos de {(x) son promedios sobre el en-
samble de los productos {(x1)¢(x2)...{(xXn) en donde xi,

Xo, ..., X, representan diferentes puntos en el espacio®’:

(C(x1)C(X2). . (x0)) =
/d3k1 d3k2 dSkn 6i(k1-x1+k2-xg+m+k".x”)X
(27)3 (2m)3 " (2m)3

x (Ck1)C(kz).C(kn)) . (3)

Asi, las funciones de correlacién en el espacio real pue-
den ser estudiadas via las funciones de correlacién en el es-
pacio de momentum. Veamos ahora el significado de homo-
geneidad estadfstica, isotropia estadistica, y gaussianidad.

Homogeneidad estadistica

Por supuesto el mapa de perturbaciones no es homogéneo
(i.e., invariante bajo translaciones espaciales), pero puede ser
que la funcién de distribucion de probabilidad que gobierna
a {(x) si lo sea, lo cual es [lamado homogeneidad estadistica

(Abramo & Pereira, 2010; Lyth & Liddle, 2009, Wein-
berg, 2008). Esto significa que los correladores de n puntos
en el espacio real son invariantes bajo translaciones en el es-
pacio, i.e.

{C(x1+d)((x2+d)...{(xn+d)) = (((x1)(x2)--{(Xn)) , 4)

en donde d es algin vector en el espacio real que establece
el monto de la translacion espacial. La tnica forma de lo-
grar esto, en vista de la Ec. (3), es expresar el argumento de
la funcién exponencial dentro de la integral com la suma de
varios términos de la forma f(x; — x;), lo cual es a su vez
posible (pero no es la tnica posibilidad) si los correladores
de n puntos en el espacio de momentum son proporcionales
a la funcién delta de Dirac:

(¢(k1)C(ka)...¢(kn)) = (2m)°8° (Kuz...n) M (k1 K2, oo ki) -

&)
En la anterior expresion, kio, , significak; +ko+...+ky,, y
la funcién M (kq, ks, ..., k;,) es llamada el (n — 1)-espectro.
La homogeneidad estadistica es absolutamente necesaria co-
mo una hipétesis del teorema ergddico (Weinberg, 2008); de
otra manera, aunque sf disponemos de un marco teérico para
hacer célculos y aunque si disponemos de un monto signifi-
cativo de datos observacionales con precisién sin preceden-
tes, no podriamos comparar lo uno con lo otro.

Isotropia estadistica

Una vez la homogeneidad estadistica ha sido asegurada,
en la forma de la Ec. (5), nos preguntamos acerca de la in-
varianza ante rotaciones espaciales (i.e. isotropia). De nuevo
por supuesto, el mapa de las perturbaciones no es isétropo,
pero puede que la funcién de distribucién de probabilidad
que gobierna a {(x) sf 1o sea, lo cual es llamado isotropia es-
tadistica (Abramo & Pereira, 2010; Lyth & Liddle, 2009,
Weinberg, 2008). Esto significa que los correladores de n
puntos en el espacio real son invariantes bajo rotaciones en
el espacio, i.e.

(C(x1){(X2)---C(Xn)) = ((x1)¢(%2).-{(%n)), (6)

en donde x; = R x;, siendo R un operador de rotacién. Para
satisfacer el anterior requerimiento, el (n — 1)-espectro debe
satisfacer la condicion

Me(ky, ko, . kp) = Mc(ky, ko, . k) (7

en donde las tildes sobre los momentums representan tam-
bién una rotacién espacial, parametrizada por R, en el es-
pacio de momentum. Esta condicidén tiene consecuencias

#1E] promedio sobre el ensamble dentro de la integral es sobre los modos de Fourier solamente puesto que ellos son las variables estocdsticas.
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mds explicitas en el espectro (1-espectro) y el biespectro (2-
espectro):

Mg(k],kg) = PC(kla kQ) = Pg(k) s (8)
Me(ki, ko, k3) = Be(ki, ko, k) = Be(ki, ko, k3), (9)

en donde en la primera linea &k = |ki| = |ksl, y en la se-

gunda linea k; = |ky|. A partir del triespectro (3-espectro),
la condicion en la Ec. (7) acerca de la isotropia estadistica en
todos los (n — 1)-espectros de mds alto orden no puede ser
reducida a condiciones similares a aquéllas en las Ecs. (8) y
{9), de tal manera que la forma minima de parametrizar los
(n — 1)-espectros (con n > 4) serd siempre en términos de
todos los n vectores de onda.

Gaussianidad

La gaussianidad puede ser definida ya sea via las per-
turbaciones ((x) en el espacio real o via las perturbaciones
¢(k) en el espacio de momentum. Hablemos primero acer-
ca de las Gltimas y luego regresaremos sobre las primeras.
Decimos que la funcién de distribucién de probabilidad que
gobierna a {(k) es gaussiana si para diferentes vectores de
onda las perturbaciones no estdn correlacionadas:*®

(C(k1)¢ (ko)) = (27)°8° (kaa) P (ky) (10

y si los correladores de n puntos, con n siendo impar, son
cero, mientras que aquéllos con n siendo par son iguales a la
suma sobre todas las formas de aparear ((k)s con cada uno
de los otros de un producto de correladores de dos puntos de
los pares #9 (Lyth & Liddle, 2009; Weinberg, 2008):

(C(k1)¢(kz)¢(ks)) = 0, (n
(C(k1)C(k2)¢(ks)C(ka)) = (¢(ku)C(k2))(C(ks)((ka))+
+ (C(k1)¢(ks)) (C(k2)¢(ka))+
+ (k)¢ (ka)) (C(k2)C(ks)) (12)
— (27%)6% (k12)8% (kaa)
x Pe(k)Po(ks) +2p., (13

y asi sucesivamente, en donde 2 p. significa dos permutacio-
nes. Las Ecs. (10) y (13) muestran claramente que la homo-
geneidad estadistica es una condicién necesaria mas no sufi-
ciente para que la funcién de distribucién de probabilidad que
gobierna a (k) sea gaussiana (Dimopoulos, Kardiauskas,
Lyth & Rodriguez, 2009; Lyth & Liddle, 2009). Ahora,
regresando a las perturbaciones ((x) en el espacio real, es
posible mostrar que la condicién de gaussianidad expresada
arriba implica que la funcién de distribucién de probabilidad

P(¢(x)) esta dada por

PC(X) = ——t

VIR ()

la cual es la definicién usual de una funcién de distribucién
de probabilidad gaussiana. Sin embargo, exigiendo que las
Ecs. (11), (12), y asi sucesivamente se satisfagan para ((x),
en vez de para ((k), también da lugar a la Ec. (14) sin re-
querir gaussianidad en los modos ¢ (k). En otras palabras, la
gaussianidad en (k) es una condicién suficiente pero no ne-
cesaria para la gaussianidad en ¢(x); de hecho, via el teore-
ma del limite central (Adler, 1981; Karlin & Taylor, 1975),
((x) puede llegar a ser gaussiana simplemente si es expresa-
da como una suma de cantidades no correlacionadas (¢ (k))
incluso si ellas no son gaussianas.

Cuando las perturbaciones (k) no son gaussianas, pe-
ro adn asumiendo homogeneidad estadistica, los correlado-
res de n puntos en el espacio de momentum, con n > 3,
son expresados en términos de los correladores de n puntos
“conectados” (identificados con el subindice c¢) los cuales es-
tablecen la desviacién de la condicion de gaussianidad:

=62 (2)/2(¢* (%)) , (14)

(C(k1)¢(ka)) = (2m)%0% (kaz) P (k) (15)
(C(k1)C(k2)¢(ks)) = (C(k1)¢(ka)C(ks))e (16)
= (27)°0° (k123) Be(k1, ko, k3),  (17)
(C(k1)¢(ka)C(ka)C(ka)) = (C(ki)C(kz)¢ (ks )¢ (ka))et

+ (C(k1)C(k2)) (¢ (ka)C(ka))+

+ (C(k1)¢(ks)) {C(k2)C(ka))+
+ (C(k1)¢(ka)){C(k2)C(ks)) (18)
= (27)%6% (Ki23a) T2 (K1, ka2, k3, ka)+

+ (27%)6° (k12)6° (ksa) x

x Pg(ki)Ps(ks) + 2 p., (19

y asi sucesivamente. En las anteriores expresiones,
Be(ky, ko, k3) y T¢ (k1, ko, ks, k4) son llamados el biespec-
tro y triespectro conectados de (.

3. Anisotropia estadistica y no gaussianidad
en modelos inflacionarios que involucran
campos vectoriales

Las propiedades de las anisotropias en la temperatura de
la RCF se han convertido en uno de los campos de estudio
mas relevantes de la cosmologia moderna (Lyth & Liddle,
2009; Weinberg, 2008), particularmente porque son utiliza-
das para discriminar entre los diferentes modelos cosmoldgi-
cos propuestos para la formacién de estructuras a gran escala

# Para iguales vectores de onda, la condicién de realidad sobre ¢(x) aplica y, por lo tanto, hay autocorrelacién.
#1a suma sobre los apareamientos no distingue aquéllos que intercambian vectores de onda en un par, o que meramente intercambian pares.
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(Alabidi & Huston, 2010; Alabidi & Lidsey, 2008; Alabidi
& Lyth, 2006a; Alabidi & Lyth, 2006b) a través de parame-
tros que pueden ser contrastados directamente con la obser-
vacion. En el aspecto tedrico de la cosmologia, las propieda-
des de las anisotropias en la temperatura de la RCF se estu-
dian a través de las propiedades de la perturbacion primor-
dial en la curvatura ¢ ¥19 (Lyth & Liddle, 2009; Weinberg,
2008). Las propiedades de ¢ estdn descritas en términos de
funciones espectrales, tales como el espectro, el biespectro,
el triespectro, etc., quienes a su vez estdn dadas en funcién
de los, asf llamados, descriptores estadisticos de la funcién
de distribucién de ¢ (Cogollo, Rodriguez, & Valenzuela-
Toledo, 2008). En estos términos, la parte isétropa del es-
pectro I; se encuentra parametrizada en funcion de una am-
plitud P¢ y del indice espectral n¢:

o B\t
Pe(k) = 3 7 (a*H ) , (20)

endonde a, y H, son el pardmetro de expansion y el pardme-
tro de Hubble evaluados a la salida del horizonte, el biespec-
tro B, se encuentra parametrizado en términos de productos
del espectro y del nivel de no gaussianidad fnr.:

Be(ki, ke, ka) B (k1,kz, ks)

5 2 252
= - fnL %Pc(kl)ﬂ(b) +2P-}, 2n
172
el triespectro T, se encuentra parametrizado como produc-
tos del espectro y de los niveles de no gaussianidad 7N, ¥

gNL:

Ty (ks ko ks, ki) = (2°)° Te(kn, ko, ka, ka) +
CARL, K2, K3, K4 7k‘fkg|k2+k3|3 ¢ K1, K2, K3, Kq
(271'2)3g (k k k k
+kf’k§k§’ c(ki, ko, ks, ka)
(272)°
=7 | P (k) Pe (K
TNL[k§k§|k2+k3|3P<( DPe(ka)x

54
x Pelka + ks) + 11 p.} + 2—5QNL><

92 2)\3
x [;if%;)cg Pe(k:)Pe(ke)Pe(ks) + 3 p.]
(22)

y asi sucesivamente. Estas cantidades estdn fijadas por la
observacién o, por lo menos, poseen una cota observacio-
nal (Bunn & White, 1997; Komatsu et. al., 2011; Smidt
et. al., 2010): P ~ (5 x 107%)2, ne = 0,968 £ 0,012,

—10 < figeal < 74, 0,6 x 10* < 7 < 3,3 x 10%, and
—7,4 % 10° < gigedl < 8,2 x 10°.

En la gran mayorfa de los modelos cosmolégicos pro-
puestos para la formacién de estructuras a gran escala, se
asume que los correladores de n puntos, de los cuales de-
rivan las funciones espectrales, son invariantes bajo rota-
ciones espaciales (isotropfa estadistica) y translaciones es-
paciales (homogeneidad estadistica). Sin embargo, violacio-
nes de tales invarianzas son objeto de estudio hoy en dia
puesto que podrian estar presentes en las observaciones (ver
(Armendariz-Picon & Pekowsky, 2009; Groeneboom, Ac-
kerman, Wehus, & Eriksen, 2010; Groeneboom & Erik-
sen, 2009; Hanson & Lewis, 2009; Hanson, Lewis & Cha-
llinor, 2010; Ma, Efstathiou & Challinor, 2011; Samal,
Saha, Jain, & Ralston, 2009) para el caso de anisotropia
estadistica).

Una forma de caracterizar las violaciones a la isotropfa
estadistica es incluir campos vectoriales en la dindmica in-
flacionaria (Armendariz-Picon, 2007; Dimopoulos, 2006;
Dimopoulos, 2007; Dimopoulos & Kar¢iauskas, 2008; Di-
mopoulos, Kardiauskas, Lyth, & Rodriguez, 2009; Di-
mopoulos, Karciauskas, & Wagstaff, 2010a; Dimopoulos,
Karciauskas, & Wagstaff, 2010b; Dimopoulos & Wags-
taff, 2011; Dulaney & Gresham, 2010; Golovnev, 2010,
Golovnev, Mukhanov, & Vanchurin, 2008a; Golovnev,
Mukhanov, & Vanchurin, 2008b; Golovnev & Vanchu-
rin, 2009; Gumrikcioglu, Himmetoglu, & Peloso, 2010;
Himmetoglu, 2010; Himmetoglu, Contaldi, & Peloso,
2009a; Himmetoglu, Contaldi, & Peloso, 2009b; Himme-
toglu, Contaldi, & Peloso, 2009¢c; Kanno, Kimura, So-
da & Yokoyama, 2008; Karciauskas, 2011; Karciauskas
& Lyth, 2010; Koh & Hu, 2009; Maleknejad & Sheikh-
Jabbari, 2011a; Maleknejad & Sheikh-Jabbari, 2011b;
Watanabe, Kano, & Soda, 2009; Watanabe, Kano, &
Soda, 2010; Yokoyama & Soda, 2008)"', lo cual impli-
ca modificaciones en los descriptores estadisticos para la
perturbacion primordial en la curvatura ¢ (Ackerman, Ca-
rroll, & Wise, 2007; Dimopoulos, Karciauskas, Lyth, &
Rodriguez, 2009; Bartolo, Dimastrogiovanni, Matarrese,
& Riotto, 2009a; Bartolo, Dimastrogiovanni, Matarrese,
& Riotto, 2009b; Dimastrogiovanni, Bartolo, Matarre-
se, & Riotto, 2010; Karciauskas, Dimopoulos, & Lyth,
2009; Valenzuela-Toledo & Rodriguez, 2010; Valenzuela-
Toledo, Rodriguez, & Lyth, 2009). Por e¢jemplo, para para-
metrizar [a anisotropia estadistica (asumiendo homogeneidad
estadistica), el espectro se modifica de tal manera que éste
adquiere una dependencia explicita del vector de onda. En
esta forma, el espectro incluye una parte isétropa P (k) y una

#1013 relacién entre estas dos cantidades es conocida como el efecto Sachs-Wolfe (Sachs & Wolfe, 1967).
#11Una descripcién de los resultados de cada uno de estos articulos esta més alld de los propésitos del presente articulo. Sin embargo, el propésito de cada uno
de ellos es esencialmente el mismo: contribuir a la expansion acelerada y/o a la generacién de estructuras a gran escala a través de campos vectoriales.
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parte anis6tropa proporcional a P(k) (Ackerman, Carroll,
& Wise, 2007):

P(k) = P(k)(1 + ge(d.k)? +...), (23)

en donde g¢ es un pardmetro adimensional conocido como el
nivel de anisotropia estadistica en el espectro, k es el vector
de onda unitario y d es un vector unitario a lo largo de la
direccion preferencial.

Un estudio reciente (Groeneboom, Ackerman, Wehus,
& Eriksen, 2010; Groeneboom & Eriksen, 2009) de las an-
isotropias en la temperatura de la RCF, encuentra una débil
evidencia de violaciones de la isotropfa estadistica en el quin-
to afio de resultados del satélite WMAP de la NASA*2.
Mantiendo dnicamente términos cuadrupolares en la ecua-
cién (23), es decir:

P(k) = P(k)(1 + gc(d.k)?), 24)

los autores de (Groeneboom, Ackerman, Wehus, & Erik-
sen, 2010; Groeneboom & Eriksen, 2009) encuentran que
ge =~ 0,290 4= 0,031. Este resultado elimina la posibilidad de
gc = 0 a mds de 9. Sin embargo, la direccién preferente
(d) yace cerca al plano del sistema solar, lo cual hace pensar
a los autores que este efecto podria ser debido a algtin error
sistemético sin resolver. A pesar del panorama expuesto ante-
riormente, algunos autores (Pullen & Kamionkowski, 2007)
se han tomado el trabajo de calcular la incertidumbre asocia-
da a g¢ ala que llegaran los satélites encargados de medir la
temperatura de la RCF en su estado de mayor rendimiento y
que actualmente se encuentran en operacién. Ellos encuen-
tran (Pullen & Kamionkowski, 2007): |Ag.| ~ 0,1 para el
satellite de la NASA WMAP y |Agc| =~ 0,02 para el satellite
de la ESA PLANCK*!3,

En algunos estudios diferentes (Hansen ef. al., 2009;
Hoftuft ez. al., 2009), la perturbacién cuadratica media en la
temperatura de la RCF se ha medido en hemisferios opues-
tos con el fin de observar si existe alguna diferencia entre
los hemisferios. Ellos encuentran una diferencia del orden
de 10 %, para una cierta escogencia de los hemisferios, sien-
do estadisticamente significativa en un 99 %. Dada la dificul-
tad en el manejo de los errores sisteméticos serfa prematuro
considerar la evidencia de asimetr{a hemiesférica como com-
pletamente abrumadora. Ahora bien, enfocdndonos en un pe-
quefio parche del cielo, la anisotropia estadistica de ¢ implica
que la perturbacién cuadrdtica media en la temperatura de la
RCEF en un pequefio parche dependera en general de la direc-
cién de ese parche. Lo anterior debido a que la perturbacion
cuadrdtica media en ese parche depende (en la aproximacion
de desacople repentino) de la perturbacién cuadrdtica media

en la curvatura en una pequefla region plana de espacio per-
pendicular a la linea de observacién ubicada en la Gltima dis-
persioén. Sin embargo, la perturbacién cuadritica media en
la temperatura de la RCF serd la misma en parches situados
en direcciones opuestas del cielo debido a que ella explora a
¢(k) en el mismo k-plano y el espectro P (k) es invariante
bajo el cambio k — —k. Se concluye entonces que la an-
isotropfa estadistica de ¢ no puede por si{ misma generar la
asimetria hemiesférica y que, por ende, es la inhomogenei-
dad estadfstica la requerida para explicar dicho fenémeno.
En virtud de las hipdtesis requeridas para demostrar el teore-
ma ergédico (Weinberg, 2008), si la evidencia de asimetria
hemiesférica se torna contundente en los proximos afios, nos
estarfamos enfrentando a una crisis sin precedentes en los
fundamentos de la cosmologfa como ciencia.

En el presente trabajo se utiliza el formalismo 6N (Di-
mopoulos, Karciauskas, Lyth, & Rodriguez, 2009) para
calcular las contribuciones a nivel drbol y a un lazo para el es-
pectro P, el biespectro B y el triespectro T de la perturba-
cion primordial en la curvatura ¢, cuando se incluyen campos
escalares y vectoriales en la dindmica inflacionaria; se inte-
gran de esta manera los resultados obtenidos en (Valenzuela-
Toledo, Rodriguez & Lyth, 2009) para el caso del biespec-
tro y en (Valenzuela-Toledo & Rodriguez, 2010) para el ca-
so del triespectro, para aquellos casos descritos en la proxima
seccion y que gozan de completa autoconsistencia. Debido a
las restricciones observacionales se asumird que el espectro
estd dominado por las contribuciones provenientes de per-
turbaciones en el campo escalar (denotadas con un subindi-
ce (g) ya que su contribucién al espectro es perfectamente
is6tropa. Ademds, se supondrd que el biespectro y el tries-
pectro estan dominados por contribuciones provenientes de
las perturbaciones en el campo vectorial (denotadas con un
subindice (4); esta suposicidn permite obtener niveles de no
gaussianidad altamente anisétropos (lo cual estd absoluta-
mente permitido por las observaciones, en contraste a lo que
ocurre con el espectro) y que facilmente pueden ser contras-
tados con la observacidn. Finalmente, se calculan los niveles
de no gaussianidad fnxp y 7L y se relacionan con el nivel de
anisotropfa estadfstica en el espectro gc.

4. Funciones espectrales para ¢

El formalismo é N (Dimopoulos, Karciauskas, Lyth, &
Rodriguez, 2009; Lyth, Malik, & Sasaki, 2005; Lyth &
Rodriguez, 2005; Sasaki & Stewart, 1996; Sasaki & Ta-
naka, 1998; Starobinsky, 1985) se ha convertido en una de
las herramientas mas usadas para calcular la perturbacién pri-

#12ZNASA’s Wilkinson Microwave Anisotropy Probe homepage: http://wmap.gsfc.nasa.gov/.

#3ESA’s PLANCK mission homepage: http://planck.esa.int/.
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mordial en la curvatura ¢ y sus descriptores estadisticos. El
caso mds simple que permite violaciones a la isotropia es-
tadistica consiste en incluir en la dindmica inflacionaria un
campo escalar y un campo vectorial; en este caso el forma-
lismo 4N brinda una férmula para calcular ¢ hasta segun-
do orden (Dimopoulos, Karciauskas, Lyth, & Rodriguez,
2009):

C(x,t) = N¢o¢+N}4<)Ai+§N¢¢(o¢)2+N;Ao¢oAi+
1 .
+§NXA5A1-5AJ- , (25)
en donde
ON 0N 92N
= — L= = = —=, (26
Nd) 8¢7 NA 8141’ Nd)d) 8¢27( )
y 92N . 92N
i i
Nia= DA DA’ Noa = 0A;0¢° @7

siendo N es el nimero de e-folds global desde una hipersu-
perficie de tiempo constante inicial ¢, en donde la geometria
espacial es plana, hasta una hipersuperficie de tiempo cons-
tante final £ en donde la densidad de energfa es uniforme; ¢ es
el campo escalar y A es el campo vectorial con sus respecti-
vas perturbaciones evaluadas en la hipersuperficie de tiempo
constante inicial ¢,. Es de anotar que el tiempo inicial ¢, se
escoge apropiadamente como unos pocos e-folds después de
la salida del horizonte. Finalmente, el indice ¢ corresponde a
un indice espacial que corre de 1 a 3 #14,

Por simplicidad, las expresiones (20), (21), y (22) se es-
criben como una suma, en la cual se encuentran términos que
dependen solamente de perturbaciones escalares, otros que
dependen de perturbaciones vectoriales y otros que depen-
den de contribuciones mixtas:

Pe(k) = Pey(k) + P4 (k) + Peyalk), (28)

Be(ki ko ks) = Bey(ki, ke, ks) + Be 4 (ki, ke, ks) +
+Bc, (ki ks, ks), 29)
72(k17k27k37k4) = 72¢(k17k27k37k4) +

+TCA(k17 ko, ks, kq) +
+7Z¢A(k17 k27 k37 k4) . (30)

La ecuacidén (25) y las definiciones (15), (17) y (19), permi-
ten calcular los diferentes descriptores estadisticos para ¢ y

a cualquier orden deseado en teoria de perturbaciones. Una
caracter{stica importante de la perturbacién primordial en la
curvatura ¢, es que se puede escribir como una serie de Tay-
lor en las pertubaciones de los campos (ver ecuacién (25)).
Por lo anterior y en virtud de las definiciones (15), (17) y
(19), las funciones espectrales para ¢ pueden ser obtenidas
en términos de series. Segun lo anterior, y utilizando el len-
guaje de la teoria cudntica de campos, es posible identificar
correcciones a nivel drbol (o correcciones de primer orden),
correcciones a un lazo (o correcciones de segundo orden),
correciones a dos lazos (o correcciones de tercer orden), etc.,
en cada una de las funciones espectrales (Beltran Almei-
da, Rodriguez & Valenzuela-Toledo, 2011; Boubekeur &
Lyth, 2006; Byrnes, Koyama, Sasaki, & Wands, 2007), por
lo cual se hace necesario definir cudles de estos términos son
los dominantes (Cogollo, Rodriguez, & Valenzuela-Toledo,
2008; Rodriguez & Valenzuela-Toledo, 2010).

Cuando se buscan los términos dominantes en las fun-
ciones espectrales es necesario tener en cuenta las restriccio-
nes observacionales. Como se mencioné en la Seccién 3, si
la anisotropia estadistica existe, ésta vendria cuantificada en
el nivel de anisotropia estadistica g¢ en el espectro Pe; sin
embargo, observacionalmente se sabe que este nivel es muy
pequefio y por lo tanto es necesario asegurar que las contribu-
ciones provenientes de los vectores en el espectro sean mas
pequefias que las provenientes de las perturbaciones en los
campos vectoriales. Lo anterior se satisface ficilmente si se
asume que la correccién a nivel drbol en el primer término
de la ecuacién (28) domina sobre todos los demds. Adicio-
nalmente, en el presente trabajo se asumird que en los demés
términos las correcciones asociadas a los campos vectoriales
dominan sobre las contribuciones de los campos escalares y
sobre los términos mixtos; lo anterior con el fin de obtener
niveles de no gaussianidad altamente anisétropos que son,
hasta el momento, observacionalmente permitidos.

Con las anteriores consideraciones y tomando la serie pa-
ra ¢ hasta orden dos, las ecuaciones (28), (29) y (30) se pue-
den separar de la siguiente manera:

P = Pyt P+ P ™e, (D)
Be = B+ B, (32)
To = Tt T &)

Finalmente, utilizando la ecuacién (25) y las definiciones
(15), (17) y (19), se obtinen los términos necesarios para la
realizacion del presente trabajo:

a. Correcciones a nivel arbol:

#14Como se muestra en (Dimopoulos, 2006), debido a que 1a inflacién hace homogéneo el campo vectorial (0; Ay, = 0) su componente temporal se hace cero.
Adicionalmente, si el campo vectorial no tiene masa, se puede hacer la componente temporal igual a cero mediante una escogencia del gauge.
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P?rbOI(k) :N§P6¢(k) —+ NANZ"Y;] (k) ’ 34)
B (k, k', k") =Ny NANLE {’”m(k)ﬂ-n(k') + C'Pl > 35)
7—4351)01(1(1, k2, k37 k4) :N;NIJANQQANZIX [7;.19 (k2) X

X Tim (k) Tin (k: +k2) + 11 p.]
(36)

b. Correcciones a un lazo:

—lazo 1 77 c ~
Pla (k) :§NAJAN§Q‘7>A<>MTJJ(1() In(kL), (37)
B (kK K") =N, NEANTE In(kL)Pax
X 83 Tren (&) Tim (K) (38)
T (ke ko, ks, ka) = N, NELUNTY NG, In(kL) x
XP 40 T (k1) Tnp(ks) Tio(ks + k3), (39)

en donde
Pa = 2P+ +,Plong,'a (40)
Tiyk) = T5 (k)P (k) + T3 (k) P- (k)
+7;1;11g(k)7)1011g(k) ) 41
con

Tz'ejven(k) = 57,] — ]Afz];] , T7,'Ojdd (k) = Ez'jlgifk :
T‘IQHg(k) = fﬁikj . (42)

En las anteriores expresiones Psy4 representa el espectro aso-
ciado a las perturbaciones en el campo escalar, Piong repre-
senta el espectro para la polarizacién longitudinal del vector,
y P+ y P_ representan los espectros que conservan y violan
respectivamente la paridad:

1
Py = 5 (PrxPL), 43)

en donde Pr vy P, denotan los espectros asociados a las
componentes transversales del espectro del vector, con pola-
rizacién circular derecha (R) y polarizacién circular izquier-
da (L) respectivamente. La sigla c.p. significa permutacio-
nes ciclicas, y la cantidad L es el tamafo de la caja sobre
la cual se realizan las integraciones correspondientes a las
correcciones a un lazo; excepto cuando se consideren multi-
polos bajos en la RCF, el tamafio de la caja debe ser fijado
a L ~ Hy (Kohri, Lyth, & Valenzuela-Toledo, 2010; Ku-
mar, Leblond, & Rajaraman, 2010) (siendo Hy el pardme-
tro de Hubble hoy en dfa), lo cual da ln(kL) ~ 1 para las
escalas cosmoldgicas relevantes.

Es de anotar que se ha supuesto que la expansién es
isétropa: de esta manera los espectros asociados al campo
escalar y a las diferentes polarizaciones del campo vectorial
dependen Unicamente del nimero de onda; adicionalmente,
los correladores de dos puntos entre €l campo escalar y algu-
na de las componentes del campo vectorial se hacen iguales
a cero debido a la invarianza ante rotaciones espaciales.

5. Cdlculo de los niveles de no gaussianidad
JNLY TNL

En esta seccién se estimardn los descriptores estadisti-
cos fNL ¥ TNL, conocidos en la literatura como niveles de no
gaussianidad. Se asumird que éstos son generados por la par-
te anisétropa de la perturbacidn primordial en la curvatura ¢
y se considerard que la parte no gaussiana de ¢ es producida
tnicamente por las perturbaciones en los campos vectoriales.
En virtud de las ecuaciones (31), (32) y (33), se estudiaran las
siguientes posibilidades autoconsistentes las cuales integran
los resultados obtenidos en (Valenzuela-Toledo, Rodriguez,
& Lyth, 2009) para el caso del biespectro y en (Valenzuela-
Toledo & Rodriguez, 2010) para el caso del triespectro®':

1. Espectro (P¢,) y biespectro (B¢ ,) de las perturbacio-
nes en los campos vectoriales dominados por términos
a nivel 4rbol.

2. Espectro (P¢,) y biespectro (B¢, ) de las perturbacio-
nes en los campos vectoriales dominados por términos
a un lazo.

3. Espectro (P¢,) y triespectro (7¢,) de las perturbacio-
nes en los campos vectoriales dominados por términos
a nivel drbol.

4. Espectro (P¢,) y triespectro (7¢,) de las perturbacio-
nes en los campos vectoriales dominados por términos
a un lazo.

5.1. Espectro (P;,) y biespectro (B;,) de las
perturbaciones en los campos vectoriales
dominados por términos a nivel arbol.

En este caso el pardmetro de no gaussianidad fn1, viene
dado por la siguiente ecuacion:

NNENER [Tim () Tin (K) + . p]
[Pe(k)P¢ (k') + . p.] '

N~ (44)

#15Egcenarios en donde una funcién espectral es dominada por términos a nivel drbol mientras que otra es dominada por términos a un lazo carecen de
autoconsistencia (Valenzuela-Toledo & Rodriguez, 2010; Valenzuela-Toledo, Rodriguez, & Lyth, 2009).
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Lo que se quiere en este articulo es obtener ¢l orden de mag-
nitud de los niveles de no gaussianidad, asi que se se asumir4,
con una buena aproximacion, que Plong, P4, y P_ son todos
del mismo orden de magnitud, ademds de considerar que €l
espectro es invariante de escala. Asi, fnr, se puede escribir
de la siguiente forma:

P%NiNAA
P

endonde Nay = \/NiNi, y Naa = \/m.
Ahora, tomando §A = /P4y NadA > NaadA? se

tiene que (a4 ~ \/P¢ 4 ~ Nav/Py, conlo cual fyi, toma la
siguiente forma:

N , (45)

(46)

Finalmente, si se asume que gc ~ P, /P, y tomando

el valor observacional para P, 7341/2 ~5x 1075 (Bunn &
White, 1997), se puede encontrar que:

3/2
far < 10% [ 25 / . (47)
~ 0.1

El anterior resultado, da una cota superior para el valor de
fni, en términos del nivel de anisotropia estadistica.

Se puede observar que nuestro resultado estd de acuerdo
con las més recientes cotas observacionales sobre fnr,, por
ejemplo —10 < Il\?fal < 74 (Komatsu et. al., 2011), aunque
podria llegar a excederlas.

5.2. Espectro (P;,) y biespectro (B;,) de las
perturbaciones en los campos vectoriales
dominados por contribuciones a un lazo.

En esta situacién fyy, toma la forma:
fap =~ {Nj{ANﬁlAN}TX In(kLYPadis [Tin (K) x

X Tim(K') + . p.] }/{ [Pe(k)Pe(k') + c. p.] } .
(48)

Nuevamente, asumiendo que las componentes del espectro
son todas del mismo orden y ademds que son invariantes de
escala, se tiene que:
PaNia
N ——5. (49)
Pe

Como se estd considerando que el espectro estd dominado
por correcciones a un lazo, (a4 ~ /Pe 4 ~ NaaPa. Asi, se

puede encontrar que:

1 P 3/2 o 3/2
f~ o () 10 () o

Esta ecuacion muestra una relacion directa entre el pardmetro
de no gaussianidad fn1, y el nivel de anisotropia estadistica
g¢. Como un ejemplo, y aprovechando la incertidumbre acer-
ca del valor de g¢, se puede dar una cota superior para g¢ a
partir de la actual cota superior para fyr. Si fnL < 74, en-
tonces g < 0,2 en este escenario.

5.3. Espectro (P;,) y triespectro (7;,) de las
perturbaciones en los campos vectoriales
dominados por términos a nivel arbol.

En este caso el nivel de no gaussianidad 7np, en el tries-
pectro se escribe como

T™NL {ZNANZ;NZ%NEX [Tk (K2) Tirm () Tim (k1 + k2) +
+11 . b/ { [Peha) Pe (ko) P (Jlw + ) +
+23 p.} } . 51)

Si se asume que Piong, P+, y P_ son todos del mismo orden
de magnitud y ademds que el espectro es invariante de escala,
TNL toma una forma mas simple,

PANGNG,

52
P (52)

TNL X

Ahora, utilizando el hecho de que No6A > N46A% y que
Ca ~ /P¢ 4 ~ Nay/Pa, ficilmente se puede llegar a:

TNL < =4 (53)

Finalmente, empleando gc ~ P¢ , /P¢, se obtiene:

2
™ < 8 x 106 (09—41> . (54)

La anterior expresién brinda una cota superior para el el nivel
de no-gaussianidad en el triespectro 7¢, en funcién del nivel
de anisotropia estadistica en el espectro F;. Este resultado
puede ficilmente exceder la cota observacional sobre TN,
—0,6 x 10* < 7~ < 3,3 x 10 (Smidt er. al., 2010).
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54. Espectro (P;,) y triespectro (7;,) de las
perturbaciones en los campos vectoriales
dominados por contribuciones a un lazo

En esta situacién 7w, se escribe como:
v 2 N NEGNEE NG, In(KL)Padim
% [Ton ) Top (ks Tio( s + ka)] b/
{ [Pekn)Pehe)Pe(s + Kal) + 28 perm.] } . (55)

Nuevamente, asumiendo que los espectros son del mismo
orden de magnitud e invariantes de escala, se obtiene:

PANL,

56
P (56)

TNL &

Utilizando las consideraciones sobre el espectro de la pertur-
baciones vectoriales de la Subseccidén 5.2, se puede obtener
la siguiente relacién para Ty

P 6 9c\’
~ =8~ 1 ). 57
TNL ,ch 8 x 10 (0’1> (5 )

La anterior ecuacién brinda una relacion directa entre g, y
el nivel de anisotropia estadistica en el espectro.

Finalmente, combinando las ecuaciones (50) y (57), se
obtiene:

™ ~ 8% 10243 (58)

la cual brinda una relacién de consistencia entre los niveles
de no gaussianidad fN1, y Ty para este escenario en particu-
lar. Las relaciones dadas por las ecuaciones (50), (57) y (58)
se pueden utilizar en el futuro para poner bajo prueba este
escenario frente a los resultados observacionales.

6. Conclusiones

Se estudié en este articulo el orden de magnitud de los
niveles de no gaussianidad fyi, en el biespectro By y m~1,
en el triespectro Ty, cuando se consideran violaciones a la
isotropfa estadistica por la presencia de campos vectoriales
en la dindmica inflacionaria. Se encontr$ que es posible ob-
lener valores observables de los niveles de no gaussianidad
que incluso pueden superar los actuales limites observacio-
nales (para el mdximo valor posible de g de acuerdo a los
analisis observacionales mds recientes (Groeneboom, Ac-
kerman, Wehus, & Eriksen, 2010; Groeneboom & Erik-
sen, 2009)). Ademds se encontraron algunas relaciones de
consistencia entre los tres descriptores estadisticos: los nive-
les de no gaussianidad fnr, y 7v1 y el nivel de anisotropia
estadfstica en el espectro g¢. Queremos enfatizar que tales

relaciones de consistencia se pueden utilizar en el futuro pa-
ra poner bajo prueba este escenario frente a los resultados
observacionales; ellas permiten fijar dos de los descriptores
estadisticos a partir del tercero.

Como un subproducto del estudio realizado en este
articulo, se presentd la definicién del verdadero principio
cosmoldgico: éste, como un producto de la observacién y no
de la filosofia, corresponde a la invarianza ante translacio-
nes espaciales y rotaciones espaciales de la funcion de dis-
tribucién de probabilidad que gobierna a la a la perturbacién
primordial en la curvatura ¢. En otras palabras, la homoge-
neidad e isotropia a grandes escalas debe entenderse como la
homogeneidad estadistica y la isotropia estadistica asociadas

ac.
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