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En este articulo se construyen cuerpos de funciones algebraicas con cuerpo de constantes el
cuerpo finito Fq cuyo numero de lugares de grado uno es “grande” en comparacin con su género.
Dichos cuerpos de funciones resultan del producto fibrado de extensiones de Kummer y Artin-
Schreier.
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Abstract
We construct algebraic function fields over the finite field ]Fq with many rational points with
respect to their genus. The curves constructed are fibre products of Kummer and Artin-Schreier

covers of the projective line.
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1. Introduccién lo llamaremos la curva algebraica afin inducida por el

polinomio f(x,y). Los puntos P = (a, 3) € Cy tal que

Sean F, un cuerpo finito con ¢ = p" elementos, F, una (a,8) € Fg x Fy los llamaremos puntos racionales de
clausura algebraica de F, y f(z.y) € Fy[z,y] un poli- la curva C'y sobre F, y Cf(FF,) denotard el conjunto de

nomio absolutamente irreducible. Al conjunto de puntos puntos racionales de la curva Cy.

Cy = {(e.B) € Fy x Fy : f(ov, ) = 0}
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En 1940 André Weil [6] probé la hipitesis de Rie-
mann para curvas sobre cuerpos finitos obteniendo como
consecuencia de este resultado, una cota superior para el
nimero de puntos racionales de una curva C' de género
g definida sobre un cuerpo finito de cardinalidad ¢, a
saber:

|IC(Fg)| < ¢+ 1+2g/3. (1)

Posteriormente, en 1980, V. D. Goppa ([6]) introdujo
los llamados codigos geométricos, esto es, codigos in-
ducidos por curvas algebraicas, también conocidos co-
mo codigos geométricos de Goppa. En la construccién
de codigos geométricos se destacan principalmente, dos
propiedades que debe tener una curva de tal forma que
el cédigo inducido tenga buenos pardametros, estas son:

1 . La curva debe ser explicita, es decir debe
obtenerse mediante una ecuacién de la forma
f(z,y) =0.

2 . El ntimero de puntos racionales de dicha curva
debe estar cercano a la cota de Weil.

A partir de este hecho algunos matematicos empezaron
a trabajar en el mejoramiento de la cota de Weil y mu-
chos otros encaminaron esfuerzos hacia la construccion
de curvas con muchos puntos racionales.

En este articulo se construyen curvas algebraicas
(cuerpos de funciones algebraicas) sobre cuerpos finitos
con muchos puntos racionales (lugares de grado uno) en-
tendiendo por esto, que el nimero N(F/F,;) de puntos
racionales satisface a < N(F/F,) < b, donde b es la cota
de Weil, Ihara o Serre (véanse [7],[5]) para un cuerpo
de funciones de género g y a = b//2.

Dichas curvas serdn obtenidas por medio de re-
cubrimientos dobles de la recta proyectiva F,(z) medi-
ante extensiones de Kummer y Artin—Schreier, Para la
construccion de las extensiones de Kummer utilizaremos
el método desarrollado en ([2]) el cual explicaremos en la
seccién 2.1.1. Para las extensiones de Artin—Schreier de-
sarrollamos un método que nos permitird escoger de una
manera adecuada una funcion racional que definira nues-
tra extension y que a su vez garantizara la existencia de
un buen nimero de lugares de grado uno.

2. Recubrimientos dobles

En esta seccion construiremos cuerpos de funciones
algebraicas E = E) F> con cuerpo de constantes el cuer-
po finito F, donde F; estd definido por una ecuacién

de Kummer y E5 por una de Artin—Schreier, ( ver [8] ).
Tales cuerpos de funciones seran construidos de forma
tal que el nimero de lugares de grado 1 esté cercano
bien sea a las cotas de Weil, Serre o Thara.

2.1. Construccién mediante extensiones de
Kummer. Sean r un divisor de ¢ — 1 y p(z) € F,(x)
una funcién racional en z. Supongamos que el polinomio

@(T) € Fe(@)[T] =T" — (=)
es irreducible en F,(x)[T] y para cada o € F, definamos
¢a(T) =T — p(a) € F,[T].

Observe que si existe un elemento 3 € I, tal que p(3)
es una r-ésima potencia en el cuerpo Fy, esto es,

((8)~V/" =1 mod (g - 1), (2)
entonces el polinomio ¢g(T") se factoriza en F,[T"|como
0s(T) = (T - 6)(T —76)--- (T —7"70), (3)

donde 7 es una raiz r-ésima de la unidad y 6 € F, es tal
que 6" = p(B).

Sea y una raiz del polinomio ¢(T') y consideremos la
curva algebraica afin sobre el cuerpo finito F, definida
por la ecuacién ¢(y) = u(x).

Es claro que por cada elemento v € I, que satisface
la ecuacién (2) obtenemos r puntos sobre la curva

Cp = {(c, ) € Fy x Fy : (e, B) = 0},

cuyas coordenadas son del tipo (v,776) con 0 < j <
r—1, 7 como en (3) y 8" = p(v). En resumen, por cada
elemento v € F, tal que p(y) sea una r-ésima potencia
en F,, tendremos r puntos racionales en la curva C,.

Dado que en este trabajo usaremos el lenguaje de los
cuerpos de funciones, el pardgrafo anterior, puede ser
reinterpretado como sigue:

El cuerpo de funciones algebraicas Ey = F,(z,y)
definido por la ecuacion de Kummer ¢(y) = y" — p(z) =
0, satisface:

|Co(Fq)| =7 |Asl, (4)
donde
A, = {v € F;; p(y)es una r-ésima potencia en F,},

v |C,(F,)| significard el cardinal del conjunto de lugares
de grado uno (puntos racionales) del cuerpo de funciones
E; (de la curva definida por la ecuacién ¢(y) = 0).
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El niimero exacto de lugares de grado uno de E; re-
sultard de sumar al ntimero obtenido en (4) aquellos
puntos de rama de la funcién pu(z), (esto es, aquellos lu-
gares que son ceros 6 polos de p(z)) que aporten lugares
racionales .

2.1.1.  Construccion de un pu(x) € Fy(x) apropiado. En
esta seccién describiremos brevemente un método de-
sarrollado en ([2]) y ([3]) para la construccién de una
funcién racional p(z) de tal manera que el conjunto de
elementos a € F, tales y(a) sea una r-ésima potencia
en F, sea “grande”.

Sean f(z) y ¢(x) € Fy[z] polinomios con las siguientes
propiedades:

1. m.c.d.(f(z),{(z)) =1 en Fy[z].
2. {(x) tiene todas (o casi todas) sus raices en F,
3. grad(f(z)) > grad(£(z))

Por el algoritmo de la divisién existen h(z), R¢((f(z)) €
[F,[z] tales que

f(@) = l(z)h(z) + Re((f(2)) , (5)

donde Ry ((f(x)) es el residuo de la divisién de f(z) por
{(z). Ahora, definamos la funcién racional p(z) como:

@)
He) = @)y ©)

Observe que para todo o € Vy := {a € F,; £(ar) = 0},
se tiene que

C f@
M) = @)@

Esto es, la funcién racional p(z) toma el valor de 1 en el
conjunto de ceros del polinomio ¢(z) y puesto que en I,
existen todas las raices r-ésimas de la unidad, entonces
el cardinal del conjunto de lugares racionales del cuerpo
de funciones E; dada por la ecuacién de Kummer,

o @)
A T (E) W

1.

estd intimamente ligado al conjunto de ceros del poli-
nomio #(z) en el cuerpo finito F,.

Noétese que en el proceso de cdleulo del mimero de
lugares de grado 1 en el cuerpo de funciones Fy(z,y)/F,
s6lo hemos considerado los ceros del polinomio £(z) en
[F,, otros Iugares de grado 1 pueden obtenerse de los
puntos de rama y ademads del conjunto

{a€Fgu(a) =C"},

con(eF,, y ¢ #1.

En general, los lugares de grado uno del cuerpo de
funciones E; no provenientes de la ramificacion, pueden
obtenerse por el siguiente resultado, conocido como el
teorema de Euler.

Proposicion 2.1.1. Sean p un mimero primo, g = p"

v a € F,. La congruencia z" = pu(a) (mod q) tiene
t =m.c.d.(r,q — 1) soluciones si y solamente si
w(a) 4= V/% =1 (mod q). (8)

De acuerdo con la proposicién anterior, tenemos que
#N (Fq(x,y)/Fq) =1 - grad(d(z)) + p-. (9)

donde d(z) es el miximo comin divisor entre z7 — z

y el numerador de la funcién racional ,u,(.a*:)s':_1 —-1yp
es el nimero de lugares de grado uno obtenido de la
ramificacién de p(x).

Como una ilustracién de lo discutido anteriormente,
sean ¢ = p" con n > 3, f(x) y £(z) polinomios en F,[z]
tales que,

f@)=@ -y =22

Tz -z’

es facil verificar que f(z) y ¢(x) satisfacen la siguiente
relacién

n—1

P -z
f(x) = {(z) - i
esto es,
Re((f(@) = ——=.

Proposicion 2.1.2. El cuerpo de funciones E, =
Fy(z,y)/Fy(z) donde y satisface la ecuacién de Kum-
n—1

mer,
\‘ y" = p(z) =
( P -z
/ -z

Fy(z,y)
_{gP= ) L

Fy(z)

tiene género

(@ l-p-2)r—1)+(p+1)(r—d)
9= 2

donde d = m.c.d.(r,p — 1) y el nimero de lugares
racionales satisface

#N(E1) 27-(g—p)-
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Demostracion. Los lugares P,, correspondientes a z — a
con a € Fy, y el polo Py de z, tienen indice de ramifi-
cacién r/d, mientras que los lugares correspondientes a
los ceros del polinomio R ((f(x)), estos son totalmente
ramificados, con indice de ramificacion r — 1. Luego la
férmula para el género se sigue de ([8], 3.4.12).

Para el cédlculo del niimero de lugares racionales, ob-
serve que todo elemento 3 € F, \ IF, induce un lugar Ps
en F,(z) que es totalmente descompuesto en la exten-
sion Fy(z,y)/F,(x), ademés aquellos lugares de F,(z,y)
que caen sobre Pg son racionales. Otros lugares de grado
uno pueden obtenerse del andlisis de la ramificacién de
w(z). O
Ejemplo 2.1.1. Con p = 2 y n = 3 obtenemos que
f(@) = 23(z+1)3 y &(z) = 25+ 2°+ 24 +23+ 22 +2+1 =
(3 + 2% + 1)(2® + 2 + 1), luego el cuerpo de funciones
Ey = Fg(z,y)/Fs(z) esta definido por la ecuacion

7 @(xz+1)3
S x24z4+1
cuyo género es
(4—2—2)6+3(6)

=g,
2

g:

En cuanto al mimero de lugares de grado uno sélo
nos resta analizar los puntos de rama. Puesto que el
grado de la extensién es primo, entonces todos los lu-
gares serdan ¢ totalmente ramificados 6 no ramificados,
de aqui que solo aportan lugares racionales los corre-
spondientes a ¢ = 0 x = 1 y el polo de = en Fy(z). En
resumen tenemos

#N(E, [Fs(z)) =76+ 3 = 45.

No se conoce un cuerpo de funciones definido sobre el
cuerpo finito Fg de género 9, con méas de 45 lugares de
grado uno, ver ([5]).

Observacion 2.1.1. Tomando p = 2y n = 4 en la
Proposicién 2.1.2, obtenemos con r = 15 un cuerpo de
funciones de género g = 49 y 213 lugares de grado uno,
nuevamente es el mejor que se conoce. Con p = 3 y
n = 3 tenemos, con r = 2 un cuerpo de funciones maxi-
mal, esto es con 48 lugares de grado uno y con r = 13 un
cuerpo de funciones de género 48 y cuyo niimero de lu-
gares de grado uno 316, este valor es cercano a la mejor
cota existente que es 325, ver [5].

2.2. Construccion mediante extensiones de
Artin—Schreier. El objetivo de esta seccién es el de

construir cuerpos de funciones Ey = F,(x,z2)/F,(z)
definidos por medio de una ecuacion de Artin—Schreier,
2P — z = g(x), (10)

con g(z) € Fy(x) apropiado.

Como veremos, el problema de encontrar lugares de
grado 1 en este tipo de extensiones estd estrechamente
relacionado con el Teorema 90 de Hilbert en su versién
aditiva, mds precisamente:

Teorema 2.2.1. Sea F' una extension finita de K =TF,.
Entonces para a € F tenemos Trp)i () = 0 si y sélo
si @ = ¥ — 3 para algiin 3 € F. Donde Trp;k es la
funcién traza de ' a K. |

En efecto, observe que si F' = Fy—pn y a € F, es
tal que Trg,/r,(9(cr)) = 0, entonces por (2.2.1) existe
un 3 € F, tal que §” — 3 = g(a), més atin, para cada
elemento ¢ € F,, se tiene que

B-=QP-B-Q=p - -p+(=g(a)

esto es, por cada elemento en o € F,, tal que
Tre, r,((9(a)) = 0 tendremos p puntos racionales (lu-
gares de grado uno) en la curva C definida por la
ecuacién zP — z = g(x) (en el cuerpo de funciones
definido por la ecuacién de Artin—-Schreier (10)).

Finalmente, para determinar el niimero de lugares
de grado 1 de E3 que no provienen de la ramificaciéon
de g(z), es necesario analizar el polinomio §(z) =
m.c.d.(Trs, /r,(9(x)), 27 — z).

A continuaciéon exhibiremos dos métodos para la con-
struceién de la funcién racional g(z) que definira la ex-
tension Fs.

2.2.1. Método 1. Sean q = p™ y {(z) € Fy[z] el cual es
un producto de polinomios irreducibles de grado n sobre
F,.
Si t(z) y v(x) € Fyz] tales que t(z) es un factor de
lx)y
m.c.d(y(z)” —7(z), H(z)) =1,

entonces existen polinomios v(x) y w(z) tales que

tz)v(z) + (y(2)” —y(2))w(z) = 1; (11)
dividiendo por w(z) obtenemos:
t(z)v(z) 1

oG T )= (2)
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Ejemplo 2.2.3.2. (Método 2.) Sean p =2, n =6y
(z+1)3

- € Fg4(z). En este caso

g(z) =

T 1 1 1 1 1 1 1 1
Fou /P2 (9(2)) = sttt o7t —5 t s+ +—
"eu/Fa(9(2)) RTINS 7 S e S el

y8(z) = 1428+ 2+ 25 +218 4+ 22 4227+ 533 4536 4239,

Ahora consideremos el cuerpo de funciones Eo =
Fea(xz, 2)/Fea(x) dado por la ecuacién de Artin—Schreier
(z+1)%

2
2t z= .
o]

Este cuerpo de funciones tiene género 1 y 81 lugares de
grado uno, esto es, Fy es un cuerpo de funciones maxi-
mal.

2.3. Ejemplos de recubrimientos dobles. En esta
seccién construiremos un cuerpo de funciones E = Ey Fy
de tal forma que E; = F,(z,y) estd definido por una
ecuacién de Kummer del tipo (7) y E» = Fy(z,2)
estd definido por una ecuacion del tipo (10).

Dado que estamos interesados en construir recubrim-
ientos dobles cuyo niimero de lugares racionales sea
“erande” es deseable que el maximo comin divisor en-
tre los polinomios d(z) obtenido en la seccién 2.1 y el
polinomio §(z) obtenido en la seccién 2.2, tenga grado
lo més grande posible, pues por cada cero comin de es-
tos polinomios tendremos p - r lugares racionales en la
composicién F = FyF>. Precisando lo anterior tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.1. Sean E = E, Es con E, y E5 como
antes. Si 7(x) = m.c.d.(d(z),d(z)), entonces el mimero
de lugares de grado uno del cuerpo de funciones E sat-
isface

#N(E/Fy) 2 p-r(grad(r)). O

Ejemplo 2.3.1. Sean E; y E» los cuerpos de fun-
ciones construidos en los ejemplos 2.1.1 y 2.2.3.1 re-
spectivamente y sea E = E1FE,. En este caso los poli-
nomios d(z) y §(z) tiene como miximo comin divisor
ar(z) =0(z) =28+ +a2t+2° +2?2+2+1,yen
consecuerncia

#N(E/Fs(x)) >6-2-7=284.

Ahora analizamos los puntos de rama. Denotando
por Py, P y Fy los lugares de grado uno en la exten-
sién Fg(z,y)/Fs(z) que caen sobre z = oo, z = 1y
x = 0; observamos que existen 2 lugares en la extension
Fs(x,y,2)/Fs(z,y) que caen sobre cada uno de ellos.

Unicamente los lugares que caen sobre P, son de grado
1.

De otro lado, sobre P,,i = 1,2 cae un lugar que
no es de grado 1, por lo tanto tenemos sélo 2 lugares
de grado uno provenientes de los puntos de rama y en
consecuencia #N(E /Fg(z)) = 86.

Para el cdlculo del género, observe que, el tinico
lugar totalmente ramificado en Fg(z,y,z)/Fs(z,y) es
Fe;,i = 1,2, los lugares correspondientes a P, Fy v a
P, son no ramificados y por lo tanto el género estd dado
por

9(Fs(x,y,2)/Fs(z)) = 2-9 + % (=24 16) = 25.

No se conoce un cuerpo de funciones sobre Fg de género
25 que tenga més de 86 puntos racionales, ver [5].

Ejemplo 2.1. En este ejemplo construiremos un cuer-
po de funciones algebraicas sobre el cuerpo finito Fyg,
con género 20 y 127 lugares racionales. Este es el mejor
valor conocido para (16, 20)

Seanp = 2,n = 4, £(z) = 28+2"+28+24+1 € Figz]
y f(z) = (2% + x + 1)* € Fygz].

Es facil verificar que Re((f(z)) = 25(z + 1). Afir-
mamos que la extensiéon de Kummer E; = Fyg(x,y) de
Fi6(z) dada por la ecuacién:

R ) . (z* +z+1)*
Re((f(2)) bz +1)
tiene género 6 y 65 lugares de grado uno, es decir E; es
un cuerpo de funciones maximal.

En efecto, para el cdlculo del género, observe que los
lugares correspondientesax =0,z =1,z =coy x = (;
con (2+¢+1=0ei=1,2 (los cuales denotaremos
por po, P1, P ¥ Pc; respectivamente) son totalmente
ramificados, luego el género esta dado por ([6], I11.7.3.)

9(F16(2, ) /Fi6(z)) = 1+s(—1)+% (5(4)) = —4+10 = 6.

Para hallar el niimero de lugares de grado 1, resolvemos
la congruencia (8) y obtenemos d(z) = 2'? + 2% + 2% +
z3 + 1.

Observemos que £(z) - (z* 4+ 23 +1) = d(z), donde los
ceros del polinomio z*+z3+1 aportan quintas potencias
diferentes de 1.

Entonces tenemos que

#N(Fi(z,y)) =12 x 5+ 5 = 65.
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Este cuerpo de funciones es maximal puesto que

#N(Fi6(z,y)) = g+ 1+29/q = 16 + 1+ 2(6)(4) = 65.

Ahora sea t(z) = z* + x + 1 un factor de £(z) y
v(z) = z(x + 1)°, es facil comprobar que el polinomio
w(x) correspondiente a la expresién obtenida en (11) es
w(z) = z(z® + z + 1), luego el cuerpo de funciones E»
dado por la ecuacién de Artin—Schreier

- 1
w(x)  z(x24+zx+1)

tiene género 20 y 127 lugares de grado uno.

22+z=

Antes de iniciar los cdlculos, denotemos por P, P,
Py y P i@ = 1,2, los tinicos lugares de Ey que caen
sobre po, P1, Poc ¥ P¢, TeSpectivamente

De acuerdo con ([8], 3.7.8) los tinicos lugares que se
ramifican en la extension Fig(z,2)/Fig son Py y Fp,,
mientras que los lugares P, y P; son no ramificados, y
por lo tanto, el género esta dado por

0(Fro(z,2)/Fro(z)) = 2-6 + 3 (~2+ 18) = 20.

Para el cédlculo de lugares de grado uno, observe que
existen 2 lugares en Fs que caen sobre P, v P, estos
lugares son de grado 1, asi como también aquellos que
caen sobre Fy y P, por lo tanto tenemos 7 lugares de
grado uno provenientes de los puntos de rama.

De otro lado, puesto que §(z) = (z + 1)d(z) entonces
7(z) := m.c.d (d(z),d(z)) = d(z), y en consecuencia
#N(E/Fi6(z)) =5-2-12+ 7= 127.
Ejemplo 2.3.2. Sean p =2, n =3y g(z) = x € Fg[z].
En este caso, h(z) = Tre,/r,(9(z)) = 2 + 2% + =,

asi, tomando £(z) =zt + 2’ +zy f(z) = (2 +x+1)?
obtendremos un residuo Ry(f(z)) =z + 1.

La extension de Kummer E; = Fg(z,y) de Fg(z) da-
da por la ecuacidn:
7 fl@ (@ +ax+1)?
VTRU@) T @)
tiene género 6 y 30 lugares de grado uno.

Puesto que r es primo, sélo ocurre ramificacién total,
esto ocurre en los lugares p1,p¢; ¥y poo, luego el género
estd dado por

9(Fs(z,5)/Fo(2)) = 147(~1)+5 (4(6)) = ~6 +12.=6.

Para hallar el niimero de lugares de grado 1, resolvemos
la congruencia (8) y obtenemos d(z) = z* 4+ 2 + x.

Entonces tenemos que

#N(Fg(x,y) =4-7T4+ 2= 30.

Ahora consideremos la extensién Fy de Ey dada por
la ecuacién de Artin-Schreier

224z=1.

El tinico lugar totalmente ramificado es P.,. Para el
célculo de lugares de grado uno, observemos que existen
2 lugares que caen sobre cada uno de los 7 lugares que
caen sobre pg, 2 lugares que caen sobre Py y Pp,,i=1,2
respectivamente y solamente un lugar que cae sobre Py
que ademds es el 1inico de grado 1, por lo tanto tenemos
s6lo un lugar de grado uno proveniente de los puntos de
rama.

De otro lado, por la escogencia de g(z) tenemos que
d(z) = £(z) y por lo tanto

7(z) =2' + 2% + 2.

Puesto que el polinomio 7(z) coincide con el poli-
nomio ¢(x), tenemos que

#N(E/Fs(z)) =4-2-7+1=5T.

No se conoce atin una curva (o su equivalente un cuer-
po de funciones) sobre Fg de género 15 con més de 57
lugares de grado uno.

Ejemplo 2.3.3. En este ejemplo construiremos dos
cuerpos de funciones maximales sobre el cuerpo finito
]Fﬁ;p

Sean {(z) = 2 +2°+1y f(z) = (2% +z)°. Para esta
escogencia obtenemos Ry, (f(z)) = 1. El cuerpo de fun-
ciones By := Fe4(z,y)/Fes(x) definido por la ecuacién
de Kummer:

9 _ f(33)
' T Ry, (f(2))

tiene género 3 y 113 lugares racionales. En efecto, re-
solviendo la congruencia (8) obtenemos que d(z) =
22+28+at+ad+a?+a+1 = (2P +a+1) (2P +22+1)¢(2),
luego

=2°(z + 1),

#N (Fga(z,y)) = 12-9+5 = 113.
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Ahora consideremos la extensién E; de E; (véase el
Ejemplo 2.2.3.2) dada por la ecuacién de Artin-Schreier

s+ 1)3
z‘z_'_.z:#‘
xT

El tnico lugar totalmente ramificado es Py y los lu-
gares correspondientes a P, v P; son no ramificados y
por lo tanto el género estd dado por

9(Fea(z,y,2)/Fea(x)) =2-3+ % (—2+10) = 10.

Para el cdlculo de lugares de grado uno, observemos
que existen 2 lugares que caen sobre cada uno de los 3
lugares correspondientes a P.., 2 lugares que caen sobre
P, v tinicamente un lugar que cae sobre F y todos son
de grado 1, por lo tanto tenemos 9 lugares de grado uno
provenientes de los puntos de rama.

Ahora, luego de hacer los respectivos coémputos,
obtenemos que los lugares de grado uno en la extension
FE que no provienen de la ramificacién son precisamente
aquellos P, 3~ donde o es un cero del polinomio d(z),
esto implica que

#N(E/Fﬁ4($)) =12-2-949 = 225.

Este cuerpo de funciones es maximal puesto que
#N (Foa(z,y, 2)) =q+14+29,/q = 64+142(10)(8) = 225.
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