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Es bien conocido que todo automorfismo unimodular de un espacio vectorial puede descompo-
nerse como un producto de transvecciones. En este trabajo depuramos la cantidad minima de
transvecciones que permiten tal descomposicion.
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Abstract

It is well-known that every unimodular automorphim of a vector space can be expressed as a

product of transvections. In this work, we deal with the necessary minimal number of transvections

for to give this product.
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1. Introduccion descompone en una deformacion de razon y, seguida de

una transformacion unimodular (automorfismo de determi-

Todo automorfismo de un espacio vectorial V" de nante unidad) (ver [1]). En lo que sigue trataremos un mé-

dimension finita n > 2 puede descomponerse en una canti- todo geométrico que nos permitira establecer la cantidad

dad finita de homologias automorfismos con un hiperplano minima de transvecciones necesaria en la descomposicion
de vectores dobles). Si su determinante es igual a u, se de todo automorfismo unimodular.
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Para las definiciones bdsicas de los conceptos que
aparecen en este trabajo se puede consultar la referencia

1.

2. Descomposicion de un automorfismo

Proposiciéon 2.1. Sea f un automorfismo con determi-
nante p. Entonces, f se descompone en una transforma-
cién unimodular seguida de un deslizamiento oblicuo de
razon [i.

Demostracion. Sea g = ko f, donde k es un desliza-
miento de razén p~ 'y sea h = k~'. Entonces, f = hog,
donde g es unimodular porque det(g) = det(k) det(f) =
p~ 'y = 1, mientras que h es un deslizamiento de razén
(p=1)"' = p. Si p = 1, directamente f es unimodular.
En general, la descomposicién de f se reduce a la de-
scomposicién de automorfismos unimodulares. Estos, lo
harén en deslizamientos de razén 1, es decir, en transvec-
ciones. U

3. Composicién de transvecciones

Proposicién 3.1. Sea V de dimensién n > 2. Sea
f una transformaciéon unimodular descompuesta en m
transvecciones. Si D es el subespacio de vectores fijos
de f, se cumple que dim(D) > n - m.

Demostracion. Supongamos que f = &, o...0ts oy,
donde cada tj, con ecuacién t;(x) = x + 7;(x)d; es una
transveccion. Entonces, Ker (¢; —I) = Ker 75, y se tiene

Nt Ker 753 = N7 Ker (t; — I) C Ker (f — I) =D,

Ahora bien, siendo r = rang{7,72,...,Tm}, sabemos
que dim(NJL;Ker 7;) = n —r, y, puesto que r < m,
concluimos que n — m < n —r < dim(D). O

Obsérvese que esta formula tiene dos lecturas:

a) Si el dato es m, da el ntmero n — m como valor
minimo para la dimensién de D. Por ejemplo, al com-
poner n — 1 transvecciones, sale una transformacién que
tiene al menos una recta de vectores fijos.

b) Pero, si dim(D) es conocida, nos dice que n —
dim(D) es la cantidad minima de transvecciones nece-
sarias para poder descomponer f.

Por ejemplo, si f carece de vectores dobles no nulos,
haran falta al menos n transvecciones. Este es el caso de
las homotecias unimodulares de razén A # 1. Para ellas,
podemos matizar mas aun:

Proposicion 3.2. Una homotecia unimodular no
idéntica se descompone como minimo en n+ 1 transvec-
ciones.

Demostracién. Como [ carece de vectores dobles no nu-
los, se descompone como minimo en n transvecciones.
Supongamos ahora que f =t,0t,_10...0t30t; donde
cada t; es una transveccién. Puesto que el subespacio
de vectores dobles de £,,_1 0...0ty 0t; es al menos uni-
dimensional, siempre podemos tomar un vector u # 0
en él. Cumplird que f(u) =t,((tp—10...0tz0t1)(u)) =
tn(u) = u+ 7, (u)dy.

Si f fuese una homotecia de razén A # 1, se tendria
wu=u+7,(u)d, =

_ Ta(u)
u—A_ldn:>u6<dn>

= 7u)=0=u=0,

lo que contradice la eleccién de u. Por tanto, es imposi-
ble que f se descomponga en n transvecciones, siendo
precisas al menos n + 1. O

4. Descomposicién en dimensién 2

Proposiciéon 4.1. Si f es una transformacién de deter-
minante 1 en un plano vectorial V, f se descompone a
Io sumo en dos transvecciones salvo que [ sea una ho-
motecia de razon A # 1, en cuyvo caso hacen falta tres.

Demostracion. Sea D = Ker (f — I) el subespacio de
vectores dobles. Segun su dimensién, se presentan tres
posibilidades:

a) dim(D) = 2. En este caso, f = I, que siempre
se descompone en dos transvecciones: una arbi-
traria y su inversa.

b) dim(D) = 1. Como D es un hiperplano, la
propia f es ya una transveccion.

¢) dim(D) = 0. Distingamos aqui dos opciones:

1) f no es una homotecia. Entonces, existe al
menos una recta que no es f-invariante, es
decir, existe al menos un vector u # 0 tal
que uy v = f(u) son linealmente indepen-
dientes. Al formar una base de V, pode-
mos determinar una forma lineal o tal que
o(u) = o(v) = 1, y con ella construir la
transveccion s(x) = x + o(x)(u —v), en la
cual s(v) = u = (sof)(u) = u. De aqui se
concluye que la recta < u > es de vectores
dobles para la transformacion t; = so [,
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con lo que #; es una transveccién. Siendo,
finalmente, ¢ = s7!, queda f = t9 oy,
es decir, [ se descompone en dos transvec-
ciones.

2) f es una homotecia (no idéntica).
Tratdndose de un plano vectorial, la tinica
opcién que queda es la de f = —I <
flxz,y) = (==, —y). Siendo s la transvec-
cién s(z,y) = (z,y) +y(1,0) = (z +y,y),
se cumple que (so f)(z,y) = (—z -y, —1y)
es un transformaciéon unimodular no ho-
motética, donde por ejemplo

0,1) — (—1,-1),

que no es proporcional a (0,1). Por otro
lado, el sistema de vectores dobles es

r=—-r—yy=—-ysc=y=>0

Aplicando el caso anterior, existen dos
transvecciones t, to tales que so f = {s01;.
Poniendo t3 = s—!, quedard finalmente
f = t3 oty ot1. Que esta transformacion
no puede obtenerse con dos transvecciones
se sigue de la proposicién 3.2. |

Después de este resultado, en lo sucesivo, supondremos
que n = 3.

5. Teorema de Dieudonné

Proposicién 5.1. Sea V de dimensién n > 3. Sea f un
automorfismo no homotético. Se afirma que existen dos
vectores u y w tales que u, v = f(u), w, son linealmente
independientes y, ademds, f(w) g< v, w > .

Demostracién. Por ser no homotético, existe al menos
un u # 0 tal que f(u) €< u >. Tomando v = f(u), la
pareja u, v serd libre. Puesto que dim(V) > 3, siempre
existirdn vectores x fuera de < u, v >. En el caso en que
f(x) €< v,x >, tomamos w = x y el lema queda de-
mostrado. Por el contrario, si f(x) = av+bx €< v, x >,
tomamos w = u+x, que sigue siendo independiente con
uy v,y para el cual se cumple

f(w) = f(u)+f(x) = v+av+bx = —bu+(1+a)v+bw.

Si b =0, tendremos que

f(w) = (1+a)v = (1+a)f(u) = w = (1+a)u = ut+x = x = au,

lo que contradice la eleccidn de x. Siendo, pues, b # 0,
es claro que f(w) €< v,w > . |

Proposicién 5.2. Sea V de dimensién n > 3. Sea f
un automorfismo unimodular no homotético. Entonces,
[ se descompone en otro automorfismo unimodular no
homotético g, con al menos una recta de vectores dobles,
seguido de una trasveccion t.

Demostracion. Tomando dos vectores u,w como los
del teorema anterior, por ser independientes u,v,w,
puede determinarse una forma 7 tal que 7(u) = 7(v) =
1,7(w) = 0 y con ella construir la transveccién t de ley
t(x) = x+7(x)(u—v), la cual cumple t(v) = u, t{w) =
w. Entonces, g = t o f vuelve a ser unimodular y tiene
una recta de vectores dobles porque g(u) = u. Ademds,
no puede ser g(w) = Aw, pues entonces

fw) =t g(w)) =t7"(Aw)
=M w)=Iwe<w>C<v,w >

contradice la eleccion de w. Por tanto, g no es una ho-
motecia. (]

Proposicion 5.3. Con las hipétesis del resultado previo
se concluye que los vectores u, w y g(w) son indepen-
dientes.

Demaostracion. Como u y w lo son, basta ver que g(w)
no es combinacién lineal de estos vectores. En efecto,

g(w) = au+bw = f(w) =1 (g(w))
=at™'(u) + bt (W) = av + bw €< v, W >,
en contra de la eleccion de w. O

Proposicién 5.4. Sea V de dimensién n > 3. Si f
es una transformacion unimodular no homotética de V,
siempre es posible descomponerla en una cantidad de
transvecciones igual a n.

Demostracion. Tomando tres vectores independientes
uy, vi, ug tales que

vi = f(u), f(uz) €< vi,uz >, construimos una
transveccion £ y un automorfismo unimodular no ho-
motético f; de manera que f = t; o f1, fi(uy) = uy.
Abrimos dos alternativas:

a) Sin —1 = 2(n = 3), determinamos una forma
72 tal que m2(ur) = 0,72(u2) = m2(fi(uz)) =
1, y construimos la transveccion t2(x) = x +
Ta(x)(u2 — fi(uz)) en la cual se cumple que
ta(uy) = uy,ta(fi(uz)) = us. A continuacidn,
consideramos fo = toof) = taotof, v se observa
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que fa(uy) = uy, fa(us) = ua. De aqui se sigue ii) Si n — 2 > 3, tomamos un complemento
que el plano < uj, us > es de vectores dobles V2 del plano < uj,us > que incluya a los
para fa, luego fo es una transveccidn. Asi, f vectores ug y v = fa(ug) y reiteramos el
se despeja como composicion de tres transvec- procedimiento. Esto es: se busca uy € Vs
ciones y el teorema queda probado. tal que uz,vs,us sean independientes y,

b) n—1 > 3. Tomemos, ahora, un complemento V ademads, fo(uy) €< vz, us >; se construye

de la recta < u; >, que incluya a los vectores
uz v v = fi(uz). Como en la proposicién 5.1,
en Vi hay un vector ug tal que us, va, ug sean
independientes y, ademads, fi1(u3) €< va,uz >.
Determinamos, entonces, una forma 7 tal que
m2(uy) = Ta(uz) = 0,72(uz) = 7a(ve) = 1, y con
ella la transveceidn t2(x) = x + 72(x)(uz — va)
v el nuevo automorfismo fy = t2 0 f1, en el cual
fo(uy) = uy, fa(uz) = uz. Como en la proposi-
cién 06, f» no es homotético, pues al menos uz es
independiente de su imagen. En efecto, si fuese
J2(ug) = Aug, se tendria

fi(uz) = t3'(fa(uz) = t3' (Auy)
= At;l(u?,) = Auz €< ug >
g<v27u3 >5

lo que contradice la eleccién de ug. Ademas, co-
mo en la proposicién 5.3, los vectores us, us y
f2(u3) son independientes: como usz y ug lo son,
basta ver que fz(us) no es combinacién lineal
de estos vectores. En efecto,

fa(ugz) = aguy + azug
= fi(us) = t5 " (fo(us))
= f;l(GQUQ + 0,3113)

= asty ' (u2) + azty *(us)

= agVa + aguz €< Va, U3z >,

en contra de la eleccién de us. Abrimos de nuevo
dos alternativas:

i) Sin—2 = 2(n = 4), determinamos una
forma o3 tal que o3(u;) = o3(uz) =
0,03(u3) = o3(f2(u3) = 1 y construimos la
transveccion t3(x) = x+o3(x)(uz— f2(ug))
en la cual se cumple #3(u;) = uy, t3(uz) =
us,t3(f2(uz)) = uz. A continuacién, con-
sideramos fg =tz o0 f»z = tf3o0tzo0 fl =
tzoty oty o f, y se observa que f3(u;) =
uy, f3(uz) = ug, f3(uz) = uz. De aqui se
sigue que el subespacio < u;,uz,us > es
de vectores dobles para f3, luego f3 es una
transveccion. Asi, f se despeja como com-
posicién de cuatro transvecciones y el teo-
rema queda probado.

una forma 73 tal que 73(u;) = m3(u2) =
T3(ll4) = O,Tg(llg) = ‘TQ(Vg) = 1, Y las
transformaciones {3(x) = x + m3(x)(ug —
v3), f3(x) = t3 o fa, resultando que f3 es
unimodular no homotética con el espacio
tridimensional < uq,us,us > de vectores
dobles, etcétera, etcétera.

Se comprende que en n pasos, la proposicion con-
cluye. O

Este resultado puede mejorarse en el sentido de de-
scomponer, segin cada caso, f en menos de n transvec-
ciones. Hay un caso en que no:

Proposiciéon 5.5. Sea V de dimension n > 3. Una
transformacion unimodular f no homotética y carente
de vectores dobles, se descompone en n transvecciones
v no es posible descomponerla en menos.

Demostracion. Es consecuencia direscta de las proposi-
ciones 5.4 y 3.1. ]

Proposicion 5.6. Una homotecia f = M, con A # 1,
se descompone en n + 1 transvecciones y no es posible
descomponerla en menos.

Demostracion. Considerando la transveccidn s(x) =
X + Tpe,—1, sea g = s o f. Entonces, g sigue siendo
unimodular. Ademas,

9(x) = (s o f)(x) = s(f(x)) = s(Ax)
= As(x) = A(x + zren_1),
gle)) =Ae;,i=1,2,...,n—1,g9(en) = Mep—1 + e,).

El ultimo vector no es proporcional a si mismo, luego g
no es una homotecia. El inico autovalor de g sigue sien-
do A, luego g carece de vectores dobles no nulos. Como
g se descompone en n transvecciones, f lo hard en n+1.
Que no es posible en menos se probd en 3.2. L]

6. Transformaciones con la unidad como tinico
autovalor

Proposicion 6.1. Sea V = U&'W una descomposicion
donde U y W sean propios. Si s es una transveccién de
U, se extiende a otra t de V, de manera que su restric-
cion a W' sea la idéntidad.
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Demostracion. Sean n = dim(V),r = dim(U).
Tomamos una base {u;; w;} de V uniendo una de cada
sumando directo. Si B es la matriz de s en la base {u;},
basta construir { mediante la matriz

=(20)

en la base unién. Si s fijaba a v — 1 vectores indepen-
dientes de U, es claro que t fija a esos mismos més los
n —r de la base de W, es decir, fija n — 1 vectores inde-
pendientes de V. Por ello, y porque det(t) = det(s) =1,
t es una transveccidn. O

Proposiciéon 6.2. Sea V de dimension n > 3 y
supongase V. =U®W, donde U vy W son f-invariantes
y dim(U) > 2. Sea t una transveccién cuyo espejo in-
cluya a W. Entonces, la restriccién deto f a W coincide
con f.

Demostracion. En efecto, siw € W, también f(w) € W
porque W es f- invariante. Como W estd en el espejo
de t, se tiene t(f(w)) = f(w). En particular, si ¢ pro-
cede por extension de una transveccién en uno de los
sumandos directos, al componerla con f, los vectores
del otro sumando directo se siguen transformando como
en f. |

En particular, si ¢ procede por extension de una
transveccidén en uno de los sumandos directos, al com-
ponerla con f, los vectores del otro sumando directo se
siguen transformando como en f.

Proposicién 6.3. Sea f una transformacion unimodu-
lar tal que

C(§) = (£ —1)", dim(Ker (f —1I)) = 1.
Entonces, f se descompone en n — 1 transvecciones.
Demostracion. Bajo estas hipdtesis sabemos que la ma-
triz candnica de Jordan consta de un tnico bloque (celu-

lar). Si B = {v1,va,..., v, } es la base en que f alcanza
dicha matriz, consideremos las n — 1 transvecciones

t1(x) = x+xovy, tg = X+x3Va, ..., th_1(X) = X+Tp Vi1

v sea g = ly,_10...01ly0t;. Puesto que g(v,) =
Vo1 + Vi, ..., G(Va) = vi + va,g(vi) = vi, se sigue
que g = [ y el resultado queda probado. O

Proposicién 6.4. Sea [ una transformacién unimodu-
lar tal que

C€) = (€~ 1", dim(Ker(f = 1) =r > L.

Entonces, f se descompone en n — r transvecciones.

Demostracion. Sea B = {v,,va,...,v,} la base en que
[ alcanza su matriz candnica de Jordan, la cual es-
tard formada por r bloques celulares de dimensiones
dy,ds,...,d.. En cada uno aplicamos el teorema anteri-
or y obtendremos

(dy — 1)+ (da—1)+...+(d, —1)=n—7

transvecciones. Como en la proposicién 6.1, cada una
de ellas se extiende a todo V. Teniendo en cuenta la
proposicién 6.2, la composicién de todas ellas conduce

a f. |

Como resumen de nuestros resultados podemos ob-
servar:

Sea f una transformacion unimodular de un espacio
V de dimensién finita n > 3. Supongamos que

C(&) = (6-1)*D(€), con D(1) # 0,7 = dim(Ker (f—1)).

Hay dos casos extremos:

a) s =n < D) = 1. En este caso f se descom-
pone en n — r transvecciones y no es posible de-
scomponerla en menos (proposiciones 6.4 y 3.1).

b) s = 0. Ahora f se descompone en n transvec-
ciones si f no es una homotecia y en n 4 1 si es
una homotecia no idéntica (proposiciones 5.5 y
5.6). Exceptuados tales casos (es decir, asumien-
do que 0 < s < n), tendremos la descomposicién
directa

V =Ker(f —I)* & Ker (D(f)).

La restriccién de f a Ker (f —1)® se descompone
en s — r transvecciones, las cuales se extienden
a transvecciones de V segin el modelo de la
proposicién 6.1. Su consideracién no afecta a los
vectores del otro sumando directo (proposicién
6.2) porque sus espejos lo incluyen. En cuanto
a este segundo sumando directo, la restriccion
de f carece de vectores dobles no nulos, luego se
descompone en n—s, o bien en n—s+1, transvec-
ciones segin sea homotecia o no. También estas
se extienden a todo V segin la proposicién 6.1
v se recuerda que no afectan al primer suman-
do de acuerdo con la proposicion 6.2. Asi, f se
descompone en

(s—r)+(n—s+e)=n—r+e,
donde ¢ = 0, 1 segun ¢l caso.

Las proposiciones 3.1 y 3.2 no permiten descomposi-
ciones en menores cantidades. Esta formula abarca los
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casos extremos ya comentados. Por tanto, llegamos a
nuestro teorema final:

Theorem 6.5. Sea f una transformacién unimodular
de un espacio V de dimension finita n > 3. Supongamos
que

C(&) = (£—-1)°D(£), con D(1) # 0,7 = dim(Ker (f—1)).

Entonces, f se descompone en n —r + € transvecciones,
donde € = 0 si la restriccién de [ a Ker(D(f)) no es

homotecia y € = 1 si lo fuese. En cada caso, la descom-
posicién no puede serlo en una cantidad menor que la
dicha.
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