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Usando cédigos semi-infinitos, se obtiene una caracterizacién de un subconjunto (que notare-
mos | J7—, L) de la curva triangular de Sierpiniski §. Esta caracterizacién permite descubrir
una propiedad interesante de &. Por otra parte se establecen tres maneras equivalentes de
definir formalmente a §: como la interseccion de una familia de conjuntos, como el atractor
de un sistema iterado de funciones y como la adherencia de U:f 0 L.

Palabras clave: triangulo de Sierpinski, geometria fractal, espacio de Cantor, sistemas
iterados de funciones.

Abstract

Using semi-infinite codes we obtain a characterization of a subset (which is denoted by
U_ff:“ Ly) of the Sierpinski triangular curve 8. This characterization allows to discover an
interesting property of §. On the other hand, we establish three equivalent ways of to define
S formally: as the intersection of a family of sets, as the atractor of an Iterated Function

a . . . . - o
System, and as the closure of Uﬂ_ o L.
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1. Introduccion la geometria fractal v sus muy diversas aplica-

ciones, conlleva a la necesidad de divulgar los
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treinta anos aproximadamente, como una herra-
mienta que ademas de atractiva por la vistosidad
de las figuras que se generan, parece tener buenas
perspectivas para modelar objetos y fenémenos de
la naturaleza que se habian considerado fuera del
alcance de la matematica.

Uno de los conjuntos més conocidos y represen-
tativos de esta geometria es el llamado tridngulo
de Sierpinski, presentado al mundo en el ano 1916
por el matemadtico polaco Waclaw Sierpinski
[12]. Entre los fractales cldsicos, el tridngulo
de Sierpinski llamado también curva triangular
de Sierpinski, ocupa un lugar destacado, parece
tener propiedades excepcionales y surge, a veces
de manera casi sorpresiva, en diversos contextos
de la matematica: en los sistemas dindmicos, la
teoria de grafos, la matemadtica aplicada (en la
fabricacién de antenas de alta frecuencia, en par-
ticular en teléfonos celulares), e incluso en obje-
tos tan antiguos como el tridangulo de Pascal o el
juego de las torres de Hanoi (véanse por ejemplo
[13], [8], [4, pag. 309]).

En 1981, J. E. Hutchinson [5], basado en
las ideas de B. Mandelbrot [6], expone una
teoria muy formal y bien fundamentada de los
que él llama conjuntos estrictamente autosimi-
lares. En 1988, M. Barnsley [2], usando las
ideas de Hutchinson expone un procedimiento
para generar fractales como atractores de Sis-
temas Iterados de Funciones (SIF) y demuestra
que todo atractor se puede “direccionar” me-
diante una funcién del espacio de Cantor, en el
atractor, funciéon que en el presente articulo lla-
mamos la funcién de direccionamiento.

En 1990, W. Debski y J. Mioduszewski [3]
estudiaron algunas propiedades topoldgicas de la
curva triangular de Sierpinski. En 2007, S. Sabo-
gal [11] presenta una caracterizacién algebraica
de esta curva.

En el presente articulo se establece inicial-
mente una definiciéon formal del tridngulo de
Sierpinski &, como la interseccién de cierta fa-
milia {S,}, de conjuntos (Definicién 3.1), esto
con base en la construccién cldsica que se en-
cuentra en la literatura; luego se demuestra que
dicha interseccién es efectivamente el atractor de
un SIF (Proposicién 3.2) y posteriormente, en la
Proposicién 3.3, se establece otra descripcién de

S, como la adherencia de la unién de una familia
de conjuntos. En la mayor parte de la literatura
que conocemos, estos hechos no se demuestran
formalmente, a pesar de que se usan con bastante
frecuencia. Solamente en [9] se establece formal-
mente S como el atractor de un SIF, usando un
lema ([9, Lemma 2.3]) cuya demostracién alli se
omite. Aqui se presenta y demuestra un lema un
poco més general (Lema 2.7) para obtener a 8
como el atractor de un SIF, y también se demues-
tra otra caracterizacién de & como la adherencia
de cierta unién de conjuntos, sin hacer uso de di-
cho lema.

Por otra parte, y este es el resultado original
central del articulo, usando la funcién de direc-
cionamiento, se presenta una caracterizacién de
los puntos de las fronteras 9S,,, (Proposicién 4.5),
con lo cual se deduce que el tridngulo de
Sierpinski contiene puntos que no pertenecen a
ninguna de las fronteras 9S,,. Esto es interesante
ya que en general, al observar el procedimiento
clasico para generar a &, la tendencia natural es
pensar que los tinicos puntos que van a cons-
tituir a & son justamente los de los conjuntos
0S,,, de modo que nuestro resultado, establece
una propiedad contraintuitiva de la curva trian-
gular de Sierpinski.

En la seccién 2 de este trabajo, se precisan
los principales conceptos, resultados y notaciones
que se requieren en las siguientes secciones. En
la seccién 3 se establecen tres formas equiva-
lentes de definir el tridngulo de Sierpinski y en
la seccién 4 se presenta el resultado central del
articulo (Proposicién 4.5), que permite deducir
la propiedad contraintuitiva de & mencionada en
el parrafo anterior.

2. Preliminares

Se presentan y precisan a continuacion una se-
rie de conceptos, notaciones y resultados necesa-
rios para el fin que nos interesa. Las demostra-
ciones que no se presentan aqui, se pueden encon-
trar en [2].

Dado N un entero positivo fijo, N > 2, se de-
fine el espacio de los cddigos como el espacio
métrico (XN, d) donde ¥ = {1,2,..., N}

ZN;:{X:J)leZ‘g...|l‘i62,iEN},
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(los elementos de XN se llaman cédigos o pa-
labras semi-infinitas), y la distancia entre los
cO0digos X = 21223 ... € Y = y1Y2y3 ... se define
por

dxy) =3 ('”“" 1)

- yz']
= (N+1)

Los espacios de Cantor se conocen en la lite-
ratura como los espacios topoldgicos que son ho-
meomorfos al conjunto ternario de Cantor (sobre
el intervalo cerrado [0, 1]) con la topologia gene-
rada por la métrica usual de R. Puesto que el
conjunto ternario de Cantor se puede identificar
con el conjunto de las sucesiones con los elementos
0y 1, entonces el espacio de los cédigos que se esta
aqui definiendo se puede identificar, para N = 2,
con el conjunto ternario de Cantor y ademds la
correspondiente métrica definida en (1), es equi-
valente a la métrica usual de R, de modo que el es-
pacio de cédigos para N = 2 resulta homeomorfo
al espacio de Cantor. Este resultado puede gene-
ralizarse para cualquier N entero positivo, N > 2,
asi que para cada ¥ = {1,2,..., N} el espacio de
c6digos N no es otra cosa que un espacio de Can-
tor.

Un espacio métrico X se dice completo si
toda sucesion de Cauchy en X, converge en X.

Sea (X,d) un espacio métrico; una funcién
f: X — X se dice una contraccion si existe
reR, 0<r<1 tal que para cualesquiera
xz,y € X se tiene que

d(f(z), f(y)) < r-d(z,y);

en tal caso r se dice un factor de contraccién
de f. No es dificil demostrar que toda contraccién
es continua.

Un espacio métrico X se dice compacto si
toda sucesién en X admite una subsucesién con-
vergente en X.

Notemos con H(X) la familia de todos los sub-
conjuntos compactos no vacios de X, es decir:

H(X) :={K C X | K es compacto, K # (}.

Se quiere ahora definir una métrica en el conjunto
H(X), para lo cual procederemos por etapas.

Definicién 2.1 (“Distancia” de punto a com-
pacto). Sean (X,d) espacio métrico, a € X y

K € H(X). Se define d (a, K) por:

d(a,K):=min{d(a,z) |z € K}
(Véase la Fig. 1).

K

(11 U

\

N7

FIGURA 1: d(a, K)

Definicién 2.2 (“Distancia”’ entre compactos).
Sean (X, d) espacio métrico y A, B € H(X). Se
define d (A, B) por:

d(A,B) = maéx {J(a, B)|ac A}
= max{min{d(a,b)|be B} |aec A}.
(Véase la Figura 2).

A

FIGURA 2: d(A, B)

Es de aclarar que d no es una métrica, ya que,
en general, no se cumple que d(A4, B) = d(B, A).

Definicién 2.3. Sean A,B € H(X) se define
h (A, B) por:

h (A, B) = max {J(A,B),d'(B,A)}.
Proposicién 2.4. h es una métrica sobre H(X).

Definicién 2.5 (Métrica de Hausdorff). El es-
pacio métrico (H(X),h) se llama el espacio
donde viven los fractales. La métrica h se
llama métrica de Hausdorff.

Como los elementos de H(X) son subconjun-
tos de X (es decir son elementos que a la vez son
conjuntos), también se suele decir que H(X) es
un hiperespacio de X.

La demostracion del siguiente teorema puede
consultarse en [2, Teorema 7.1] o en [1, Teorema
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3.2.6]. Cabe anotar aqui que en el Teorema 7.1
de [2], la condicién de que (), sea una sucesién
de Cauchy, que aparece en la caracterizacion del
conjunto A, se puede omitir, lo cual en efecto se
hace en [1, Teorema 3.2.6].

Teorema 2.6. Sea (X,d) un espacio métrico.
(H(X),h) es completo si y sélo si (X, d) es com-
pleto. Ademds, si (A,), es una sucesién de
Cauchy en H(X) y

A =1im,_ A,
entonces A se puede caracterizar como sigue:
A ={x € X | existe (x,)n sucesién en X, con

(Tp)n — xy T, € Ay, Vn}.

El siguiente resultado, que se usara en la
préxima seccién, no aparece en la literatura que
conocemos, razén por la cual se enuncia y de-
muestra a continuacion.

Lema 2.7. Sean (X, d) espacio métrico completo
v (Ap)n sucesion de Cauchy en H(X) tal que:
A1 DA 2 24,2

entonces

o0
im0 Ap = ﬂ A,
n=1

Demostracion. Por el Teorema 2.6 sabemos que
H(X) es completo y que

A:=1lim, A,
={r € X | existe (z,), sucesiéon en X con

(n), =Ty Tn € Ay, Vn}.

o0

Probemos entonces que A = (] A,. Sea z € A.
n=1

Existe (x,),, sucesién en X, tal que (z,),, — =y

oo
Zp € Ay, Vn. Supongamos que xz € [ A, es de-

cir, existe M € N tal que = & Ayy. nColmo App es
compacto entonces es cerrado, luego Ay = A,
asi que z & Ay lo cual significa que existe
e > 0 tal que B(x;e) N Ay = 0. Ahora, como
(n), — @, para ¢ > 0 existe N € N tal que
d(zy,x) < € siempre que n > N.

Sea T'= méx{M, N}. Se tiene: d (zr,z) < ¢,
luego zp € B(x;¢). Como T > M, Ay C Ay
y como x7 € Ar entonces xp € Aj, de modo
que x7 € B(x;¢) N Ay = 0, lo cual es una con-
tradiccion.

o0
Reciprocamente sea x € [ Ay, entonces x €

n=1
A, para todo n, y basta entonces considerar la
sucesién constante (z,x,...,x,...) — x para

concluir que x € A. O

Quizé el mecanismo mas usado, y ya clésico,
para construir fractales, es mediante los llamados
sistemas iterados de funciones (SIF), concepto
que se define a continuacién.

Definicién 2.8 (SIF). Un sistema iterado
de funciones (SIF), es una estructura de la
forma {X; f1, f2, f3,..., fn}, donde X es un es-
pacio métrico completo y cada f; : X — X, ¢ =
1,2,..., N, es una contracciéon en X.

Dado un SIF se puede obtener una contracciéon
en el hiperespacio H(X), de la siguiente manera:

Lema 2.9. Sean (X,d) un espacio métrico y
fi + X — X una contraccién en X, con i = 1,
2,3 ..., N (N € N, N fijo). Sise define
F:H(X)— H(X) por

N
= |J fi (K).
i=1
Entonces F' es una contraccion.

Ahora, si (X,d) es completo entonces F'
H(X) — H(X) es una contraccién en un espacio
métrico completo, de modo que se puede aplicar
el teorema del punto fijo para espacios métricos
completos? y se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Dado {X; fi1, fo,..., [N} un
SIF, se define

F: H(X) — H(X)
N
K — F(K)=: -ylfi(K)’

2Teorema del punto fijo para espacios métricos completos. Sean (X, d) un espacio métrico completoy f: X — X
una contraccién de X. Entonces f tiene un tdnico punto fijo, es decir, existe un tnico p € X tal que f(p) = p. Ademss,

para cualquier x € X se tiene que:

limp—oo fO"(x) = p,

donde f°™ representa la composicién de f consigo misma, n veces.
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entonces existe un iunico A € MH(X) tal que
F(A)=A= ]LVJ fi (A). Ademds para cualquier
K € H(X) se Zt?elne que

iy o FO(K) = A.
EI conjunto A se llama el atractor del SIF.

El atractor de un SIF determina un espacio de
codigos, de acuerdo al nimero de contracciones
del SIF.

Definicién 2.11 (El espacio de cédigos asociados
aun SIF). Dado un SIF: {X; f1, fa, ..., fn}se
define su espacio de cédigos asociado como el
espacio métrico ¥ donde ¥ = {1,2,..., N}.

El siguiente teorema es tomado de [2, pég.
123].

Teorema 2.12 (La funcién ¢). Sean
{X;w1,...,wn} un SIF y A su atractor. Sea
YN el espacio de cédigos asociado al SIF. Para
cada o = ajanasz--- € YN neNyz e X, sea

¢ (@) := My coWq, © Way O -+ 0 W, (T).
Entonces ¢ (a) siempre existe, pertenece a A, es
independiente de x, y la funcién:

e XN~ 4
a —p(a)
es continua y sobre.
De esta manera, para cada punto del atractor

de un SIF, se puede ahora definir lo que llamare-
mos una direcciéon del punto.

Definicién 2.13 (Funcién de direccionamiento).
Sean {X;wy,...,w,} un SIF, XN su espacio de
c6digos asociado y ¢ : BN — A la funcién definida
en el teorema anterior. Sea a € A; llamaremos
una direccién de a, a cualquier elemento del con-
junto,

Ejemplo 2.14.

o' (a)={aes|p(a)=a}.

El conjunto ¢! (a) lo llamaremos el conjunto
de las direcciones de a y la funcién ¢ la lla-
maremos la funciéon de direccionamiento del
atractor del SIF.

Dos observaciones sobre la funcion de di-
reccionamiento: La funcién ¢ permite, entre
otras cosas, asignar a cada punto del atractor, un
c6digo semi-infinito, lo cual a su vez puede fa-
cilitar la caracterizacion de ciertos subconjuntos
del fractal como se hard en la seccién 4 para el
tridngulo de Sierpiriski. Por otra parte, recor-
dando que cada espacio de cbédigos es homeo-
morfo al espacio de Cantor, la funcién de direc-
cionamiento constituye una forma de obtener los
conjuntos fractales como cocientes topoldgicos del
espacio de Cantor.

En efecto: si F es un subconjunto cerrado
de ¥V, y dado que ¥V es compacto, entonces
F es también compacto; de esta manera para la
funcién ¢ : XN — A definida en el Teorema 2.12,
se tiene que ¢ (F') es un subconjunto compacto de
A (la imagen continua de un compacto es un com-
pacto); ademds, puesto que A es Hausdorff (por
ser un espacio métrico), entonces ¢ (F') es un ce-
rrado de A (un subconjunto compacto de un espa-
cio Hausdorff, es cerrado [14, Theorem 17.5]). De
esta manera la funcién ¢ es cerrada de modo que
se tiene una funcién continua, sobre y cerrada;
se puede entonces aplicar [14, Teorema 9.2] para
concluir que A es un cociente (topoldgico) del es-
pacio de Cantor. Por supuesto esta conclusiéon
también se puede obtener como una consecuencia
directa del Teorema 30.7 de [14], el cual establece
que todo espacio métrico compacto es una ima-
gen continua del espacio de Cantor; sin embargo
en el Teorema 2.12 se muestra explicitamente una
funcién de cociente entre el espacio de Cantor XY
y el atractor A.

1

(1) Consideremos el SIF: {[0,1];w;, w2} donde wy (z) = 32, wo (z) = 32 + 3. El atractor de este
SIF es el espacio de Cantor C, y su funcién de direccionamiento, ¢ : ¥ — C, donde ¥ = {1,2}.

Calculemos por ejemplo p(12); (12 = 1222...).

©(12) = limy, cow1 0wz 0 wg 0 ... 0wy (1) = lim,_sowq (1) = wy (1) = % eC

Luego 12 es direccién de 1.
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11 12

111 112 121 122

2
21 22

211 212 221 222

L p(12) =4

FigurA 3: Espacio de cédigos asociado con el conjunto de Cantor.

(2) El atractor del SIF: {I x I %z, %zei”/?’ + %, %ze’i’r/‘[3 + % + %i, %z + %}, se llama la curva

de Koch, que notaremos K. Entonces
p: 2N S K

11 14

¥ ={1,2,3,4}.

32

41 44

FiGuraA 4: Espacio de codigos asociado con la curva de Koch.

En este caso, por ejemplo ¢! (%,0)={14, 2T},
o (4,82) = {243T}, 71 (0,0) = {T}.

Para finalizar esta seccion de preliminares,
se demuestran dos lemas que se usaran en la
seccion 4.

Lema 2.15. Sean A el atractor de un SIF
X5 f1,fay- s N}y 9 2 BN — A la correspon-
diente funcién de direccionamiento. Entonces
para todo o = ayanas - - - € BN se cumple:

vlapagas...) = fa, (¢ (a2as...)).

Demostracion. En efecto, para x € X:

¢ (aaaoag ... ) =limy 00 fa, 0 fay0 fas 0 -0 fa, (T)
= foo (M0 fa, 0 fas 0 - -0 far,, (7))
= fai (@ (20304 ...)),

pues fo, es continua (por ser contraccién). O

Lema 2.16. Sean {X; fi1, fo,...,fn} un SIF
cuyas contracciones son inyectivas y ¢ : N — A
la correspondiente funcién de direccionamiento.
Entonces para todo par o= aiasas...,
B =o01P205- € XN se tiene

p(arazas...) = ¢ (a1f2fs...)

si y solo si

go(agag...):go(ﬂgﬂg...).

Demostracion. =) Si

plapasas...)=p(a1f20s...),

aplicando el lema anterior se tiene

for (p(azas...)) = fa, (9 (B2085...)).

Como f,, es inyectiva se concluye que
(,0(0&20&3...) = @(ﬁgﬁg)

<) Aplicando f,, en la hipdtesis y luego usan-
do el lema anterior, se obtiene el resultado. [

3. Definiciones formales de S

La forma més usada de construir el triangulo
de Sierpinski consiste en partir de un triangulo
equilatero de lado 1, junto con su interior, unir los
puntos medios de los lados del tridangulo de modo
que se forman cuatro triangulos de los cuales se
elimina el triangulo central. Luego, en cada uno
de los tres tridngulos que quedan se repite la
construccién (unir los puntos medios de los la-
dos y eliminar el tridgngulo central), obteniéndose
nueve tridngulos mds pequenos (véase la Figura
5), en cada uno de los cuales se repite la construc-
cién para obtener 27 tridngulos aiin mas pequenos
y asi sucesivamente; se determina entonces una
sucesién de conjuntos Sg, S1, Sa, .., Spy - -
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V3

So Sl

82 83

F1aurA 6: Distancia entre S, y Sp41-

AN 7Y

FIGURA 7: La sucesion (Ly,)

Formalizamos de la siguiente manera:

Definicién 3.1. Siendo (S,), la sucesién
obtenida anteriormente, se define el triangulo
de Sierpinski que notaremos &, como la inter-
secci6n de la familia {S,, | n € N}, es decir:

S = ﬁOSn.

Ahora, si se considera el SIF § =
{R2; f1, f2, f3} donde f1 (2) = 32, fo(2) = 32+
%, fa(z) = %z—i—%—f—@i, y se toma como conjunto
inicial Sp el tridngulo (junto con su interior) de

vértices (0,0), (1,0) y (2, ‘ég) se puede compro-
bar, haciendo los calculos y aplicando induccién
matematica que la sucesién (F°"(Sp)),, (véase el
Teorema 2.10), es la misma sucesién (S, )y de la

Definicién 3.1.

Obsérvese que cada S,, es compacto no vacio y
que ademas:

(1) S 28128228, 2---

e o o,

n*

(#4) (Sp)n es una sucesién de Cauchy en

H(R?).

En efecto:
h(So,S1) = d(So,S1) = §
h(S1,8:) = d(S1,82) = ﬁ

,_.
SM
Wl o

h(S2,83) = d(8,8s) = T3

&

h(Sn; Sn-&-l) (Sn ) Sn-&-l) =

12. 27

dl
de modo que si m > n se tiene:

m—1
h(Sy,Sm) Zhsj,:s]+1

Jj=

\/5 V3 V3

:12,2n+12,2n+1+”'+12,2m
V3 /1 1 1
_E<%+W+'”+ﬁ)_’0’
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cuando n,m — oo. Asi teniendo en cuenta (i),
(ii) y que R? es completo, se puede aplicar el
Lema 2.7 para obtener:

Proposicion 3.2. El triangulo de Sierpinski es
el atractor del SIF'S.

Por el Teorema 2.10 el atractor de un SIF es in-
dependiente del compacto inicial que se tome. Si
cambiamos el conjunto inicial Sy, por el triangulo

Lo de vértices (0,0), (1,0) y (%, @), pero ahora

sin su interior (es decir Ly = 0Sp), la sucesién
que se obtiene se ilustra en la Figura 7.

La tendencia general es pensar que S es la
unién de la familia {L, | n = 0,1,2,...}. Sin
embargo esto no es cierto. Se probard a continua-
cién que en realidad S es la adherencia de dicha
unién, y en la siguiente secciéon se probara que

o0

existen puntos de & que no pertenecen a |J L.
n=0

Proposicién 3.3. S= | L,

n=0

Demostracion. Sea s € §. Usando la funcién
de direccionamiento ¢ : ¥ — 8 asociada al SIF
S, sabemos que existe un cédigo o € XN tal que
¢ (a) = s, (¢ es sobre, Teorema 2.12), de modo
que lim,, o fo, ©...0 fan (z) = s, Vz € R%. Para

probar que s € U L,, tomemos € > 0 y veamos
o0

que B (s;€) N ( U Ln> # (). Observemos que:
n=0

F(Lo) = f1(Lo) U f2 (Lo) U f3 (Lo)
={f1(z) |z € Lo}
U{fa(z) |z € Lo} U{fs(z) |z € Lo}
={fi(x) |z € Lo, i €{1,2,3}},
F°?(Lo)={fi,ofi, (x) | @ € Lo, i1,is € {1,2,3}},
y, en general,

Fon (LO) —

{fiyo...0fi, ()| z€ Lo,i,,...,in € {1,2,3}}.
Sea xg € Lg. Puesto que
limy, oo foy ©-. 0 fa, () =5,

entonces para € > 0 existe N € Ntal quesin > N
entonces fo, ©...0 fo, (o) € B(s;¢). De esta

manera tenemos que, Vn > N,

fay0...0 fa, (x0) € B(s;e) N F°™ (Lg)
=B (s;e) N L,

C B(s;e)N (G Ln>.

n=0

Para la otra contenencia demostremos en primer
lugar que

es decir que U L, C ﬂ Sy. Usaremos los si-
=0 n=0
guientes hechos

(1) L, €S, paratodon=20,1,2,3,...
(2) 2828 2---285,2...
(3) LoCLiCLyC---CL,C...

oo
Sea x € |J L,. Existe m € N tal que « € Ly,
n=0
Por (3) se tiene que x € L, para todo n > m.
Por (1) se tiene que z € S,,, para todo n > m.

Por (2) se tiene que x € Sy, para todo n <m. De

esta manera x € ﬂ Sy, con lo cual U L,CS.
n=0
Como 8 es cerrado y puesto que la adheren(na

de un conjunto es el “menor” cerrado que lo con-

o0
tiene, se concluye que |J L, CS. O

n=0

4. 8 es mucho mas de lo que parece

[ee]
Se probard en esta seccién que & # |J Ly,

n=0
mediante una caracterizacién de los puntos que
estdn en cada conjunto L, = 0S,. Para esto

se estableceran algunos lemas previos. Hagamos

=(0,0), ¢ = (1,0) y r = (%,‘4) los puntos

fijos de las contracciones f1, fo y f3 respectiva-
mente, del SIF' S. Sea L,, el segmento que une p
vy q. Se definen Ly y L, de manera andloga
(Figura 8). Denotemos ahora X3 el siguiente
conjunto de cédigos:

Li3:={a e |a; €{1,3},Vie N}.

Lema 4.1. (2 (213) = Lpr-
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FIGURA 8 : Los segmentos Lyq, Lgr ¥ L.

Demostracion. Sea o = ajag ... € Y13 . Como
f1 (Lpr)U fs (Lpr) = Ly, entonces Ly, es el atrac-
tor del SIF {RQ;fl,fg}; esto implica que para
todo € R? se cumple,

lim fa1 o... Ofa" (QC) € Lpra

n—oo
de aqui que ¢ (a) € L, y por tanto ¢ (313) C
L,,. Para la otra contenencia demostremos antes
que si

Oé¢213

entonces

p(a) ¢ Ly, (2)

FIiGUurA 9:

Si a ¢ 13 es porque existe k € N tal que ay, = 2
(asumimos ademds que tal k es el menor entero
positivo tal que a = 2) de modo que, usando el
Lema 2.15,
@ (kartr-..) = fa (o (rprap42...)) € f2(S),
de donde podemos concluir que
¢ (agapt1--.) & Lpr
(vedse la Figura 9), de lo cual se sigue que
[%2) (alag OOy 1 ) ¢ Lpr,

es decir, ¢ (a) ¢ Ly, como se queria ver.

Tomemos ahora x € L,,. Como ¢ es sobreyec-
tiva, existe a € XN tal que ¢ (a) = x, de modo

que ¢ (a) € Ly.. Usando (2) se concluye que
a € Y13, de donde = = ¢ () € ¢ (X13) lo cual

demuestra que Ly, C ¢ (X13), la contenencia que
faltaba. O

De manera andloga se puede demostrar el si-
guiente lema:

Lema 4.2. (2 (212) = qu y @ (223) = qu"-
Los dos lemas anteriores permiten entonces es-
cribir el siguiente:

Lema 4.3. Ly = Ly U Ly U Ly = ¢ (X12) U
¢ (Z23) U (E13).

Ly = ¢(E13)
Los codigos con sélo
I’'sy 3’s

Lgr = ¢(323)
Los codigos con sélo
2'sy 3’s

L,, = ¢(X42): Los cédigos con sélo 1's y 2’s
F1GURA 10: Los cédigos de Lyq, Lgr ¥ Lpr-

Ahora fijémonos en L; = F(Lgp) que es
la unién de Lo con el tridngulo de vértices

(%ﬂ%(%%) y (i@). Sea z9 € L1 — Lo.

Un codigo para xg es de una de las siguientes tres
formas:

a =143, donde 3 € ¥o3

a =20, donde 3 € 313
a =343, donde 3 € X5

FI1GUuRA 11: Gréfico de L1 — Lyg.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que zp es a = 18, con B € Ya3 (véase la Figura
11). Como zp € f1(S) v xo ¢ Lo, entonces
2o & fo(S) y o ¢ f3(S). Si zy tuviera otro
c6digo que inicia también con 1, digamos 14, en-
tonces:

zo = ¢ (18) = ¢ (10).
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Puesto que fi es inyectiva, podemos aplicar el
Lema 2.16 y escribir:

¢ (B)=¢(0)
es decir 3y § son cédigos del mismo punto. Como
B € Y3 entonces ¢ () € ¢ (X23) = Lgr, luego
¢ (0) € Lgr de donde d € 3.

Denotemos 1333 el conjunto de los cédigos de
la forma 153, donde 3 € ¥a3. Lo que se ha probado
es sencillamente que los cédigos de xy necesaria-
mente pertenecen a 1Xo3.

De manera analoga se puede probar que si zg
es o = 20 donde § € X3 entonces los codigos de
xo pertenecen a 2X13 (conjunto de cédigos de la
forma 28,5 € ¥13) y que si 29 es & = 30 donde
[ € ¥13, entonces los cddigos de xy pertenecen
a 312 (conjunto de cédigos de la forma 30,
0 € ¥12). Por tanto podemos concluir:

Ll - LO =@ (1223) U (2 (2213) U "2} (3212) .
(Véase la Figura 12).

¢(3%12)
/
/ ©(2%13)

FI1Gura 12: Gréfico de
Li— Lo = ¢ (1¥23) U (2313) U (3X12)

Los razonamientos anteriores, junto con el
Lema 4.3 permiten escribir lo siguiente:

Lema 4.4. L1 = ¢ (212) U (223) U @(213) U
© (1223) U (2213) Ue (3212)

Procediendo inductivamente y con cuidado se
concluye que si g € L,, entonces los cédigos de
o son de la forma:

a=aias...a0, (3)
donde 8 € ¥15 U Y93 U X153 para algin k € N y
donde ai,as,...,af € {1,2,3}.

Reciprocamente si un cédigo de zy es de la
forma (3), se tendré:
zo = p(a) = p(araz - apf)

= far © faz © -0 fa, (9(B)) € F**(Lo) = Li.

Expresiandolo en palabras lo que se ha de-
mostrado es que los puntos de los conjuntos L,
son aquellos cuyos cédigos inician con un cédigo
finito cuyas cifras son 1, 2 0 3 (aqae... ), ¥y
luego sigue una “cola” en la cual solamente apare-
cen dos cifras: 61y 2,62y 3,61y 3.

Los razonamientos anteriores permiten final-
mente escribir el resultado principal de esta
seccion, el cual constituye una caracterizacion

o0
de los puntos del conjunto |J L, y permitird

n=0
ademds concluir que nuestro fractal distinguido
S, contiene puntos que no estan en dicha unién.

(oo}

Proposicién 4.5. xg € |J L, si y sélo si existe
n=0

k € N tal que, los cédigos de xg son de la forma.

a=aas. ..o, (4)
donde

B € X2 U3 U, o €{1,2,3}, 1 <i<k.

Nota. En (4) el cédigo finito ayas . .. a pue-
de ser el cédigo “vacio”, es decir, sin cifras, que
seria el caso para los puntos de L.

Recordemos ahora la funciéon de direc-
cionamiento ¢ : ¥V — 8; ella nos indica que
para todo a € ¥V, p(a) € S. Claramente
existen cédigos en XN que no son de la forma
(4), por ejemplo, entre muchos otros, los siguien-
tes: 123123123, 112321321, 333111213111213.
Veamos un ejemplo haciendo un calculo mas pre-
ciso:

Seaxozga(l_%):?

Calculemos la composicién f; o fa o f3:

Jiofaofz(x)=f (fz (%x—i—i—kﬂz)
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El punto fijo de la contracciéon f; o fo o f3 es
Ty = % + 1—431', de modo que

@(1_23):nh;ngoﬁOf20f30---0f10f20f3($f)

5 3.
=—+ iz.
14 14
Por lo tanto zg = % + %i es un punto
que pertenece al tridngulo de Sierpinski pero
[e.e]
no pertenece a |J L,. Finalmente, el lector
n=0
puede comprobar que para tal zg, el conjunto

D = |J F°"({zo}) es un conjunto denso en
=0

n=
el tridngulo de Sierpiniski y tal que, ninguno
de sus puntos pertenece a la unién de la familia
{Ln}nZo-
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