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Presentamos dos parametros estadisticos nuevos para el estudio de series de tiempo de
variables geofisicas, que denominamos escala de informacion, v, y escala de informacion
normalizada, 10", itiles para cuantificar la dependencia global (no lineal) ¥ la memoria de los
procesos geofisicos en el tiempo. Estos nuevos pardmetros constituyen una generalizacién de
la escala de fluctuacién, 8, que cuantifica la dependencia lineal y la persistencia en procesos
de memoria corta. Defininos la escala de informacién como la integral de la funcién de auto-
informacion, andloga a la escala de fluctuacién que se define como la integral de la funcién de
autocorrelacion. Estimamos las funciones de auto-informacion vy de autocorrelaciéon usando
registros de lluvias en estaciones localizadas en el Valle de Aburra sobre la cordillera central
de los Andes de Colombia, con una resolucion temporal de 15 min. durante el periodo 1998-
2006. Estimamos tanto la escala de informacidon como la escala de fluctuacion, v estudiamos
como se comporta la entropia de las series de lluvia cuando la lluvia se agrega intervalos de
tiempo crecientes T=15 v 30 min., asi como 1, 3, 6, 12, y 24 horas. Los resultados indican
que la entropia y las escalas de informacion son levemente dependientes del niimero de
intervalos de clase requeridos para estimar la funcion de distribucion de probabilidades del
proceso estocdstico. Encontramos que las funciones de autocorrelacion y de auto-informacion
exhiben un patrén de decaimiento muy répido (exponencial), lo cual implica convergencia de
la escala de fluctuacion a en el rango 0 € (58 min. — 93 min.), v de la escala de informacién
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¥ € (5 min—bits a 16 min—bits), mientras que la escala de informacion normalizada exhibe
valores en el rango ¥* € (39 min. — 56 min.). Adem4s, la relacién entre las escalas de fluc-
tuacién y de informacién exhibe valores ¢ = /9™ € (1,41 — 1,79). Finalmente, encontramos
que la entropia crece como una funcion potencial casi perfecta del intervalo de agregacién
temporal, tal que S ~ T7?, con 3 € (0,533 — 0,758). Este resultado deberfa explicarse en
términos de la ganancia de informacién sobre la lluvia a medida que transcurre el tiempo,
pero que también deberia poder ser explicado como consecuencia de la segunda ley de la
termodindmica en la lluvia tropical de montana.

Palabras clave: Procesos no lineales, Entropia, Precipitacién, Andes tropicales, Colom-
bia.

Abstract

The scale of information, v, and its normalized version, ¥, are introduced herein as two
brand new statistical parameters to quantify the global and nonlinear dependence in time
series of geophysical records. They constitute natural extensions of the scale of fluctuation, 6,
which quantifies linear correlations and short time persistence. Just as the scale of fluctuation
is defined as the integral of the auto-correlation function, the scale of information is defined
by the integral of the auto-information function. The auto-information and auto-correlation
functions are estimated using 15 min.-resolution rainfall data at 18 raingauges located inside
inter-Andean Aburrd Valley in the Central Andes of Colombia, for the period 1998-2006. Both
the scale of information and the scale of fluctuation are quantified along with the entropy
of rainfall for increasing time aggregation intervals, T=15 and 30 minutes, 1, 3, 6, 12, and
24 hours. Results indicate that entropy and the scales of information are slightly dependant
on the number of class intervals required to define the probability distribution function.
Exponentially decaying auto-correlation and auto-information functions were found, thus
implying finite scale of fluctuation 6 € (58 min. — 93 min.), and of the scale of information
¥ € (5 min—bitsal6 min—bits), whereas the normalized scale of information ¥* € (39 min.—
56 min.). The relation between the scales of fluctuation and information was found to be
¢ =0/y* € (1,41 — 1,79). Besides, clear-cut direct power laws were found relating entropy
with time aggregation interval, such that S ~ 7%, with 8 € (0,533 —0,758). This result needs
to be explained as a result of the gaining of information on rainfall as time goes by, but also
as a consequence of the second law of thermodynamics in tropical mountain rainfall.

Key words: Nonlinear Processes, Entropy, Precipitation, Tropical Andes, Colombia.

1. Introduccién
vecinos.

para Colombia, incluyendo los océanos y paises circun-

de los mayores retos de las geociencias actuales es el en-
tendimiento, diagnostico y prondstico de la lluvia sobre
regiones tropicales de montana. Un caso paradigmético
es el de la lluvia en los Andes de Colombia, debido a su
alta variabilidad espacio-temporal causada por: (i) altos
gradientes topograficos en las tres cordilleras de los An-
des que cruzan a Colombia de suroeste a noreste, (i) la
influencia climatica de las cuencas de los rios Amazonas
y Orinoco, (%i) la influencia de los patrones de circu-
lacién atmosféricos sobre el mar Caribe y los océanos
Pacifico y Atldntico circundantes, y (iv) las fuertes in-
teracciones de los procesos hidrolégicos que suceden en
la interfaz suelo-atmoésfera (Poveda et al., 2006).

El reciente trabajo de Alvarez et al. (2009) presen-
ta nuevos campos de precipitacién promedia multianual

Tales mapas han sido construidos usando informa-
cién de mas de 1200 estaciones de registro de lluvia en
tierra, mediante la implementacién de métodos de in-
terpolacién geoestadisticos (Kriging y sus variantes), y
apoyandose en informacion de lluvias de la Misién de
Medicién de la Lluvia Tropical (TRMM) (Kummerow
et al., 1998), para una mejor estimacién de los mapas de
lluvia sobre el pais, con énfasis en una mejor estimacién
de la lluvia sobre los Andes.

En escalas de tiempo intra-anuales, la migracion
meridional de la Zona de Convergencia Intertropical
(ZCIT), ejerce un fuerte control del ciclo anual de la
hidro-climatologia de Colombia (Snow, 1976; Mejia et
al., 1999; Ledn et al., 2001; Poveda, 2004; Poveda et
al., 2007; Killeen et al., 2007). Pero no sélo la ZCIT


marco moreno
 

marco moreno
 


G. POVEDA: INFORMACION Y ENTROPIA DE LAS LLUVIAS EN EL VALLE DE ABURRA, COLOMBIA 3

condiciona el ciclo anual de las lluvias sobre Colombia,
ya que otros patrones de la circulacion atmosférica inter-
actuan con la ZCIT, entre los que se destacan una corri-
ente en chorro superficial sobre el Mar Caribe (Poveda
& Mesa, 1999; Magana et al., 1999), otra sobre las
regiones de la Orinoquia y la Amazonia (Montoya et
al., 2001), ademds de la corriente superficial de vientos
del Chorro del Chocé que sopla desde el Océano Pacifi-
co hacia el interior de Colombia (Poveda & Mesa,
1999, 2000). El Chorro del Chocé a su vez estd es-
trechamente ligado con la dindmica de sistemas convec-
tivos de mesoescala que se desarrollan sobre la Costa
Pacfifica, los cuales exhiben un claro ciclo diurno (Ve-
lasco & Frisch, 1987; Poveda & Mesa, 2000; Mapes
et al., 2003a; Houze, 2004; Mejia & Poveda, 2005).

La variabilidad interanual de la lluvia estd funda-
mentalmente controlada por los efectos de las dos fases
(El Nino y La Nina) del sistema El Nifo-Oscilacién del
Sur (ENSO) (Hastenrath, 1976; Aceituno, 1988; Lau
& Sheu, 1988; Kiladis and Diaz, 1989; Aceituno,
1989; Hastenrath, 1990; Montealegre et al., 1990;
Poveda & Mesa, 1993; Poveda, 1994; Mesa et al.,
1994; Poveda & Mesa, 1996, 1997; Montealegre
& Pabdn, 2000; Poveda et al., 2001; Gutiérrez &
Dracup, 2001; Waylen & Poveda, 2002; Poveda et
al., 2006; Tootle et al., 2008).

Los efectos del evento El Nino estan asociados, en
general, con una disminucién de la precipitaciéon, y un
aumento durante La Nina, dado que las anomalias en
las temperaturas de la superficie del océano Pacifico
colombiano controlan la intensidad de los vientos y de
la adveccion de humedad a cargo del Chorro del Chocd,
reduciéndolos durante El Nino, e intensificAndolos du-
rante La Nina, en conjuncion con las teleconexiones at-
mosféricas y con los efectos de retroalimentacion en-
tre los procesos hidro-climéaticos de la interfaz tierra-
atmdsfera (Poveda & Mesa, 1997; Poveda et al.,
2001; Poveda, 2004; Poveda et al., 2006).

En escalas de tiempo intra-estacionales (menores que
4 meses), la oscilacién intra-estacional de 40-50 dias,
también conocida como Oscilacion de Madden-Julian,
ejerce un importante control sobre la hidroclimatologia
de Colombia. El trabajo de Poveda et al. (2005)
demostré que las lluvias sobre los Andes se intensifi-
can durante la fase oeste de la oscilacién de Madden-
Julian, y disminuyen durante la fase este. El trabajo
mas completo conocido por el autor en relacién con la
oscilacion intra-estacional y su influencia sobre la hidro-
climatologia de Colombia es el de Arias (2005), el cual

no ha sido publicado. A escalas de tiempo mucho maés
cortas, las ondas tropicales del este (OTE) influyen sobre
los regimenes de precipitacién de diferentes regiones de
Colombia (Martinez, 1993; Leén et al., 2001; Poveda
et al., 2005). Las OTE son ondas viajeras en la ZCIT
con periodicidad entre 4-8 dias, que ocurren durante la
temporada verano-otono del hemisferio Norte, sobre el
Atlantico Norte, con origen en Africa occidental.

El rol que ejerce la topografia es fundamental en la
génesis y en la dindmica de los patrones del tiempo
atmosferico sobre los Andes. Este rol se hace manifiesto
en la existencia del llamado Optimo Pluviométrico sobre
los valles interandinos (Oster, 1979; Mesa et al., 1997;
Alvarez et al., 2009). La conveccién profunda que se
desarrolla sobre los altos gradientes topograficos de los
Andes induce la formacién de tormentas altamente in-
termitentes en espacio y tiempo, con una estructura al-
tamente fractal (Gémez & Poveda, 2008), y de ex-
trema intensidad. Es asi que la distribucion de la lluvia
en las escalas espacio-temporales mas pequenas exhibe
una alta variabilidad reflejada en méximos de pluviosi-
dad a distintas horas del dia, atin entre sitios muy cer-
canos (Poveda et al., 2005). El trabajo de Poveda
et al. (2009) demuestra que las lluvias en el Valle de
Aburra exhiben un claro ciclo diurno cuya fase cambia
con la época del ano, con aguaceros generalmente du-
rante las horas de la tarde (15:00-17:00) en el periodo
Septiembre-Marzo, y con lluvias de madrugada (01:00-
04:00) en el periodo Mayo-Agosto.

El trabajo de Hurtado & Poveda (2009) estudia
las estructuras de dependencia lineal y no lineal de las
lluvias sobre el Valle de Aburrd, mediante andlisis de
correlaciones (p) espacio-temporales, y mediante la esti-
macién de la informacién mutua espacio-temporal, IM ,
entre estaciones de registro de lluvia a una resolucion
temporal de 15 minutos. En ese estudio de la dependen-
cia espacial de la lluvia se desarrollaron analisis para
valores crecientes de: (4) el intervalo de agregacién tem-
poral, =15 min. a T=24 horas; y (i) el rezago tempo-
ral, 7=15 min. hasta 7=120 min. Los resultados para ()
indican que tanto IM como p decaen como una funcién
potencial del espacio y el intervalo de agregacién, es de-
cir I\, T)=A(T)A\=*T) | pero ademés con A(T)=aT",
y a(T)=bT'~*. Con respecto a (ii), el trabajo de Hur-
tado & Poveda (2009) encuentra que las funciones
exponenciales se ajustan mejor para representar el de-
caimiento espacial tanto de IM como de p, de tal forma
que I(A\, 7)=F(7)exp[—¢(T)A], con F(r)=exp[—dr], ¥y



4 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXIII, NUMERO xx DE 2009

¢(T)=j-k7. Los mapas de IM y p sugieren que la in-
formaciéon mutua es un estadistico mucho més potente
que la correlacién lineal para capturar los rasgos de al-
ta singularidad espacio-temporal de la lluvia tropical de
montana.

1.2. La enorme amenaza de la deforestacion.
A pesar de los avances reportados en el entendimiento
de la dindmica espacio-temporal de la lluvia en Colom-
bia, existen muchos vacios, en particular en las escalas
espacio-temporales menores. Es necesario entender los
mecanismos fisicos que gobiernan la (termo-)dindmica
de la lluvia sobre los Andes de Colombia. Este reto
es alin mas urgente ante la evidencia que indica que
los Andes tropicales son el sitio del planeta donde se
estd destruyendo mas rapidamente la biodiversidad por
causa de la deforestaciéon (Myers et al., 2000). Tal
hecho constituye una amenaza real para el desarrollo
(sostenible) del pais. Colombia todavia pudiera ser una
potencia ambiental mundial en biodiversidad, en térmi-
nos de los enormes beneficios econémicos derivados de la
explotacién sostenible de los productos del bosque trop-
ical y de los servicios ambientales que proveen sus eco-
sistemas, pero tales metas estan seriamente amenazadas
por la deforestacion de los Andes tropicales.

En este trabajo se avanza en el estudio de las
propiedades estadisticas de las lluvias del Valle de
Aburra, usando para ello herramientas de la teoria de la
informacién como la entropia, la escala de fluctuacion,
y la informacion mutua. Ademds, proponemos dos es-
tadisticos nuevos en la literatura, que denominamos es-
cala de informacion, y escala de informacion normaliza-
da, y los cuantificamos para la regién de estudio. Adi-
cionalmente, nos interesa estudiar como varia la entropia
de las lluvias en funcién del intervalo de agregacién tem-
poral. Para ello, este trabajo estd distribuido de la si-
guiente manera: en la seccién 2 se presentan los métodos
de andlisis, en la seccién 3 se describe la informacién us-
ada; los resultados obtenidos y sus andlisis se presentan
en la seccién 4, y las conclusiones se consignan en la
seccion 5.

2. Meétodos

2.1. Correlacién e informacién mutua. La de-
pendencia lineal entre dos series de tiempo se puede
cuantificar mediante el coeficiente de correlacién cruza-
da de rezago 7. Sean Xt(z) y Xt(j) dos series de tiempo
registradas sitios i, y j, entonces el coeficiente de cor-
relacién cruzada de rezago 7, denotado por p;;(7) se

estima mediante (Salas et al., 1980),
n=T(xi _ iy (xd
pii (1) = i1 (Xt — pi) (X3 — iy ) g
:L:_f(XZ — pp)? ?:_17(th+7 - M#-T)Q

(1)
para valores de 7=0, 1, 2, .... Cuando i=j, la ecuacién
(1) denota la funcién de autocorrelacién temporal (FAC)
de la serie.

La informacion mutua (IM) es un pardmetro es-
tadistico que cuantifica la dependencia global entre dos
variables aleatorias, X e Y. La IM es una medida de
dependencia no lineal que cuantifica la reduccién en la
incertidumbre en X cuando se conoce el valor de Y, y
viceversa (Simon & Verleysen, 2007). La definicién de
la IM se basa en el concepto de Entropia de Shanon, la
medida estadistica que cuantifica el grado incertidumbre
y desorden de una variable aleatoria con base en su fun-
cion de distribucion de probabilidades, la cual se estima
como (Shanon, 1948),

k
S(p) ==Y _ pilog(pi), (2)
i=1

en donde p1,p2,...,pr representa la funcién de densi-
dad de probabilidades, que satisface ELI pi = 1,y
p; > 0, Vi, para una variable aleatoria. La expresion
(2) es valida para cualquier base logaritmica, la que a
su vez define las unidades de entropia, siendo el “bit” la
unidad asociada con la base 2. Por ejemplo, la entropia
del proceso de tirar una moneda al azar es 1 bit (Cover
& Thomas, 1991). De otra parte, en forma andloga a la
correlacion, es posible definir la IM entre dos variables
aleatorias en funcién de un tiempo de rezago 7, como

Iz‘j(T)_ZPileOg<plTj >’ (3)

bi-pj

en donde,

pL=PXe=an,YitT=y), 0= pij ¥
[

bi = Zpij~ (4)

J

Cuando i=j, la ecuacién (3) define la funcién de auto-
informacién (FAI) de la serie (Chapeau-Blondeau,
2007; Hurtado & Poveda, 2009).

A diferencia del coeficiente de correlacion, el cual
puede ser nulo para variables enteramente dependientes,
como en el caso de una serie generada con el mapa
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logistico en régimen cadtico, x,,+1=4x,(1 — x,) ((Peit-
gen et al., 1992), cap. 11, pig. 585), la IM es siempre
mayor o igual que cero, y toma el valor nulo si, y so-
lo si, las variables son estadisticamente independientes
(Herzel & Grofle, 1995; Gray, 2007). Se trata de una
propiedad muy fuerte que contrasta radicalmente con la
débil propiedad de la correlacién (Brillinger, 2002).

Ademsés, la IM tiene la posibilidad de capturar gra-
dos mixtos de asociacién. Por ejemplo, en el caso de dos
variables X e Y que exhiban una asociacion lineal cuya
pendiente toma valores positivos y negativos, 6 en ca-
sos donde la asociacién es no lineal con diferentes tipos
de relaciones funcionales. Por ejemplo, para un par de
variables X e Y de 60.000 datos cada una, que exhiben
correlaciéon positiva perfecta, pyy = 1,0 y Iy = 4,17,
mientras que para el caso en que la asociacién es lineal
con una pendiente (3 la mitad del tiempo, y con pendi-
ente —( la otra mitad del tiempo, se obtiene p,y =0y
Iy, = 3,17. La correlacién lineal es nula aunque haya
una fuerte asociacién de forma relativamente simple,
mientras que la IM si captura tal tipo de asociacion.
Ademas, la IM también es sensible a dependencias que
no se manifiestan en la estructura de covarianza del pro-
ceso (Krashov et al., 2007), independientemente de la
distribucién de probabilidades 6 modelo de dependencia
especifico que se asuma a priori (Dionisio et al., 2004;
Li, 1990).

Tanto la correlacion como la informaciéon mutua
tienen propiedades tedricas complementarias, y por tan-
to son simultaneamente tutiles para investigar procesos
y senales aleatorias complejas. El concepto de IM tiene
multiples aplicaciones en fisica y geociencias (Porpo-
rato & Ridolfi, 2003), pero casi no ha sido usado co-
mo una medida de dependencia global, con contadas ex-
cepciones (Harrold et al., 2001; Molini et al., 2006;
Hurtado & Poveda, 2009).

2.2. Escala de fluctuacién. La escala de fluc-
tuacién es un pardmetro estadistico que fue propuesto
por G. I. Taylor para estimar el intervalo de tiempo
6ptimo de muestreo de flujos en régimen turbulento. La
escala de fluctuacién se define como, (Taylor, 1921)

(o]
o= ptryar )
—0o0
y ha sido estudiada para flujos turbulentos en
la atmoésfera y en laboratorio (Bacon et al.,
1970; Comte-Bellot & Corrsin, 1971; Menevau
& Sreenivasan, 1991; Sullivan, 1971; Shukla

& Gutzer, 1983; Lenschow & Stankov, 1986;
Quintarelli, 1993). El texto de Vanmarcke (1983) es
referencia fundamental sobre la escala de fluctuacién.
Para el caso de procesos discretos, la escala de fluc-
tuacién se estima como,

k
0=1+2> p.. (6)
T=1

En forma equivalente, es posible estimar # mediante la
funcién de varianza (Vanmarcke (1983), pag. 188),

6= lim TI(T), (7)

en donde I'(T") representa la varianza del proceso origi-
nal promediado en un intervalo de tiempo 7. Otra ma-
nera alternativa de estimar 6 es mediante la funcién de
densidad espectral normalizada (de drea unitaria), eval-
uada alrededor de la frecuencia cero, g(0), es decir (Van-
marcke, 1983; Mesa & Poveda, 1993; Katul et al.,
2007),

0 = mg(0). (8)

2.3. Escala de fluctuacion en procesos de
memoria corta. Con el proposito de ilustrar el con-
cepto, es sabido que para un proceso estocastico autor-
regresivo de primer orden, 6 AR(1), con coeficiente de
autocorrelacion serial de rezago uno, pp, definido como,

X = ;1 X1 + &, 9)

su escala de fluctuacién se estima como (Siddiqui, 1976;
Poveda, 1987),

_ltd_lepm
Cl—¢1 1—p
Para un proceso estocéstico autorregresivo de segundo
orden, 6 AR(2), con coeficientes de autocorrelacién se-

rial de rezagos uno y dos, p; y p2, respectivamente, y
definido como,

X =01 Xy 1+ 92Xy 2 +ey, (11)

su escala de fluctuacién se estima como (Troutman,

1978),
1 1 —2
9_< +p1>< + p2 P1>. (12)
1—p1 1—p2

Para un proceso estocastico autorregresivo de tercer
orden, 6 AR(3), con coeficientes de autocorrelacién se-
rial de rezagos uno, dos, y tres, p1, p2, v p3, respectiva-
mente, y definido como,

Xt =01 Xe1 + P X2+ ¢3Xi_3 + ey, (13)

0 (10)




6 REV. ACAD. COLOMB. CIENC.: VOLUMEN XXXIII, NUMERO xx DE 2009

la escala de fluctuacién es (Poveda, 1987),

o <1+p2 —2p1> (1+p1)(1 + ps3) = (p1 + p2)?
1—p2 (I=p1)(1 = p3) = (p1 — pz)Q('14

Igualmente, para un proceso autorregresivo de orden p y
promedio mévil de orden ¢,6 ARMA(p, q), que se define
como,

p q
Xe=Y ¢iXeite— Y aje (15)
i=1 j=1

la escala de fluctuacién es (Siddiqui, 1976; Mesa &
Poveda, 1993),

1 {(1— ;’-1%)}2, (16)

= P
Yo L(1=2200 di)
en donde 7 es la relacién entre la varianza del proceso
y la varianza del ruido estocéstico ¢.

Para procesos autorregresivos de orden m que tienen
una cierta periodicidad, de la forma,

m
(Xs - Ns)/o's = Z Bi,s—i(Xs—i - Ms—i)/o's—i + ﬁ:esv
j=1
(17)
en donde f; s, y los (7 son los pardmetros (media,
desviacién tipica y coeficientes de correlacion), periédi-
cos en s con periodo K. Para K = 2 (periodicidad
semestral), la escala de fluctuacién es,

0?2 +03)(1 + p11p12) + 20102(p11 + p12)

o=
2(1 = pr1p12)

(18)

En las Figuras 1, 2, y 3 se presentan los resultados
de la estimacién de la escala de fluctuacién para diver-
sos procesos autorregresivos que exhiben una periodi-
cidad (ecuacién 17), para diferentes combinaciones de
los pardmetros involucrados. Obsérvese que la escala de
fluctuacién es altamente dependiente de los pardmetros.
El trabajo de Géez & Poveda (2005) estima la es-
cala de fluctuacién de series de registros de caudales
medios mensuales en varios rios de Colombia y la cuen-
ca Amazdnica, y estudia su variacién con el drea de la
cuenca. A primera vista podria afirmarse que la escala de
fluctuacién de los caudales medios mensuales crece con
el area de la cuenca, dada la mayor capacidad de regu-
lacién de los caudales en cuencas de mayor tamano, pero
los datos no muestran tal comportamiento. Los resulta-
dos mostrados en las Figuras 1, 2, y 3 sugieren que la
periodicidad involucrada en las series de caudales medios
mensuales de los rios de Colombia podria explicar por
qué la escala de fluctuaciéon no crece con el area de la

cuenca, pero esto trasciende los objetivos de este trabajo
y por ello se deja para una investigacién posterior.

8[ (c1)~2'=0.25
02)~2 =1.75

sk p12=0.9 i
o 41 05/ |

2 o 1

i -05
0 T R B S ‘70'
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

pll

Figura 1. Escala de fluctuacién, 0, para un proceso autor-
regresivo de orden uno, periédico (con perfodo semestral,
K=2),1=0,07 =025 05 =1,75, 02=1, para diferentes
valores de p12=-0.9, -0.5, 0, 0.5, 0.9.

2.4. Escala de informacién. Como mencionamos
anteriormente, para i=j la ecuacién (3) define la fun-
cién de auto-informacién (FAI) (Chapeau-Blondeau,
2007; Hurtado & Poveda, 2009), y a su vez la entropia
de Shanon estd definida como I;;(7 = 0) = S. Asi, en
forma andloga a la escala de fluctuacion, definiremos la
escala de informacion para el caso continuo como:

» = /_ e (19)

Para procesos discretos, la escala de informacion se
puede estimar como:

k
b=5+2> "1, (20)

T=1

en donde S es la entropia (eqn. 2), y la variable I repre-
senta el valor de la auto-informacién de rezago 7. Para
el caso general en el que i # j, es posible definir la
funcion de informacion mutua normalizada mediante,

ey di(7)
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la cual toma valores entre 1 y 0; que para el caso de
i =7, Lii(r =0) =S, y entonces es posible definir:

(22)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
pll

Figura 2. Escala de fluctuacién, 0, para un proceso autor-
regresivo de orden uno, periédico (con periodo semestral,
K=2),1=0, 01 =009, c3 = 1,10, 02=1, para diferentes
valores de p12=-0.9, -0.5, 0, 0.5, y 0.9.

Con base en ello, proponemos estimar la escala de
informacion normalizada, para el caso continuo como,

. / ~ (), (23)

— 00

y analogamente para el caso discreto,
k
=142 I (24)
T=1

Este trabajo tiene por objeto presentar la escala de
informacion mediante las ecuaciones (19) y (20), para
los casos continuo y discreto, respectivamente, y la es-
cala de informacion normalizada mediante las ecua-
ciones (23) y (24), para los casos continuo y discreto,
respectivamente. Se trata de dos parametros estadisti-
cos ttiles para cuantificar la dependencia o memoria no
lineal (global) de procesos estocdsticos, y el intervalo
optimo de muestreo en procesos no lineales, asi como el
intervalo de tiempo de rezago usando para la reconstruc-
cién artificial de las trayectorias en el espacio de fases de
atractores extranos en sistemas dindmicos no lineales en
régimen de caos deterministico, a partir de una sola serie

de tiempo observada, usando el teorema de embebimien-
to de Ruelle-Takens (Takens, 1981; Poveda-Jaramillo
& Puente, 1993).

Hasta donde conoce el autor, tanto la escala de infor-
macion como la escala de informacion normalizada son
parametros desconocidos en la literatura, y por tanto
constituyen un aporte novedoso de este trabajo para el
entendimiento, diagndstico y pronéstico de procesos es-
tocasticos. Aqui los estimamos para el caso de las lluvias
sobre el Valle de Aburrd. Ademads, estimamos la escala
de fluctuacién mediante la ecuacién (6), e investigamos
el comportamiento de la entropia de las series de lluvias
del Valle de Aburra para valores crecientes del intervalo
de agregacién temporal, T

8[T(s1)~2=0.10
14 (02)~2 =1.90

6L p12=0.9 i

> 41 0.5

21 o
r ~05

0 T L, reeee

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

pll

Figura 3. Escala de fluctuacién, 0, para un proceso autor-
regresivo de orden uno, periédico (con periodo semestral,
K=2),1=0,0f =01, 02 = 1,9, 02=1, para diferentes
valores de p12=-0.9, -0.5, 0, 0.5, y 0.9.

3. Informacion utilizada

El Valle de Aburrd estd localizado en el departamen-
to de Antioquia sobre la cordillera Central de los Andes.
Es un valle interandino a su vez localizado entre los més
profundos valles de los rios Magdalena y Cauca, entre
las coordenadas 6.0° N - 6.6° N, y 75.7° O - 75.2° O. El
Valle de Aburra alberga la ciudad de Medellin y su Area
Metropolitana, y exhibe elevaciones entre 1500 y 2400-
2500 m, con dos direcciones preferenciales, la primera
de sur a norte y de suroeste a noreste en la segunda
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parte. La Figura 4 muestra la localizacién del Valle de
Aburra en Colombia.

Los datos de lluvia usados en el presente trabajo co-
rresponden a 18 estaciones pluviograficas con resolucién
temporal de 15 min., tomados durante el periodo 1998-
2006. En la Figura 4 y en la Tabla se presenta la locali-
zacién de las estaciones de registro de lluvias usadas en

BO:W 75;’W 70;’W

a) Caribbean Sea

10°N-

g

5N |

77°W 76°W 75°W 74°W

el trabajo. La informacién de es de las Empresas Publi-
cas de Medellin, y ha sido suministrada por el Area
Metropolitana del Valle de Aburrd, como parte de las
actividades del proyecto “Sistema de Alerta Temprana
contra Inundaciones en el Valle de Aburra”.

—— Aburrariver
Value N

W High : 6011 m.a.s.l.

L Low: 0 m.a.s.l.

Figure 4. Localizacién de la region de estudio y de las estaciones de medicién de lluvias sobre los Andes Centrales de Colombia.

(a) Contexto nacional, (b) contexto regional, y (c) contexto local delimitando el Valle de Aburrd, con el rio Aburrd fluyendo

hacia el noreste.

4. Resultados y discusion

4.1. Funcién de autocorrelacion y escala de
fluctuacién. En la Figura 5 se presentan las funciones
de autocorrelacién (FAC) 6 auto-correlogramas de cua-
tro estaciones representativas. Los resultados indican un
decaimiento muy répido (exponencial) de la FAC. Por
ello, la escala de fluctuaciéon converge muy rapidamente
al valor asintético que se reporta en la segunda columna
de la Tabla 2. Los resultados indican valores de la escala

de fluctuacién en el rango entre 58 min (Caldas) y 93
min (San Andrés), con un valor promedio de 77 min, y
desviacion estandar de 7.8 min. No es aparente ningiin
patrén en el comportamiento espacial de la escala de
fluctuacién. Otra posibilidad que se pudiera explorar
en relacién con el tipo de decaimiento que exhiben los
auto-correlogramas de las lluvias del Valle de Aburrd, se
refiere a la existencia de una combinacion de varias es-
calas de fluctuacién en el proceso ((Vanmarcke, 1983),
pags 221-226), que dejaremos para posteriores investi-
gaciones.
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Tabla 1. Localizacién de las Estaciones de Medicién de Lluvias Usadas en el Trabajo.

ID Estacién Longitud (O) Latitud (N) Altitud (m)
1 Mazo 75.51 6.26 2455
2 Chorrillos 75.5 6.3 2353
3 Caldas 75.63 6.05 1875
4  Fabricato 75.6 6.36 2422
5 San Antonio de Prado 75.66 6.18 2000
6 Villahermosa 75.55 6.26 1690
7  San Cristébal 75.64 6.28 1890
8  Miguel de Aguinaga 75.57 6.26 1549
9 Alto San Andrés 75.44 6.43 2240
10 Girardota 75.45 6.38 1350
11 Barbosa 75.33 6.44 1290
12 Gabino 75.21 6.55 1080
13 Niquia 75.53 6.37 2150
14  Ayura 75.56 6.17 1770
15 Manantiales 75.54 6.31 1790
16 Cucaracho 75.61 6.28 1830
17 Astilleros 75.63 6.26 2450
18 El Convento 75.5 6.33 1580

Tabla 2. Valores estimados de los pardmetros estudiados: escala de fluctuacién, 6 (ecn. 6; columna 2), escala de
informacion, ¢ (ecn. 20; columnas 3 y 5), escala de informacidon normalizada, ¢* (ecn. 24; columnas 4 y 6), as{ como
la Relacién ¢ = 6/¢* (columnas 7 y 8), la relacién entre escalas de informacion normalizadas (columna 9); los
subindices denotan el niimero de intervalos de clase usados en la estimacién, y exponente de escalamiento 3 de la ley
potencial entre la entropia y el intervalo de agregacién temporal, S ~ T” (columna 10).

ID  Estacién 0 Y1s Vig V30 Vo P18 b0 Vi/Yis B
[min.] [min-bits] [min.] [min-bits] [min.]

1  Mazo 74 4 37 10 46  2.00 1.60 1.26 0.661
2 Chorrillos 80 5 39 11 50  2.07 1.61 1.28 0.616
3 Caldas 58 4 30 9 39 191 1.49 1.28 0.665
4  Fabricato 83 8 47 16 55 1.79 1.51 1.19 0.547
5 San Antonio 66 5 35 10 46 1.89 1.42 1.32 0.579
6 Villahermosa 66 2 29 5 41 230 1.61 1.42 0.758
7  San Cristobal 80 3 37 8 48 2.19 1.66 1.32 0.674
8  Miguel de Aguinaga 77 6 43 12 52 1.78 1.47 1.21 0.663
9 San Andrés 93 6 45 13 56 2.05 1.66 1.24 0.534
10 Girardota 84 4 37 8 50 2.28 1.70 1.34 0.617
11 Barbosa 80 3 35 7 45  2.28 1.79 1.27 0.652
12 Gabino 80 6 41 15 56 1.98 1.43 1.38 0.588
13 Niquia 79 3 37 8 49 2.12 1.62 1.31 0.681
14  Ayura 73 5 39 11 50 1.85 1.47 1.26 0.636
15 Manantiales 78 3 35 6 44 2.26 1.77 1.28 0.675
16 Cucaracho 82 4 40 9 50 2.03 1.64 1.24 0.609
17 Astilleros 7 7 44 14 54  1.74 1.41 1.24 0.533
18 El Convento 76 5 43 10 53 1.76 1.42 1.24 0.661
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Figura 5. Funcién de autocorrelacién para las estaciones Mazo, Chorrillos, Caldas y Fabricato. Nétese que cada rezago equivale

Mazo

Chorrillos

0,8 0,8
0,6 0,6
r (k) 04 r (k) 0a
0,2 0,2
0 : 0 : ¢ 9 R0 :
_0’2$ 10 20 30 40 50 60 -o,2$ 10 20 30 40 50 60
Rezago (k) Rezago (k)
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14 1
0.8 08
0,6 - 0,6
r(k) 04 | r (k) 0
0,2 - 0,2
0 - - 0 : ' .
05 10 20 30 40 50 60 _024 10 20 30 40 50 60
Rezago (k) Rezago (k)

a un intervalo de 15 min.

Figura 6. Funcién de autoinformacién (ecuacién (3)) para las estaciones Mazo, Chorrillos, Caldas y Fabricato. Nétese que

Mazo Chorrillos
0,3 4 0.3 7
0,25 - 0,25 -
1
02 02
I (k) 0,15 - I (k) 0,15 -
0,14 0,1
0,05 A 0,05 -
0 1 0
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Rezago (k) Rezago (k)
Caldas Fabricato
03 7 03 -
1
0,25 4 0,25 1
1
0,2 0,2
I(k) 0,15 - I(k) 015 -
0,14 01
0,05 0,05
0 0 e
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Rezago (k) Rezago (k)

cada rezago equivale a un intervalo de 15 min.
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Figura 7. Funcién de autoinformacién (ecuacién (21) para las estaciones Mazo, Chorrillos, Caldas y Fabricato. Nétese que
cada rezago equivale a un intervalo de 15 min.
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Figura 8. Sensibilidad en la estimacién de la entropia de la lluvia en la estacién Mazo, con respecto al niimero de intervalos
de clase empleados para estimar el histograma de frecuencias.
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Un valor finito de la escala de fluctuacién es indica-
tivo de persistencia 6 memoria corta en las lluvias del
Valle de Aburra. Esta caracteristica se refiere al tipo de
memoria temporal inherente a los procesos geofisicos,
un debate vigente desde hace 60 anos en relacién con el
llamado fendmeno ¢ efecto de Hurst en series de tiem-
po hidro-climéticas y geofisicas (Feller, 1951; Mandel-
brot & Wallis, 1969; Klemes, 1973; Mesa & Pove-
da, 1993; Oliver & Ballester, 1998; Mandelbrot,
2002; Koutsoyiannis, 2003).

Brevemente, el efecto de Hurst se refiere al compor-
tamiento de rango ajustado re-escalado, Iz}, de una serie
de tiempo con respecto a la longitud del registro tempo-
ral, n. R} se define como la diferencia entre el maximo
y el minimo de las desviaciones con respecto a la media
del proceso, de los valores acumulados de la serie de lon-
gitud n, dividido por la desviacién estandar de la serie.
La relacion obedece una ley potencial,

R ~ enl, (25)

en la cual h representa el exponente de escalamiento
de Hurst, por el hidrélogo inglés H. E. Hurst quien es-
timé un valor promedio de h = 0,72 para una gran
conjunto de registros geofisicos, mientras que es posible
demostrar que h = 0,5 asintéticamente (n — oo0) para
procesos que pertenecen al dominio de atraccién Browni-
ano, como procesos estocasticos independientes e idénti-
camente distribuidos con varianza finita, procesos de
Markov, procesos autorregresivos de tipo AR(p), ARMA
(p, q), y todos aquellos que exhiben una escala de fluc-
tuacion finita (Feller, 1951; Siddiqui, 1976; Gomide,
1978; Bhattacharya et al., 1983; Mesa & Poveda,
1993). La discrepancia en el valor de h constituye el efec-
to de Hurst, conocido en la literatura hidrolégica desde
su aparicion en el contexto del diseno de embalses para
la regulacion de caudales sobre el rio Nilo.

El debate sobre el efecto de Hurst sigue abierto en
la literatura cientifica, y ha trascendido las fronteras
de las geociencias a casi todas las ramas de las cien-
cias incluyendo biolégicas, ecoldgicas, econdémicas y so-
ciales. Mandelbrot (2002), pdg. 481, se refiere al esta-
do del debate sobre el efecto de Hurst como un vaso que
estd medio lleno y medio vacio. Diversos trabajos han
demostrado que el prefactor, ¢, y el exponente de es-
calamiento, h, no son independientes (Siddiqui, 1976;
Gomide, 1978; Troutman, 1978; Mesa & Poveda,
1993; Hamed, 2007).

El hecho que la lluvia exhiba una memoria temporal
corta, es decir que presente un correlograma sumable y

por tanto una escala de fluctuacién finita, no excluye
la posibilidad de que pueda exhibir memoria larga y
comportamiento fractal en el espacio (Zawadzki, 1987).
Para rezagos temporales para los cuales se cumple la
hipétesis de Taylor, puede esperarse que el escalamiento
en el espacio se refleje en escalamiento temporal (Za-
wadzki, 1987). Sin embargo, la hipétesis de Taylor no se
cumple para el conjunto de datos de lluvia de este traba-
jo, tal como se ha demostrado en el estudio de Hurtado
& Poveda (2009). Sin embargo, la existencia de una es-
cala de fluctuacién finita (este estudio) puede coexistir
con escalamiento fractal de la lluvia en el espacio, tal co-
mo se ha demostrado por Hurtado & Poveda (2009),
para este mismo conjunto de datos de lluvia tropical
de montana, asi como para otras regiones del mundo
de acuerdo con los resultados del trabajo de Marani
(2005).

4.2. Funcion de autoinformacién, escala de in-
formacion, y escala de informacion normaliza-
da. En la Figura 6 se presentan las funciones de au-
toinformacién (ecn. 3 con i=j), para las mismas esta-
ciones representativas. En la Figura 7 se presentan las
funciones de informacién normalizadas (ecn. 24), emple-
ando 18 intervalos de clase en la estimacion de los his-
togramas de frecuencia. En este caso también se obser-
va un rdpido decaimiento (exponencial) de ambas fun-
ciones. En la Tabla se presentan los estimativos de la
escala de informacion, g y 130, usando 18 y 30 in-
tervalos de clase, respectivamente, asi como la escala de
informacion normalizada, Vig v V3.

Una pregunta que surge desde la misma definicién de
entropia y de los demaés parametros estadisticos discu-
tidos aqui, es la sensibilidad del analisis con respecto
al namero de intervalos de clase usados para una ade-
cuada estimacién de la funcién de distribuciéon de prob-
abilidades las variables estudiadas. En la Figura 8 se
presentan los resultados del andlisis de sensibilidad en
la estimacién de la entropia, S = I(0,15), en relacién
con el numero de intervalos de clase, para la serie de
lluvias de la estacién Mazo a una resolucién temporal
de 15 min. Este y otros resultados (no mostrados aqui)
indican que la estimaciéon de la entropia es levemente
sensible al nimero de intervalos de clase.

Es asi que la escala de informacién con 18 intervalos
de clase toma valores entre 2 min-bits (Villahermosa) y 8
min-bits (Fabricato), con un valor promedio de 4.7 min-
bits, y una desviacién estandar de 1.7 min-bits. Mientras
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que para el caso de 30 intervalos de clase, la escala de in-
formacidn toma valores entre 5 min-bits (Villahermosa)
y 16 min-bits (Fabricato), con un valor promedio de 10
min-bits, y una desviacién estdndar de 2.9. La escala
de informacion normalizada con 18 intervalos de clase
toma valores entre 29 min. (Villahermosa) y 47 min.
(Fabricato), con un valor promedio de 38.4 min., y una
desviacion estandar de 4.8 min, mientras que con 30 in-
tervalos de clase toma valores entre 39 min. (Caldas) y
56.1 min. (Gabino), con un valor promedio de 49.1 min.
y desviacién estandar 4.9 min.

Cabe preguntarse por la relacién entre la escala de
fluctuacién y la escala de informacion normalizada, ¢ =
0/v*. En las columnas 7 y 8 de la Tabla se presentan
los resultados para 18 y 30 intervalos de clase, respecti-
vamente. Para el caso de 18 intervalos de clase, ¢ toma
valores entre 1.74 (Astilleros) y 2.30 (Villahermosa), con
un valor promedio de 2, y desviacién estandar de 0.19.
Y para el caso de 30 intervalos de clase, ¢ toma va-
lores entre 1.41 (Astilleros) y 1.79 (Barbosa), con un
valor promedio de 1.57, y desviacién estandar de 0.12.
Igualmente, de interés resulta la relacion entre los valo-
res de la escala de informacion normalizada usando 30
y 18 intervalos de clase, ¥3,/%7g, los cuales se presen-
tan en la penultima columna de la Tabla 2. Se observa
que tal relacién toma valores entre 1.188 (Fabricato) y
1.426 (Villahermosa), con un valor promedio de 1.28 y
desviacion estandar de 0.06.

4.3. Entropia en funcién del intervalo de agre-
gacién temporal. La entropia fue estimada mediante
la ecuacién (2) para los siguientes intervalos de agre-
gacién temporal: T=15 min., T=30 min., T=1 hora,
T'=3 horas, T=6 horas, T=12 horas, y T=24 horas. Los
resultados se presentan en la Tabla 3. Ajustamos fun-
ciones lineales, exponenciales, potenciales y polinémicas
para representar la relacién entre la entropia, S, y el
intervalo de agregacion, T, y encontramos que el mejor
ajuste lo exhibe una ley potencial de la forma,

S~TP. (26)

En la Figura 9 se presentan los ajustes potenciales para
6 estaciones representativas. Los valores de los expo-
nentes de escalamiento, /3, varfan entre 0.533 (Astilleros)
y 0.758 (Villahermosa), con un valor promedio de 0.628,
y desviacién estandar de 0.06. Es de anotar que las mis-
mas estaciones que muestran los extremos del pardmetro
¢ = 0/¢* coinciden con las de los extremos de . Este
es un tema que merece profundizarse. Los valores del
exponente 3 se consignan en la ultima columna de la
Tabla 2, anotando que todos los valores del coeficiente

de determinacién de los ajustes son R > 0,98, lo cual
pone de presente la consistencia de la ecuacién (26).

El crecimiento de la entropia segin una funcién po-
tencial del intervalo de agregacién surge como resultado
de una mayor ganancia de informacién sobre el proce-
so fisico de la lluvia a medida que se agrega la escala
temporal, pero también es consecuente con el postulado
de la segunda ley de la termodindamica, més ain cuando
se trata de procesos que estan por fuera del equilibrio,
como es el caso de la lluvia (Kleidon, 2009). Esta ley
potencial aparece como una propiedad emergente de la
complejidad de la lluvia, la cual no ha sido impuesta a
priori, y que merece profundizarse.

5. Conclusiones

Hemos revisado los principales mecanismos que con-
trolan la lluvia sobre los Andes de Colombia en un am-
plio rango de escalas temporales. Sin embargo, muchos
interrogantes persisten sobre la (termo-)dindmica de la
lluvia Andina, dada la complejidad del paisaje y de los
mecanismos que gobiernan tal (termo-)dindmica. Para
avanzar en el entendimiento de la lluvia sobre los An-
des de Colombia, hemos propuesto la funcidn de auto-
informacion y la funcion de auto-informacion normal-
izada, las cuales requieren la estimacion de la entropia de
Shanon. Las funciones propuestas en este trabajo cuan-
tifican el decaimiento de la dependencia no lineal con
el tiempo, y se presentan como una generalizacién de la
funcién de autocorrelacién para procesos lineales. A par-
tir de esas dos nuevas funciones hemos definido la escala
de informacion, 1, y la escala de informacion normal-
izada, Y*, para cuantificar la memoria de procesos no
lineales, y como una generalizacion al caso no lineal de
la escala de fluctuacion.

Para los anédlisis usamos informacién de lluvia de 18
estaciones de registro localizadas dentro del Valle de
Aburrd sobre los Andes centrales de Colombia, a una
resolucién de 15 min. durante el periodo 1998-2006. Los
resultados indican que las funciones de auto-informacién
y de auto-informacién normalizada, asi como la en-
tropia, son levemente dependientes del niimero de in-
tervalos de clase usados para estimar la funcion de dis-
tribucién de probabilidades del proceso estocéstico de
interés.

Hemos encontrado que las funciones de autocorrela-
cién decaen muy rapidamente con el tiempo, lo cual im-
plica una memoria temporal corta en la lluvia tropical
de montana. El valor promedio estimado de la escala
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Figura 9. Ajustes de leyes potenciales entre la entropia de la lluvia y el intervalo de agregacién, S ~ 77, para las estaciones
Mazo, Chorrillos, Caldas Fabricato, San Antonio y Villahermosa. Los valores de todos los exponentes de escalamiento, 3, se

consignan en la tultima columna de la Tabla 2.

de fluctuacién es de 77 min con un rango entre [58 min—
93 min]. El valor promedio estimado para la escala de
informacién es de 10 min-bits [5 min-bits—16 min-bits],
mientras que para la escala de informacién normalizada
es de 49.1 min [39 min-56 min]. El valor promedio de
la relacién entre las escalas de fluctuacion y de infor-
macién, ¢ = 6/¢*= 1.57 [1.41-1.79]. Adicionalmente, el
numero de intervalos de clase varia la estimacién de la
escala de informacién normalizada, de manera que con
30 intervalos de clase los estimativos son mayores en un
28 %, sobre son los obtenidos con 18 intervalos de clase.

En relacion con la estimacién de la entropia y su de-
pendencia con respecto al intervalo de agregacion tem-
poral, encontramos que tal relacién estd representada de
manera excelente por una ley potencial tal que S ~ T,
con B= 0.628 [0.533-0.758]. Esta propiedad emergente
de la entropia de la lluvia tropical es resultado de una
ganancia en la informacion sobre la lluvia a medida que
transcurre el tiempo, pero ademdas aparece como una
verificacion de la segunda ley de la termodinamica en la
lluvia tropical sobre los Andes de Colombia.
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TaBLA 3. Valores estimados de la entropia (bits) (ecn. 2) para diferentes intervalos de agregacién temporal, T', en

las estaciones de estudio.

ID Estacién 15 minutos 30 minutos 1 hora 3 horas 6 horas 12 horas 24 horas
1 Mazo 0.121 0.1814 0.266 0.6294 1.0025 1.5202 2.2811
2 Chorrillos 0.1191 0.1914 0.2326 0.5911 0.7516  1.2564 2.0162
3 Caldas 0.131 0.2054 0.3083 0.7543 1.1519  1.6825 2.5981
4 Fabricato 0.1784 0.2351 0.406 0.5855 0.9497  1.4177 2.2158
5 San Antonio de Prado 0.1296 0.2149 0.3214 0.6025 0.8046  1.2298 2.0364
6 Villahermosa 0.0663 0.1237 0.2503 0.5637 0.9459  1.3805 2.1093
7  San Cristébal 0.0943 0.139 0.2646 0.4973 0.8229  1.2589 2.0222
8 Miguel de Aguinaga 0.1418 0.1446 0.2345 0.5634 0.9394 1.5311 2.2687
9 Alto San Andrés 0.1373 0.1766 0.2164 0.4845 0.5465  0.9562 1.5907
10 Girardota 0.095 0.1846 0.2009 0.5152 0.6998  1.1847 1.8623
11 Barbosa 0.0974 0.1508 0.2426 0.3996 0.7124  1.2232 1.9728
12 Gabino 0.1588 0.2231 0.3105 0.6275 0.9288 1.477 2.2647
13 Niquia 0.0889 0.1407 0.2478 0.5393 0.7659  1.2862 1.9836
14  Ayurd 0.1336 0.1861 0.2234 0.5481 0.8974 1.4118 2.2034
15 Manantiales 0.0759 0.1718 0.2531 0.5498 0.8212 1.357 1.7598
16 Cucaracho 0.1022 0.1256 0.2168 0.4095  0.554 0.9673 1.609
17 Astilleros 0.1705 0.2013 0.3206 0.5132 0.8093  1.3327 1.7347
18 El Convento 0.1126 0.1241 0.1988 0.4993  0.838 1.3751 1.6797
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