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Se estudia la dinamica caotica de condensados de Bose-Einstein (BEC) dentro de trampas de

potencial mediante el uso de una formulacion hamiltoniana y un espacio de fase generalizado. El inicio
del comportamiento cadtico en el sistema se identifica mediante la técnica de secciones de Poincaré y
el espectro de evolucion; la cuantificacion del grado de caoticidad del sistema, en varios escenarios, se
hace con base en los exponentes de Lyapunov y la entropia de Kolmogorov-Sinai (KS).
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Abstract

Chaotic dynamics of Bose-Einstein Condensates in Potential traps. An analysis of chaotic dinamics
of Bose-Einstein Condensate (BEC) within potential traps is presented by using a Hamiltonian
formulation and a generalized phase space. Onset of chaotic behavior of the system is identified by
taking advantage of Poincaré sections and evolution spectrum; chaoticity degree is measured by

means of Lyapunov exponents and Kolmogorov-Sinai (KS) entropy.

Key words: Bose-Einstein Condensates, Poincaré section, Lyapunov exponents, Kolmogorov-

Sinai entropy.

1. Introduccion

Bajo condiciones apropiadas un sistema de bosones pre-
senta el fenomeno de condensacion de Bose-Einstein (BEC)
que es una propiedad de origen cuantico; para su realizacion
experimental se requiere un proceso de enfriamiento del sis-

tema mediante técnicas apropiadas con trampas laser. La for-
macion de un condensado de Bose-Einstein (BEC) se origina
en una transicion de fase de caracter estadistico que se presen-
ta tanto en un gas ideal de particulas cuanticas bosdnicas
como en un gas de atomos bosdnicos interactuantes; el BEC
se forma a temperaturas muy cercanas al cero absoluto.
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Figura |: Esquema para describir la aparicién del condensado de Bose Einstein: a medida que baja la temperatura del sistema las
particulas cambian su comportamiento. Adaptada de hutp://online kitp.ucsb.edw/online/plecture/ketterle/oh/08.html.

Para entender el proceso que da lugar al BEC convie-
ne recordar algunos conceptos tedricos bdsicos: (a) En la
mecdnica cldsica el estado de una particula de masa m se
identifica por sus variables de posicién y de momento, (7. p}.
{b) En la mecinica cudntica existe la dualidad onda-particula
en la que ellas se propagan como ondas pero se detectan co-
mo particulas. (c) La naturaleza del comportamiento de las
particulas, cldsico o cudntico, depende del resultado de com-
parar la distancia tipica d entre las particulas del sistema y la
longitud de onda de de Broglie (ver figura 1)

oo 2R /T— 2k

e p V73 V2rmkT
donde Fi es la constante de Planck (reducida) y T la tempe-
ratura del sistema. (d) A altas temperaturas, Agp << d el
comportamiento es cldsico como si las particulas fuesen bo-
las de billar; a bajas temperaturas, Aqgp < d, las particulas se
comportan como ondas con la longitud de onda de de Bro-
glie; cuando Agp == d. se alcanza la temperatura critica T,
que permite la superposicién de ondas de materia y la exis-
tencia del fenémeno de condensacién de BE: a muy bajas
temperaturas, I < 1., Ayp >> d, todo ¢l condensado se
comporta como una onda de materia gigante. La temperatura
critica 7, depende de la masa y del espin de los bosones, al
igual que del mimero de particulas por unidad de volumen.

El comportamiento de un dtomo del condensado se des-
cribe por la ecuacidn de Gross-Pitaevskii (GP) (Dalfove,

(1)

1999),
ih alPPr. 1) .
it

2
( - h_ 72 +Vere(r) + vl | W (P, a‘.}|2) J(r, ).

(2)
2m

que es una ecuacidn de Schridinger no lineal, donde 1 es el
nimero de particulas en el condensado y Uy = 4wh%a,/m
una constante de acoplamiento que describe la interaccion
entre pares de particulas, con a, la longitud de dispersién de
ondas-s, y Ve (r) el potencial externo que mantiene confi-
nado el condensado.

El propdsito de este trabajo es aplicar la ecuacién de
Gross-Pitaevskii en varios escenarios (figura 2):

. Condensado de BE en una red 6ptica inclinada (figura

2, izquierda), que se describe por la expresién
2rx

fextlx) = Vyoos (T) + Fur, i3)

con parimetros apropiados (Vg, d, F). La red inclina-
da se genera en la prictica como una superposicion de
dos ondas liser que se propagan en direcciones contra-
rias y presentan un desfasamiento que varia linealmen-
te. Se genera asi una onda plana de longitud de onda A,
que genera una constante de red d = A/2. En el mar-
co de referencia no inercial de la onda, este efecto se
contextualiza como una inclinacién de la red.



FAJARDO, 0.Y. & D. CAMPOS: DINAMICA CAOTICA DE CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN EN TRAMPAS DE POTENCIAL

243

2. Condensado de BE en un potencial tridimensional
arménico

. m . I F
Veu(r) = 5 (wna® + way® +waz®), @
en un régimen fuertemente repulsivo (figura 2, centro),
donde {w;.ws. ws} son frecuencias que caracterizan la

trampa.

3. Condensado de BE en un potencial tipo cosenoidal (fi-
gura 2, derecha), de la forma

2
Vore = Vycos(kx), conk = R (5)
Ve.rr['r:l
3
f 2
-3
X

Este trabajo se fundamenta en los articulos de Thommen er.
al (2003), Salasnich (2000) y van Noort er al (2007). El
propdsito es el estudio de los escenarios ya citados con el
fin de entender los régimenes dindmicos que se originan en
la evolucidén temporal. El énfasis se centra en el estudio de
la evolucién temporal del sistema y, en la dltima parte, en la
dindmica espacial,

Figura 2: Descripeion de los tres escenarios empleados: (Izquierda) BEC dentro de una red ptica inclinada modelado empleando
los estados de W-S mis bajos en cada pozo. (Centro) Perfil de un BEC dentro de un potencial tipo arménico y en el régimen de
interaccion fuertemente repulsivo. (Derecha) Perfil de un BEC dentro de un potencial tipo cosenoidal.

2. Condensado de BE en una red dptica inclinada

Los estados de Bloch son los estados propios del hamilto-
niano asociado con una particula que se mueve en una red
periédica, ecuacion (3) con F = 0. §i la red tiene una in-
clinacién (F' # 0), los estados propios del hamiltoniano son
los estados de Wannier-Stark (WS). Estos estados se pueden
emplear para estudiar un condensado de Bose-Einstein den-
tro de una red dptica inclinada; es decir, un sistema con un
gran nimero de particulas interactuantes (Thommen, 2003).

2.1. Descripcién del modelo

Designese como 2, (x) el estado de Wannier-Stark locali-
zado en el pozo n de la red y rotilese con el indice m las dife-
rentes bandas en ese pozo. Estos estados, que son altamente
localizados, son invariantes ante traslaciones de un nimero
entero de pasos de red,

Pam [I:I = Pom (3' - TI}
Erlm = E{Im + Nw'g.

La ecuacién de Gross-Pitaevskii (2) toma la forma

(6)

av(z.t)
o

r? -j'.’ i .
( - i%r_a;}:t—; + Verelx) + L"Diq"{-!-‘jﬂz) U(r,t).

ih
(T

donde la energia potencial Ve, (x) es dada por (3). La fun-
cién de onda del condensado de BE se expande ahora en
términos de los estados de Wannier-Stark mis bajos en la
red inclinada, que denominaremos como 2y, (2 ):

Wirt) =Y Cult)pale), Cult) = VI ()

los coeficientes de la expansion son nimeros complejos gque
se escriben como el producto de un médulo por una fase, lo
que permite interpretar [, como la poblacidén de condensado
localizada en el pozo n-ésimo.

El sistema dindmico que rige la evolucién de la poblacién
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Figura 3: Caracterizacién dindmica, con condicién inicial (/_; = 0.1, 6_y = 0, Iy = 0.78, 8y = 0, [, = 0.12, 8, = 0). La
seccion de Poincaré individual (superior izquierda) despliega caracteristicas de comportamientos cadticos, prediccién confirmada
por el espectro de evolucion (inferior izquierda) de la condicién inicial simulada. (Inferior derecha) Seccion de Poincaré mos-

trando los diferentes regimenes dindmicos del sistema.

y de la fase del pozo n-ésimo de la red es de la forma
-irr - ‘_f l:IH—luI"l Ir|+l~91¢—1~9n.3"+|.} .

én = —nF—o’gf,, +£.9{In..].arn.fn+1-0n—|~9n~3n+l~}1
(9}

donde ¢ es un pardmetro de control, cuyo valor lo determina
el grado de interaccion entre las fracciones de condensado
de pozos adyacentes (n — 1,n,n + 1) f(...) y S(...) son
funciones apropiadas; o, es un pardmetro que dependc de
valores caracteristicos del sistema.

Como se puede ver, ¢l sistema no perturbado admite la
estructura dngulo-accidn; es decir, si ¢ = 0,

I, = I, (0) = constante, 8, = 6, (0) + w,t,
donde
UoXooo
wp =wp ==-nF=a,0, =nwp+ TI,J (1)

es una frecuencia caracteristica del sistema no perturbado
(Yoo €5 UNA constante). Las trayectorias tienen lugar sobre
toroides en el espacio de fase.

La condicién inicial del sistema dindmico (9) se fija dis-
tribuyendo el condensado entre los pozos de la red inclinada.
A partir de este estado inicial se sigue la evolucién tempo-
ral del condensado en cada uno de los pozos de la red, para
lo cual se hace uso de variables canénicamente conjugadas
1.}, que corresponden a la poblacién y a la fase del con-
densado, respectivamente.

2.2. Resultados numéricos

En el caso de acoplamiento entre los pozos, se tiene ¢ = ()
en las ecuaciones (9). Los resultados de la simulacién que se
presentan aqui, que se obtuvieron al emplear un método de
paso adaptativo tipo Runge-Kutta para evoluciones tempo-
rales no muy lejanas, muestran los aspectos mds relevantes
de la topologia del espacio de fase del sistema. Existen dos
grandes regiones, una completamente regular de toroides co-
nectados ligeramente deformados y una zona en la cual co-
existen algunos comportamientos regulares dentro de un mar
cadtico. Se muestra el espectro de evolucién de una trayec-
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toria perteneciente a este dltimo régimen (ver figura 3) que.
como se puede ver, revela caracteristicas propias de una evo-
lucidn cadtica.
Los comportamientos cadticos se presentan en la region del
espacio de fase para la cual las frecuencias del sistema no
perturbado se relacionan en forma racional, caso en el cual
se tiene una resonancia:

W a

— = —, aybenteros.

W b
Cuando a = b = 1 (resonancia 1:1), la condicién de reso-
nancia es hwg = Uyvooo(fo — 1)

En conclusién, como lo muestra el andlisis, la dindmica
del condensado BE dentro de una red dptica inclinada tie-
ne un variado comportamiento: el espacio de fase consiste
principalmente de dos regiones, una regular en la cual el sis-
tema oscila periédicamente y la otra en la cual el condensado
se caracleriza por movimientos caéticos originados cerca de

la condicién de resonancia. Se ha empleando un espacio de -

fase generalizado, donde el rol principal lo desempeiia los
coeficientes utilizados en la expansion de la funcién onda del
condensado.

3. Condensado de BE en un potencial arménico

En esta seccién se sigue a Salasnich (2000) para analizar
la dindmica de un condensado de Bose-Einstein dentro de
una trampa modelada por el potencial (4), en un régimen de
interacciones repulsivas con un nimero grande de dtomos
en estado de condensacién. El andlisis se realiza a partir de
un sistema dindmico de cardcter hamiltoniano que describe
la evolucién temporal de un conjunto {¢;} de coordenadas
generalizadas. Dichas coordenadas estin directamente rela-
cionadas con los coeficientes utilizados en la expresion de
una clase de soluciones analiticas encontradas para la den-
sidad del condensado, por lo tanto el andlisis dindmico de
esle sistema es un mecanismo vilido para inspeccionar la
evolucién del condensado en las condiciones sefaladas.

3.1. Descripcion del modelo

Supdngase que el condensado estd en condicidnes tales que
Nlay/ay| = 1, con a, la longitud de onda-s, que mide esen-
cialmente el rango y el tipo de interaccién entre particulas,
ap, un pardmetro que caracteriza el didmetro medio del con-
densado v N = pg el nimero de bosones presentes en el
condensado. Esta dltima relacién esencialmente es una esca-
la que enuncia el rango en el cual los efectos de interaccion
llegan a ser importantes para la dindmica del sistema, ya que
expresa la importancia de la interaccion dtomo-itomo com-
parada a la energia cinética de las particulas (Dalfovo, 1999).

E’rh!e!ﬂ(t‘l()l‘l N iﬂ.ul
E'nlr.!rru ay,

En este régimen y para este tipo de trampa, la ecuacién de GP
puede ser reescrita en forma de dos ecuaciones con carac-
teristicas formales semejantes a ecuaciones hidrodinimicas
acopladas que describen la naturaleza coherente del sistema
(Salasnich, 2000).

Escribase la funcién de onda en términos de un médulo p
que describe la densidad del condensado v de una fase § que
lleva la informacién de la coherencia del sistema:

Bir,t) = +/p(r, t)e 5Tt (n

expresando p(r.t) en la forma plx.y,z.t) = aglf) —
a1 (#)a® = az(t)y® = asit)=*, en la regién en que es positiva.
La transformacién de variables {ay.az2,a3) — (q1.¢2. g3 ).
con a; = nw?{?_qq'fql g23) "1, conduce al siguiente sistema
dindmico de caricter hamiltoniano:

) 9
PL=-29 + =

qL=2pL. :
! qids

(12)
g = = e m——
mErhTEE

donde {g, . g} son coordenadas que describen la parte axial
y longitudinal del condensado. respectivamente. El caracter
hamiltoniano del sistema dindmico anterior permite analizar
la evolucidon temporal del condensado por medio del com-
portamiento temporal de coordenadas candnicamente conju-
gadas, {(qL.pL). (g3, p3)}. Porotro lado, la integracion del
sistema dindmico permite la visualizacion de los diferentes
regimenes dindmicos.

i = A'pa,

3.2. Resultados numéricos

Los resultados numéricos, que se obtuvieron al simular el
sistema via un método de compaosicion de 8° orden, reve-
lan un espacio de fase desplegando caracteristicas regulares
para energias muy cercanas 4l minimo de energia potencial
del sistema (ver figura 4, superior izquierda). Para mayores
energias el espacio de fase presenta caracteristicas mezcla-
das; una gran parte del espacio de fase accesible es cubierto
por Grbitas cadticas que coexisten con pequeiias regiones de
naturaleza regular (figura 4).

El andlisis muestra que el inicio de comportamientos cadticos
se da para energias cercanas a E = 2,925 (figura 4, superior
derecha). lo cual corresponde a un incremento de y = 17%
respecto al minimo de energia potencial. Incrementos de
energia a partir de este valor producen un fortalecimiento de
la regidn cadtica v lu subsecuente destruccién de toroides que
estaban ligeramente deformados. La caracterizacién cuanti-
tativa confimma estas conclusiones, mostrando un progresivo
incremento del valor de la entropia de Kolmogorov-Sinai en
funcién de la energia del sistema (ver figura 3 y 6).
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Figura 4: Caracterizacion cualitativa de la dindmica del condensado de BE; en esta figura se muestra la transicién orden-caos
con ayuda de las secciones de Poincaré. Se destaca el inicio de comportamientos cadticos para una energfa del sistema E =
2 925, conclusién confirmada y cuantificada posteriormente. Superior izquierda: E = 2.525, y = 1. la dindmica del sistema es
enteramente regular. Superior derecha: E = 2,925, y = 17, aparecen los primeros comportamientos cadticos, contextualizados
en la destruccion de los primeros toroides del sistema. Inferior izquierda: £ = 3.275, y = 31, el incremento de la energia del
sistema conlleva un numero mayor de toroides destruidos y de ahi un fortalecimiento del la regidn cadtica. Inferior derecha:
E = 4.0,y = 60, gran parte del espacio de fase accesible al sistema es cubierto por una mar cadtico y solo sobreviven pequeiias

regiones con dindmica regular.

Durante las simulaciones numéricas se rastred la preser-
vacién del volumen en el espacio de fase, empleando para
ello el criterio £, A, que es titil para sistemas hamiltonianos.

El andlisis numérico que se realizé muestra que los efec-
tos no-lineales, producto de la interaccién entre particulas,
se incrementan fuertemente con el aumento de la energia
del sistema, al igual que por el cambio en la anisotropia de
la trampa; en estos casos las trayectorias cadticas llegan a

ocupar grandes regiones del espacio de fase accesible.

4. Condensado de BE en un potencial cosenoidal

En la tercera y dltima parte de este trabajo, se inspecciona el
comportamiento espacial de la funcién de onda de un con-
densado dentro de una red dptica de estructura espacial de
tipo cosenoidal, ecuacién (5). La funcién de onda del siste-
ma se expresa en términos de una amplitud a lo largo de la
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Figura 5: Caracterizacién dindmica de la condicién inicial (g3 = 1.0, ps = 0.1) correspondiente a la energia (E = 2.6, y = 4).
La seccién de Poincaré revela caracteristicas de comportamientos regulares, conclusién confirmada por el espectro de evolucion
y los picos bien definidos caracteristicos de comportamientos periddicos y cuasiperiodicos. La caracterizacion cuantitativa revela
una convergencia (! — oo) de los exponentes de Lyapunov y del valor de la entropia de Kolmogorov-Sinai hacia cero y una

preservacion del volumen en el espacio de fase (£; A; = 0).

red y una fase. Se obtiene un sistema dindmico para la am-
plitud, semejante al del modelo de Duffing, més un término
adicional que se origina en la red 6ptica; el sistema dindmi-
co tiene todas las caracteristicas formales de un forzamiento,
por lo cual se acuiia en la literatura el nombre de término de
forzamiento, mientras que para el modelo se usa el nombre
de tipo Duffing forzado (van Noort et al, 2007 ).

El espacio de fase del sistema revela una topologia en
la cual una regidn cadtica estd rodeada por curvas suaves,
tipicas de comportamientos regulares. Esta caracteristica se
presenta a partir del momento en el que los comportamientos
cadticos entran en escena, como es indicado por los resulta-
dos numéricos incluidos en la dltima parte de esta seccion.

4.1. Descripcion del modelo

Para estudiar el comportamiento de un condensado dentro
de una red Gptica espacialmente periédica, seguimos a (van
Noort et al, 2007) y analizamos la evolucidn espacial de la
amplitud .

Acéptese para la funcién de onda unidimensional del
condensado de BE la forma

W(x,t) = R(x)e' @) -n (13)

donde R(x) v #(x) son una funciones reales que representan
la amplitd y fase de la funcidén de onda, respectivamente. Al
introducir este expresién en la ecuacién de Gross-Pitaevskii,
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Figura 6: Caracterizacion dindmica de la condicidn inicial (g3 = 1.05, py = 0.25) correspondiente a la energia (£ = 3.5,
¥ = 40). La secci6n de Poincaré revela caracteristicas de comportamiento cadtico, prediccién confirmada por el espectro de
evolucién y el inicio de formacién de un fondo ancho. La caracterizacién cuantitativa revela un grado de caoticidad (A > 0)
como lo indica el valor del méximo exponente de Lyapunov (A, = 0.103) y el valor positivo de la entropia de Kolmogorov-Sinai
(x = 0.103). La eficiencia de los algoritmos se verifica examinando la preservacién del volumen en el espacio de fase (E; A; = ()
y la verificacién de la importante caracteristica de organizacién en parejas con aproximadamente igual valor numérico y de signo
contrario en el espectro de Lyapunov como se espera para este tipo de sistema.

(2), después de separar la parte real e imaginaria se obtiene: en la forma
. 2m,
K2 ) = — ﬂ_ﬂ'{,’ ; : ___f_]' 3
hpRiz) = - ;—mi?"(.r}+ R(z) 2{ T rﬂ{-‘"]} R(z) + 12 B (). (16)
h—" : (14) que es una ecuacién de tipo Duffing con un término de for-
om (# () + g|R(z)|* + Vere(x) | R(x) zamiento que se origina en la estructura de la red.

Después de aplicar la regla de la cadena y reescalar el perfodo
de forzamiento a 1, £ = x/T mod 1, se obtiene el sistema
dindmico
2 L - —
0= ;—‘- [26/ () R () + R(x)8" ()] (15) S(x) = R'(x)
m

a
§'(x) = ~5pU(E.R)  donde: ' = (17)

Al

con’ = d* /dxr*. Tomando las soluciones de ondas planas (el
caso especifico f(x) = 0) el sistema resultante se simplifica =1
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Figura 7: Secciones de Poincaré ilustrando la transicion orden-caos en el sistema. La amplitud R(X') de la funcién de onda
presenta caracterfsticas de tipo periédico y cuasiperiddico para magnitudes del potencial de forzamiento V, = 0.001, superior
derecha. Para valores del potencial cercanos a 1V, = 0.007 se presentan los primeros comportamientos caoricos producto de
la destruccion de algunos toroides, superior izquierda. Para valores mayores la extension de region caotica presenta un fuerte
incremento, haciendose notar una coexistencia de un mar caotico siempre rodeado de algunos toroides preservados, V7 = 0.1
inferior derecha e Vy = 1.0 inferior izquierda, respectivamente,

Se trata de un sistema dindmico hamiltoniano, ma dindmico
ar
75 = 5,
. v . .
H(H-Sf}:%SJ*‘U{R-'E) con 3 = a1 R+ Vjcos (kx) R — asR®, (19)
U(R.€) = Za2(€)R? + Z4(§) R, @ =1,
_qe (T my 18 los parametror
Zy=1 ( m % L”,(I}) . con los parametros 2 2
T?myg 2 mp o 21%mg
Z_|=— oh2 . o = —h . a3 = e
4.2. Resultados numéricos
Higase ahora uso de la forma explicita del potencial, La simulacién dindmica del sistema, que se realizé mediante

Virg(x) = Vicos(kz), v = 37-’-'- para obtener asi el siste- un método de composicion de 8° orden, revela que para pe-
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Figura 8: Caracterizacién del componamiento caético en, Vy = (.02, correspondiente a la condicién (R = 0.01.5 = 0.01). La
seccion individual y el espectro de evolucién indican un comportamiento cadtico.

quefios valores del potencial la dindmica del sistema es en-
teramente de tipo regular, como lo indican las secciones de
Poincaré en la figura 7. El inicio de comportamientos cadti-
cos se presenta cerca del valor de potencial Vy = 0.007; para
valores mds grandes se presenta un ensanchamiento de esta
regidn.

Otra caracterfstica relevante es la coexistencia de dos re-
giones bien definidas, una regidn enteramente cadtica v la
otra de tipo regular rodeando la anterior, para potenciales
mayores al que produce el inicio de caos. Estas conclusiones
son ratificadas por las secciones de Poincaré presentadas y
el espectro de evolucién calculado para la trayectoria mos-
trada (figura 8). Todas las grificas corresponden al conjunto
de pardmetros (o -1, a3 —1). pero las mismas ca-
racteristicas se observan para otros valores, con la dnica
condicién que g < 0 para la cual el andisis dindmico presen-
tado es valido.

5. Conclusiones

En resumen, en este artfculo se analizé la evolucion dindmi-
ca de la poblacidn del condensado para diferentes regimenes
dindmicos y en varios escenarios importantes. Como princi-
pal resultado se resalta la posibilidad de comportamientos
cadticos en su evolucién tanto en el aspecto temporal co-
mo en el espacial, conclusién confirmada por los resultados
cualitativos y cuantitativos obtenidos a través del empleo de
la técnica de secciones de Poincaré, espectros de evolucion
asi como de exponentes de Lyapunov. Para informacién bdsi-
ca sobre estos conceptos consultar, por ejemplo, Ott, 1993,

o Campos & Isaza, 2002,

En el primer escenario estudiado, un condensado de BE
dentro de una red dptica inclinada, la existencia de compor-
tamientos cadticos se presenta para valores del pardmetro de
interaccién entre pozos cercanos a0.15/1.99,

En el segundo escenario, condensado de BE sujeto a un
potencial de trampa tipo arménico, el inicio de comporta-
mientos cadticos tiene lugar para valores de la energia cerca-
nos a I = 2.925, valor que corresponde a un incremento del
17 % con respecto al minimo de energia potencial del siste-
mil.

En el tercer escenario, estructura espacial periddica, el
inicio de comportamientos cadticos se da para un valor del
potencial cercano a Vj = 0.007.
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