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El espectro multifractal, f(«), fue estimado para registros de precipitacién horaria en
47 estaciones ubicadas en los Andes tropicales de Colombia mediante cinco metodologias
distintas. Cada una de las metodologias fue aplicada a series provenientes de medidas bi-
nomiales, de las cuales se conoce su espectro multifractal tedrico. Los resultados permiten
concluir que: (i) todas las metodologias presentan resultados satisfactorios en la estimacién
de f(a) para las medidas binomiales sintéticas (ii) las cinco metodologias presentan estima-
ciones muy diferentes del espectro para las series temporales de lluvia a escala horaria (iii)
se encuentra valores muy variables de la fuerza multifractal, Aq, variando desde 0.66 a 7.4
(iv) el exponente de Renyi, 7(g), pude ser representado por un modelo simple, basado en la
generalizacién de un modelo de cascadas multiplicativas (v) No se encuentrdé una relacién
clara entre los pardmetros encontrados en este trabajo y la elevacion. Finalmente se presenta
una discusién en torno a las caracteristicas de los modelos y los problemas de estimacién en
series de lluvia a resolucién horaria.
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Abstract

The multifractal spectrum, f(), was estimated for hourly rainfall records of 47 gauges
located at the tropical Andes of Colombia using five different methodologies. All of these
methodologies were applied to binomial measures, which have a well known theoretical multi-
fractal spectrum. From the results, it is possible to conclude the following: (i) all methodolo-
gies have satisfactory results in the estimation of f (a) for the synthetic binomial measures;
(i) the five methodologies showed different estimations for the rainfall time series spectrum;
(iii) the multifractal strength, Ac, showed a wide range of values, varying from 0.66 to 7.4;
(iv) the Renyi exponent, 7(g), could be represented by a simple two-parameter model, which
is based on a generalized version of the multiplicative cascade model; and (v) no clear re-
lationship between the parameters used in this research and elevation was found. Finally, a
discussion about the characteristics of the models and problems in the spectrum estimation

for hourly time series is presented.

Key words: Multifractals, Modelling, Precipitation, Tropical Andes, Colombia.

1. Introduccién

En el presente trabajo se pretende aplicar
metodologias orientadas al estudio de las propiedades
de escalamiento para series de tiempo de precipitacién
en los Andes tropicales de Colombia. En trabajos an-
teriores se han realizado estudios similares para otras
regiones (Olsson, 1995; Harris et al., 1996; Svensson
et al., 1996; de Lima & Grasman, 1999; Sivakumar,
2001; Kantelhardt et al., 2003), sin embargo este tipo
de estudios no son fécilmente generalizados y cambian
notablemente con las caracteristicas de la regién anal-
izada, y, en particular, presentan una relacién directa
con el origen de la lluvia, ya sea convectivo o advecti-
vo, siendo comin la presencia de multiescalamiento en
campos con génesis convectiva. En el caso de los Andes
tropicales de Colombia se cuenta con un precedente de
investigacién orientada al entendimiento de la lluvia a
partir de las series de precipitacién horaria utilizadas
en este trabajo, en el cual se realizé un diagnéstico del
ciclo diurno promedio a largo plazo, asi como durante
los diversos meses del afio, y la influencia que en éste
se presenta a partir de la variabilidad altitudinal y ubi-
cacién entre los valles interandinos de los rios Cauca
y Magdalena. Ademds, se evalio su comportamiento
durante la ocurrencia de fenémenos macrocliméticos y
astronémicos como el ENSO, la oscilacién de Madden-
Julian, las ondas tropicales del este (4-8 dias), las fases
de la luna y los huracanes en los océanos Atlantico y
Pacifico, y se aplicaron teorias de escalamiento y colas
pesadas, andlisis de intermitencia, intensidades maximas
y valores extremos (Agudelo et al., 2001; Alvarez &
Toro, 2001; Vieira & Moreno, 2001; Poveda et al.,
2005).

En las dltimas cuatro décadas, la comunidad cientifi-
ca ha tratado de entender el comportamiento de la

atmésfera, y en particular de campos de precipitacién
a nivel espacial y temporal, con especial énfasis en el
primero, por medio de modelos de cascada, que admiten
una fuerte anisotropia e intermitencia de las escalas en
dichos campos y por ende la presencia de campos mul-
tifractales altamente variables (Schertzer & Lovejoy,
1996; Tessier, 1993). El problema, es basicamente en-
tender cémo y en qué escalas se presenta el proceso de
cascada de los campos de precipitacién.

La base tedrica de la modelacién de campos at-
mosféricos como medidas multifractales est4 fundada en
que los flujos de agua y energia en la atmésfera son
representados por procesos de cascadas multiplicativas
(Peitgen et al., 1992), los cuales transfieren dichas
cantidades de escalas mayores a menores (Gupta &
Waymire, 1993; Olsson, 1995; Schertzer & Love-
Jjoy, 1996; Schertzer et al., 1997). Esta hipétesis se
fundamenta en teorias y experimentos. Tedricamente,
el fenémeno de la cascada puede ser deducido a par-
tir de las ecuaciones de la turbulencia hidrodindmica,
las cuales se asumen aproximadamente validas para la
atmosfera, y empiricamente, las observaciones muestran
una estructura jerdrquica en los campos de lluvia (Ols-
son, 1995). El proceso de cascada es definido como re-
molinos que se parten en sub-remolinos, de los cuales
cada uno recibe una parte de la masa (energia) del re-
molino padre. De esta forma, la parte principal del flujo
es concentrado en porciones cada vez més pequenas del
dominio, dando como resultado un campo con extrema
variabilidad e intermitencia.

La invarianza de las propiedades de escala y la mul-
tifractalidad en los procesos de la Huvia sobre una gran
cantidad de escalas, permite el entendimiento de sus
fluctuaciones fuertes e irregulares, lo ¢ual no puede ser
totalmente captado a partir de otras descripciones de la
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dindmica compleja de la lluvia tropical. El princi-
pal objetivo de la teorfa multifractal y sus mode-
los en el caso de la lluvia, es darle uso como una
herramienta para la prediccién en cuencas no instru-
mentadas (Predictions in Ungaged Basins, PUB)
(Schertzer et al., 2003) y la produccién sintética de se-
ries de precipitacién de alta resolucidn, las cuales puedan
ser utilizadas en aplicaciones hidrolégicas como la de
los modelos lluvia—escorrentia, la generaciéon de curvas
de intensidad-fre¢uencia—duracién (IDF), y el diseno
hidrolégico (Flores, 2004; Douglas & Barros, 2003).

La organizacién de este articulo es la siguiente: en
la seccién 2 se presenta una descripcién de algunas
herramientas para el estudio de las propiedades de es-
calamiento en series de tiempo y las metodologias para
la estimacién del espectro multifractal. En la seccién 3
se describe la base de datos utilizada. Finalmente, en
las secciones 4 y 5 se presentan el andalisis de los resul-
tados obtenidos y las conclusiones del estudio, respecti-
vamente.

2. Anélisis multifractal

En las 6Gltimas dos décadas se han desarrollado una
gran variedad de metodologias orientadas a identificar
comportamientos fractales, multifractales y cadticos en
series de tiempo. Parte de dicho comportamiento en se-
ries de tiempo puede ser captado por medio de una des-
cripcién estadistica estdndar, como el espectro de po-
tencias. Ademds, la funcién distribucién de probabilidad
empirica provee informacién importante acerca del com-
portamiento fractal y su tipo, monofractal o multifractal
(Sivakumar, 2001).

2.1. Funcién de distribucién de la densidad de
probabilidad empirica. Si para umbrales de intensi-
dad altos, z, la cola de la funcién de distribucién de
probabilidad de la intensidad de la lluvia, X, sigue una
ley potencial de la forma

P(X >z) oz, (1)

se dice que la serie se caracteriza por intermitencia
hiperbdlica, lo cual se da generalmente, pero no nece-
sariamente, en un proceso multifractal (Harris et al.,
1996). Estas distribuciones se derivan cuando se si-
mula la intermitencia y el proceso de cascada de un
fenémeno, conservando la masa en el promedio (“cas-
cadas canénicas”), las cuales no necesariamente im-
plican la divergencia de los momentos (e.g., las dis-
tribuciones lognormales poseen colas hiperbélicas para

tamanos de muestra finitos, pero poseen momentos con-
vergentes), pero pueden ser vistas como un soporte com-
plementario en el uso de la caracterizacién multifrac-
tal y modelamiento de la lluvia a partir de “cascadas
canénicas” (Harris et al., 1996).

En este caso ¢. es el exponente de probabilidad
critico, el cual refleja los estadisticos de valores extremos
e indicala escala critica a partir de la cual los momentos
son divergentes. Ademds, en la literatura se sugiere que
valores de q., < 2 indican que modelos monofractales
son suficientes para caracterizar el comportamiento de
la serie de tiempo, mientras que modelos multifractales
son adecuados si g, > 2 (Olsson, 1995; de Lima &
Grasman, 1999; Sivakumar, 2001).

2.2. Espectro de potencias. El espectro de poten-
cias describe la variacién de la potencia de una sefal
(energia por unidad de tiempo) respecto a la frecuen-
cia. Dicho espectro es una herramienta estandar para la
investigacién del comportamiento fractal de series geofi-
sicas (Olsson, 1995). Si el espectro de potencias obedece
a una ley de la forma

E(f) o f77, (2)
donde f es la frecuencia y 3 es el exponente espectral,
dicho exponente puede ser un indicativo de la ausencia
de una escala de tiempo caracteristica en el rango de la
ley de potencias, y, por tanto se puede asumir la pre-
sencia de un comportamiento (multi-)fractal. Ademds,
el espectro de potencias es particularmente usado para
el estudio de oscilaciones de un proceso (Sivakumar,
2001). En general, para un proceso aleatorio, el espectro
de potencias oscila aleatoriamente alrededor de un valor
constante, indicando que una frecuencia no explica mas
de la varianza de la secuencia que otra. Para secuencias
periddicas o casi-periddicas, sélo existen picos a ciertas
frecuencias, el ruido medido le agrega un piso contin-
uo al espectro. De esta manera, en el espectro, la sefial
y el ruido son facilmente diferenciados. Sefales cadticas
pueden tener lineas espectrales muy notorias, pero siem-
pre en la ausencia de ruido ellas seran una parte continua
del espectro (Sivakumar, 2001).

El exponente 8 puede ser entendido como un indi-
cador de suavidad de la serie de tiempo, la cual es di-
rectamente proporcional a él. La lluvia producida di-
rectamente por un proceso de cascadas multiplicativas,
en general, es poco suave y deberia poseer exponente
B < 1 {cascadas ilimitadas), por lo tanto desde el punto
de vista del andlisis multifractal estos campos son mas
convenientes, pues su descripcidn es completamente es-
pecificada por la funcién de momentos y ¢.» (Harris et
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al., 1996). Los campos con 8 > 1 {cascadas limitadas),
generalmente, no muestran escalamiento de momentos y
su andlisis puede ser a partir de flucuaciones (Tessier,
1993).

2.3. Definicién del espectro multifractal y
metodologias para su estimacién. Considere la pro-
porcién de cajas no vacias en una d-particion de Q que
tienen masa en el rango de RP (524 §). Esta pro-
porcion estd dada por:

Nimero de cajas con masa en (§Tde §%)

Nimero de cajas no vacias 3)
donde el denominador es ~ 6P y D es la dimensién del
conjunto donde la masa se encuentra distribuida (Peit-
gen et al., 1992). Definiremos una medida multifractal
como aquella para la cual el numerador obedece: niumero
de cajas con masa en (62+4¢ §%) ~ §=F(2) El exponente
varfa con a y se conoce como el espectro multifractal, o
espectro de singularidades, o sdlo como la curva fla).
Las medidas multifractales se caracterizan por su curva

f(a).

Aunque todavia no existe una definicién estdndar de
lo que es un multifractal, podria decirse que una medi-
da multifractal es aquella que tiene una curva f(«) bien
definida. La curva f(a) puede entenderse en términos
de la nocién familiar de una densidad, aunque las medi-
das multifractales en s{ mismas son demasiado singulares
para tener densidades. Un rasgo bdsico de esta curva, es
que permite identificar comportamientos de leyes poten-
ciales del tipo 6% con respecto a cambios en el tamano
del pixel, 6, mientras otros tipos de dependencia para
4 (por ejemplo e~?) son ignorados. Aquf la curva f(a)
es una lente de leyes potenciales para observar medidas
singulares.

A continuacién se presentan algunos de los métodos
para la estimacién del espectro f(«) de una medida mul-
tifractal, acompanados de sus pasos de implementacion.
En este trabajo se implement6 cada uno de estos méto-
dos para series de series de lluvia, partiendo de un pro-
ceso de verificacién de los algoritmos planteados, el cual
se llevé a cabo a partir de una expresién tedrica del
espectro de la medida binomial.

Sea . una medida binomial generada a partir de rela-
ciones de particién p : (1—p), con p < 1, para cada orden
q (—o0 < ¢ < 00), se tiene (véase la referencia Peitgen
et al. (1992)):

ofg) =L

(1-p)*
pi+(1-p)¢

Ty o)
(42)

log, (p)+

L pq o pr
flalq) = prE - 1 gz(p,, e __p)q) (4b)
(-p? , . (1-p) c
P+ (1 p)e 10g2(p‘1+(1—:0)") 4

Dadas las ecuaciones {4a) y (4b), es posible estimar el er-
ror cometido en la estimacion del espectro. Vale la pena
tener presente que en todos los casos es posible estimar
el error cometido al estimar « y f(«) en funcién de q.

2.3.1. Método de los momentos. Este método
estd basado en el formalismo multifractal, y tiene como
una de sus hipétesis fundamentales la presencia de “cas-
cadeo” multiplicativo. En series temporales de variables
geofisicas, s6lo se ticne la medida en una iteracién k, si
hacemos la analogia con una medida binomial. El pro-
ceso consiste en la reconstruccion de cualquier iteracién
anterior, h < k, a partir de agregaciones en intervalos
de tamano 27",

El método de los momentos se basa en una canti-
dad Hamada funcidn de particidn, debido a su analogia
con la funcién de particién en la teoria del equilibrio
termodindmico (Peitgen et al., 1992). Esta funcién se
define como

N(e)

Xale) =Y ul geR, (5)
1=1

donde N(¢) es el nimero de cajas de tamafio € necesarias
para cubrir la medida.

En el caso general, se puede reescribir la medida u; en
términos de las cajas de tamarfio e como p; = €, luego
Xq(€) = Zf\i(f ) (e2)?. Motivados por los resultados del
andlisis de la medida binomial, se denota por N (a)da
al nimero de cajas, entre las N () cajas totales, con un
exponente de Hélder que satisface o < a; < a + da,
ademads, se asume que existen constantes Quin ¥ Qmaz
tales que 0 < opin < @ < Qmae < 00, ¥ que Ne(a)
es continuo. Luego, la contribucién del subconjunto de
cajas con o entre 'y o+ da a xq(€), es Ne(a)(e;)de.

En lugar de hacer la contribucién por cada caja i
separadamente, se realiza una integracion sobre da adi-
cionando la contribucién cuyo exponente de Holder se
encuentre entre o y o + do

M@=/MWWW® (6)

Si Ne(a) ~ e~ {2 ge tiene

Xxq(e) = /e""‘f(“)da. (7)
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En el limite ¢ — 0, la contribucién dominante en la in-
tegral viene de los valores de « cercanos al valor que
minimiza el exponente ga — f(a). Si f(o) es diferen-
ciable, la condicién necesaria para la existencia de un
extremo es P

é—a—qa—f(a)z(). (8)
Para un valor dado de ¢, el extremo ocurre para el valor
v = o{q) que satisface

a
a—a[a=a(q) =4q (9)
y este extremo es un minimo sélo si
82
—az—aiaza(q) >0. (10)

Teniendo en cuenta sélo la contribucién dominante en
la ecuacién {7) e introduciendo la transformada de Le-
gendre (Courant & Hilbert, 1953)—

_ 07(q)
a(q) = B0 (11a)
7(q) = qo{q) — f((q)) (11b)
se encuentra
Xql€) ~ €@ (12)

Finalmente, es ficil estimar f(a) a partir de las ecua-
ciones (11a) y (11b).

Algoritmo de cdlculo del método de los momentos. A
continuacion se presenta el algoritmo para el cdlculo del
espectro multifractal de series de tiempo a partir del
método de los momentos, el cual estd basado en la teoria
descrita anteriormente.

1. Se cubre la medida con N(e€) cajas de tamafio
€ ([Bl(e)]iv:(f ), determinando la medida corres-
pondiente a cada caja, p; = u(B;(¢)).

2. Se estima la funcién de particion a partir de la
ecuacioén (5) para varios valores de e.

3. Se verifica que los graficos log,o(x4(€)) ws.
log,o(e) sean lineas rectas. Solo si esto se
cumple, la ecuacién (12) es valida.

4. Se encuentra f(a) con la transformada de Le-
gendre (véanse las ecuaciones (11a) y (11b))

2.3.2. Método de Chhabra y Jensen. A finales de los
80’s, Ashvin Chhabra y Roderick Jensen propusicron
una metodologia para la determinacién directa de
f(a) en medidas multifractales basados en un método
candnico para el cdlculo de promedios termodindmicos
(Chhabra & Jensen, 1989; Chhabra et al., 1989).
La caracteristica fundamental del método, aplicado a
datos experimentales, es que no necesita el calculo de

las dimensiones generalizadas, Dy, ni el uso de la trans-
formada de Legendre, mencionadas anteriormente.

El formalismo multifractal, a través de la relacién
existente entre las dimensiones generalizadas, Dy, y el
espectro de singularidades, f(«a), provee una adecuada
descripcion de las propiedades de escalamiento de una
medida multifractal. Sin embargo, esta relacién es valida
desde el punto de vista tedrico, pero no necesariamente
en la practica, debido basicamente a dos razones:

» Los gréaficos log —log involucrados en la esti-
macion de los D, en vez de mostrar un com-
portamiento perf ctamente lineal, tienden a ser
modulados por oscilaciones y mostrar dispersion
(usualmente por el nimero de datos).

= Se pueden presentar discontinuidades en la cur-
va Dy, lo cual deja sin base tedrica el formalismo
multifractal, el cual se basa en curvas suaves.
Estas discontinuidades, corresponden a transi-
ciones de fase en el equilibrio de la mecdnica
estadistica. Ademds, es bien conocido que es-
tas transiciones ocurren frecuentemente en sis-
temas no-hiperbdlicos y en sistemas hiperbéli-
cos de altas dimensiones (e.g. el mapa logistico)
(Chhabra & Jensen. 1989; Chhabra et al.,
1989; Ott et al., 1984; Grassberger et al.,
1988).

Si se busca describir una medida singular P(x), una
cantidad de interés es la dimension de Hausdorff del so-
porte tedrico de la medida, P(z). Este es simplemente la
infima dimensién de los conjuntos en los cuales toda la
medida vive (los complementos de esos conjuntos tienen
medida cero). Para clases especiales de medidas que sur-
gen de procesos multiplicativos (descritos por probabili-
dades F;), se tienen varios teoremas que dan informacién
de como calcular la dimensién del soporte tedrico de la
medida. En particular, se conoce que i entropia, S, de
cada uno de los procesos estd dada por

S=-> Plogh, (13)

y que la dimensién de Hausdorff (Barnsley, 1993; de
M, que es el soporte tedrico de la medida asociada con
cada uno de los procesos, puede ser relacionada con
la entropia por medio del teorema de Billingsley como
(Billingsley, 1965)

N

) 1
dy(M) = — lim_ IOgN;PilogP,. (14)
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Si se divide la medida experimental considerada, de for-
ma tal que P;({) corresponda a la probabilidad de un
proceso multiplicativo con N ~ [~ la ecuacién (14)
provee una férmula para el cédlculo de la dimensién de
Hausdorff del conjunto, el cual es el soporte tedrico de
la medida P(z).

Es posible utilizar los resultados anteriores para eva-
luar f(a) en una medida multifractal, P(z). Esto se lo-
gra, inicialmente, por la construccién de una familia,
de un solo pardmetro, de medidas normalizadas, u(qg),
donde las probabilidades en las cajas de tamano I son

g, 1) = L50) (15)

2P0

El pardmetro g en la equacién (15) es anslogo a un mi-
croscopio que permite explorar diferentes regiones de la
medida P. Para ¢ > 1, u(q) amplifica las regiones més
intermitentes de P, para g < 1 se acentlian las regiones
menos intermitentes y para ¢ = 1 se replica la medida
original. La dimensién de Hausdorff del soporte teérico
de la medida de u(q) puede ser obtenida mediante la
ecuacién (14), de manera que

N
, 1
f@ = -l — N;uz(q,l)log[m(q,l)]

(g, 1)1 i(g,l
hfn] Zz lLl(q ) Og[/,t (q )] (16)
10 log!
Ademds, es posible hallar el valor promedio del expo-

nente de Holder o fuerza de singularidad, «; = lffég’j) ,

con respecto a u(q), al evaluar

N
a(q) — lim > g, 1) log[Pi(1)]
i=1

N—oo log N £

= i 22i#i(@ 1) log(Pi(D)]
1—0 log!

a7

Las ecuaciones (16) y (17) proveen una definicién alter-
na para la estitnacién del espectro de singunlaridades, de
forma directa, a partir de datos y sin usar la transfor-
mada de Legendre, evitando los problemas mencionados
anteriormente.

Algoritmo de cdlculo. A continuacién se describe el al-
goritmo utilizado para la estimacién del espectro mul-
tifractal a partir de la metodologia propuesta por
Chhabra y Jensen, y la cual se utiliza en la referencia
(Chhabra et al., 1989).

1. Se cubre la medida experimental con cajas de
tamanio | y se calcula la probabilidad (inte-
gracion de la medida) en cada una de ellas, P;(I).

2. Se construye la familia de medidas normal-
izadas, u(g,l), donde las probabilidades en las
cajas de tamafo | estdn dadas por la ecuacién
(15).

3. Para cada wvalor de ¢, se grafica
> ti(a, 1) Jogyg[1i(g, 1)] ws. logyy(l), cuya pen-
diente corresponde a f(q) (véase la ecuacién
(16)).

4. Para cada valor de ¢, se grafica

> g, 1) logo[Pi()] vs. logye(l), donde la

pendiente de la recta corresponde a a(q) (véase

la ecuacién (17)).

Finalmente se tiene para cada g un valor de f y

su correspondiente & (f(c(q))).

(24

2.3.8. Meétodo del andlisis multifractal de fluctua-
ciones. La descripcién de las metodologias que se
mencionardn a continuacién estd basada en el tra-
bajo realizado por Kantelhart y otros, en torno a
las propiedades de escalamiento de registros histéri-
cos de series de caudal (Kantelhardt et al., 2003;
Koscielny-Bunde et al., 2006). El objetivo fundamen-
tal de estas metodologias es la deteccién de correlaciones
temporales de largo plazo y comportamiento multifrac-
tal en presencia de tendencias para series temporales de
variables geofisicas.

En registros temporales de variables geofisicas con
limitada extensién, es complicado distinguir entre
memoria de largo plazo y jerarquias de memoria de corto
plazo y/o tendencias. Lo anterior, debido a que las se-
ries de tiempo estacionarias y con correlaciones de largo
plazo exhiben un comportamiento persistente y tenden-
cia a permanecer en un valor momentineamente. Esto
causa desviaciones positivas o negativas respecto al va-
lor medio en largos periodos de tiempo que pueden lucir
como tendencias (Koscielny-Bunde et al., 2006).

En los 1ltimos afios se han desarrollado métodos co-
mo el andlisis de fluctuaciones sin tendencias, para de-
tectar correlaciones de largo plazo en presencia de ten-
dencias. Sin embargo, para poder caracterizar la com-
pleja dindmica involucrada en los procesos geofisicos,
se hace necesario el andlisis de todos los momentos es-
tadisticos y asi captar completamente la distribucién de
las fluctuaciones (andlisis multifractal).

En el caso de las variables geofisicas, se trabajara con
series a las cuales se les han removido las tendencias
estacionarias periddicas (por ejemplo el ciclo anual o el
diurno). En el caso de series de tiempo con resolucién
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horaria, se removerd el ciclo en cada hora de los 365 dias
del afio (por ejemplo hora I de abril 1).

Sea W; el registro correspondiente a la hora i, ¢ =
1,2,..., N. La nueva serie, sin tendencias estacionales se
genera como

¢i=W; - W, (18)
donde W; corresponde a la media sobre todos los dfas 4
(por ejemplo sobre todos los registros hora 1 de abril 1
en los afios de registro).

En el andlisis de fluctuaciones, se considera el “perfil”
n
w=Ydn=12.8 ()
=1

y se estudian las fluctuaciones del perfil, en una ventana
de tiempo de tamaiio s. El perfil z,, se puede considerar
como la posicién de una caminata aleatoria de n pasos
(Koscielny-Bunde et al., 2006).

Andlisis multifractal de fluctuaciones (MF-FA). En el
caso analisis multifractal de fluctuaciones se obtienen
funciones de fluctuacién a partir de los valores del perfil
en los extremos de cada segmento v (Kantelhardt et
al., 2003; Koscielny-Bunde et al., 2006)

N
1 = 1
Fq(S) = {N‘ Z ‘zus - z(u——l)slq}q (20)
S p=1

en este caso ¢ puede tomar cualquier valor real excep-
to cero. La diferencia de este anélisis de fluctuaciones,
respecto al analisis estandar radica en la variaciéon de la
funcién de fluctuaciones con ¢, lo cual es un reflejo del
comportamiento multifractal en los registros.

En general, la aproximacién multifractal se introduce
en la funcién de particién

N
Zy(s) = Z |2vs — Z(u—1)s|q ~ 7@ , (21)
v=1

donde 7(q) es el exponente de escalamiento de Renyi
(r : R — R). La ecuacién (21) implica

Fyfs) ~ M@ (22)
donde
hg) = %1—] (23)

El exponente h(q) definido en la ecuacién (22), estd di-
rectamente relacionado con el exponente multifractal de
escalamiento clésico, 7(q). Este exponente es denomi-
nado de “Hurst generalizado”, que en el caso de h(1)
es idéntico al conocido exponente de Hurst (Mesa &
Poveda, 1993).

Finalmente, es posible obtener el espectro de singu-
laridades o multifractal a partir de 7(q) via la transfor-
mada de Legendre (Mandelbrot, 1989).

o= g—g;—) = h(q) + qd};—(;) (24a)
fla) =qa—7(q) = gla —h(g)] +1. (24b)

El MF-FA descrito tiene los siguientes problemas:

e Tendencias mondtonas en los registros pueden
generar resultados espurios para el exponente de
fluctuacién h(q), el cual a su vez, genera valores
espurios para la estimacién en el exponente de
Renyi, 7(q).

» El comportamiento no estacionario, caracteriza-
do por los exponentes h{q) = 1 no puede ser

detectado por el método y siempre aproxima a
F,(s) ~ s.

Algoritmo de cdlculo MF-FA. A continuacién se presen-
ta el algoritmo para el cdlculo del espectro multifractal
de series de tiempo a partir de MF-FA| el cual estd basa-
do en la teoria descrita anteriormente.

1. Se remueven las tendencias estacionarias de la
serie de tiempo. Este procedimiento conduce a
la generacién de una nueva serie denominada ¢;
(véase la ccuacion (18)).

2. Se genera el perfil de la serie de tiempo a partir
de la ecuacién (19).

3. Con el perfil definido, se procede a realizar
el andlisis de fluctuaciones, definiendo un g
constante y evaluando la funcién de fluctua-
ciones Fy(s) para varias resoluciones s (véase
la ecuacién (20)).

4. Con los valores encontrados de Fy(s) y s se
realiza un ajuste lineal entre log,,(F,(s)) vs.
log,o(s), donde la pendiente de dicho ajuste
corresponde al exponente de Hurst generaliza-
do para el momento de orden g, h(q) (véase la
ecuacién (22)).

5. Se repiten los pasos 3 y 4 para varios valores de
g, obteniendo la curva h(q).

6. Posterior al calculo de la curva del exponente
de Hurst generalizado, h(g), se procede a uti-
lizar la transformada de Legendre (ecuaciones
(24a) y (24b)) para la estimacién del espectro
multifractal f(«).
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Andlisis multifractal de fluctuaciones sin tendencias
(MF-DFA). Es posible identificar diferentes ordenes de
MF-DFA, los cuales se caracterizan por la forma en la
cual se remueven las tendencias de los datos. En el orden
més bajo (MF-DFA1) se¢ determina, para cada segmen-
to v, el mejor ajuste lineal del perfil, y se identifican
las fluctuaciones por medio de la varianza F?(v,s) del
perfil respecto a la linea recta. De esta forma, se elimi-
na la posible influencia de tendencias lincales a escalas
mayores a la del segmento. Es importante notar que al
eliminar las tendencias en el perfil, se estéan eliminando
en los datos.

En gencral, en el MF-DFA de orden n, se calculan las
varianzas del perfil, respecto al mejor ajuste polinomial
de orden n, lo cual elimina la influencia de posibles ten-
dencias de orden n a escalas mayores que el tamafio del
segmento.

Explicitamente, se ajusta el mejor polinomio y, (i) al
perfil en cada uno de los N, segmentos v y se determina
la varianza

8

1 .
FZ(Vy'S) = : Z[z(l/—l)s+i - !/1'(7’)]2 (25)

i=1
Finalmente, para estimar la fluctuacion media se utiliza

N,

Fi(s) = (5 P s)) ) (26)

8 p=1

A partir de este punto el procedimiento es similar al
utilizado en el MF-FA, donde se estima el exponente de
Hurst generalizado a partir de la relacién mostrada en la
ecuacion (22) y, con este y la transformada de Legendre
(ecuaciones (24a) y (24b)), se hace posible el cdlculo del
espectro multifractal.

Algoritmo de cdlculo MF-DFA. A continuacién se pre-
senta el algoritmo para el cdlculo del espectro multifrac-
tal de series de tiempo a partir de MF-DFAn, el cual
estd basado en la teorfa descrita anteriormente.

1. Se remueven las tendencias estacionarias de la
serie de tiempo. Este procedimiento conduce a
la generacién de la serie ¢; (véase la ecuacién
(18)).

2. Se genera el perfil de la serie de tiempo a partir
de la ecuacién (19).

3. Con el perfil definido, se procede a realizar el
andlisis de fluctuaciones, definiendo un ¢ cons-
tante y analizando varios intervalos en el si-
guiente orden:

a) En cada intervalo v, se ajusta un polinomio
¥, de orden n, para el caso de MF-DFAn.

b) Se calculan las varianzas del perfil respecto
al ajuste (véase la ecuacién (25)).

¢) Con las varianzas de cada segmento se esti-
ma la funcién de fluctuaciones para el valor
dado de sy g (véase la ecuacién (26)).

4. Con los valores encontrados de F,(s) y s, se

reliza un ajuste lineal entre log;o(Fy(s)) wvs.

logyp(s), donde la pendiente de dicho ajuste
corresponde al exponente de Hurst generaliza-
do para el momento de orden g, h(q) (véase la

ecuacion (22)).

Se repiten los pasos 3 y 4 para varios valores de

q, obteniendo la curva h(q).

6. Posterior al cdlculo de la curva del exponente de
Hurst generalizado, h(q), se procede a utilizar la
transformada de Legendre (ecuaciones (24a) y
(24b)) para estimacién del espectro multifractal

fla).

3. Descripcién de los datos

(S}

Para este trabajo se conté con registros horarios
de precipitacién correspondientes a 47 estaciones plu-
viogrdficas ubicadas en las regiones cafeteras de Colom-
bia (véase la figura 1 y Tabla 1). Dichos registros fueron
suministrados por el Centro Nacional de Investigaciones
del Café (CENICAFE) y por Empresas Publicas de
Medellin (EPM).

Las estaciones poseen periodos de registro entre los
22 y 28 aiflos, el porcentaje de datos faltantes es gene-
ralmente inferior al 5 % y se encuentran entre 1°15' N —
10°20'N y 7T7°29'W — 72°40'W .

Los Andes Colombianos se encuentran divididos en
tres ramales principales, llamados Cordillera Occiden-
tal, Cordillera Central y Cordillera Oriental, los cuales
se encuentran separados por los valles interandinos de
los rios Cauca y Magdalena. Las estaciones en la Tabla
1 son numeradas y agrupadas de acuerdo a su local-
izacion a lo largo de las pendientes andinas (Poveda et
al., 2005):

Grupo A: Vertiente occidental de la Cordillera
Occidental (1-2).

Grupo B: Sur del "Macizo Colombiano” (3-5).

Grupo C: Vertiente oriental de la Cordillera Oc-
cidental perteneciente al valle del rio Cauca (6-
11).

Grupo D: Vertiente occidental de la Cordillera
Central (12-30).
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Grupo E: Vertiente oriental de la Cordillera Cen- Grupo H: Estacion en la Sierra Nevada de Santa
tral perteneciente al valle del rio Magdalena (31- Marta (47).

Gr?::}l;) F: Tlanes occidental da Ia Cordillets O Las estaciones utilizadas .1‘eﬂejan un cc.)nlpo%'tamiento
ental (38-44). unimodal, bimodal y'n?ultlmodal en su c1clo)dlurno y se

Grupo G: Flanco oriental de la Cordillera Orien- hace confusa la definicién dfa una hora comin de maxi-
tal (45-46). : ma lluvia en todas las estaciones, en la cual se presenta

la méxima precipitacién durante el dia.

18 7 16 15 -4 -13 12 -1 -10
1 1

1"

ico

ceane Pacil

i

it

@5 Macizo Colombiano
T i T 5
I8 11 T6 15 & £ T8

FIGURA 1. Ubicacién geografica de las 47 estaciones de precipitacién. La escala de colores en las estaciones
corresponde a su localizacién a lo largo de las pendientes andinas.
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CuabRroO 1. Localizacién y detalles de las 47 estaciones de precipitacién.

Elevacién
ID Estacién Lat (N) Lon (W) Elev (m) Periodo Datos (%) desde el piso Grupo
grados grados Registro Faltantes del valle (m)
1 Mande 6.45 75.13 495 MAY78-ABR99 0 X A
2 Santa Barbara 6.4 75.72 2595 MART78-DIC99 0 X A
3 El Sauce 1.62 77.1 1610 ENE71-DIC93 12.4 x B
4 Manuel Mejia 2.42 76.75 1700 ENE72-NOV93 2.1 x B
5 Ospina Pérez 1.25 77.48 1700 ENET72-DIC93 0.7 x B
6 Alban 4.77 76.18 1500 JUN73-DIC93 1.7 780 C
7 Julio Fernandez 3.8 76.53 1360 ENET7T2-DIC93 1 480 C
8 Manuel Mar{a Mallarino 4.22 76.32 1380 ENE73-DIC93 2.5 570 C
9 Miguel Valencia 5.6 75.85 1570 ENE71 - DIC93 1.9 X C
10 Rafael Escobar 5.47 75.65 1320 ENET1 - DIC93 0.1 X C
11 Santiago Gutiérrez 4.72 76.17 1550 ENE71-DIC93 5.7 820 C
12 Agronomfa 5.05 75.48 2150 ENE72-DIC99 1.1 1480 D
13 Arturo Gémez 4.67 75.78 1320 ENE72-DIC93 1.5 590 D
14 Bremen 4.67 75.62 2040 MART72-DIC93 1.7 1300 D
15  Cenicafe 5 75.6 1310 ENE72-DIC'93 0.4 630 D
16 El Cedral 4.7 75.53 2120 ENE73-DIC93 5.8 1420 D
17 El Jazmin 4.92 75.63 1600 ENE72-DIC93 2.1 910 D
18 El Sena 4.57 75.65 1550 DIC71-DIC93 8.8 800 D
19 La Bella 4.5 75.67 1450 ENE72-DIC93 0.4 690 D
20 La Catalina 4.75 75.75 1350 NOV76-DIC93 1 630 D
21 La Sirena 4.28 75.92 1500 ENE71-DIC93 L 700 D
22 Luker 5.08 75.68 1020 MAR7T0-DIC99 2.7 360 D
23 Maracay 4.6 75.77 1450 ENE82-DIC93 0.6 710 D
24  Naranjal 4.98 75.65 1400 ENET1-DIC93 0.6 720 D
25 Paraguaicito 4.38 75.73 1250 ENET72 - DIC93 0.5 470 D
26 Planta de Tratamiento 4.8 75.67 1450 ENE69-DIC89 4 740 D
27 Rosario 5.97 75.72 1600 ENE71 - DIC93 0.9 1086 D
28 Santa Ana 5.02 75.67 1250 ENE72-DIC93 2.2 580 D
29  Santa Helena 4.95 75.62 1525 ENES&0-DIC93 2.1 840 D
30 Santagueda 5.08 75.67 1010 ABRT72-DIC99 1.2 350 D
31 Chapetén 4.45 75.27 1300 ENET1-DIC88 2.2 1010 E
32 El Bizcocho 6.3 75.08 1070 ABRT71-DIC99 0] 1120 E
33  El Limén 3.67 75.58 990 ENE71-DIC93 7.2 610 E
34 El Peiiol 6.4 75.85 1880 ABRGO-FEB99 0 1750 E
35  Inmarco 6.28 72.8 260 AGO68-AGO92 0 140 E
36 Jorge Villamil 2.37 75.55 1500 ENE72 - DIC93 1.1 x E
37 LLanadas 5.2 75.13 1420 ENET2-DICY99 10 1220 B
38  Aguas Blancas 6.83 73.48 920 ENE72-DIC99 8.4 x F
39 Granja Tibacuy 4.37 74.43 1550 ENE72-DIC93 1.4 1250 F
40 La Montana 3.55 74.9 1260 ENET73 - DIC93 15.9 X F
41 Luis Bustamante 3.9 74.57 1643 ENE72-DIC89 18.9 x F
42 Misiones 4.55 74.42 1540 ENE77-DICS3 3 1263 13
43 Santa Inés 4.72 74.47 1250 ENE72-DIC93 1.9 990 F
44 Yacopi 5.47 74.37 1340 ENE72-DIC99 1.5 x F
45 Blonay 7.57 72.62 1235 ENE72-DIC99 0.7 X G
46  Francisco Romero 7.77 72.80 1000 ENE72 - DIC99 1.1 X G
46 Pueblo Bello 10.42 73.57 1000 ENET72 - DIC99 3.4 X G
47 Yacopi 5.46 74.36 1340 ENE72 - DIC99 1.5 X H

4, Resultados

4.1. Funcién densidad de probabilidad empiri-
ca. Se calculé la probabilidad de excedencia de un even-
to xz, P(X > ), para cada serie de precipitacién, encon-
trando una tendencia a dos zonas diferentes de com-
portamiento potencial en las distribuciones (véase la
ecuacion 1).

Para caracterizar el comportamiento potencial se
trabajo en el espacio logaritmico, (log(P(X >
z)) vs. log(z)), donde se ajustan rectas a las dos sub-
regiones, dando c6mo resultado pendientes ger1 ¥ gero,
que corresponden al negativo de la potencia a la cual

escala la distribucién de probabilidades (véanse la figu-
ra 2y la tabla 2). El criterio utilizado para encontrar el
punto de quiebre es el siguiente:

1. En el paso i, se divide la muestra en dos sub-
muestras con tamano minimo de 20 datos.

2. A cada sub-muestra se le ajusta una recta y se
obtienen los coeficientes de determinacién R?, y
R2

12

3. Se define la cantidad A; = R% + R2,.

4. Se repite ¢l proceso iterativamente para todos
los 4 posibles.

5. El punto de quiebre se define como aquel que
presente el A, ...
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Con el propésito de decidir si el comportamiento es
diferente en las sub-muestras seleccionadas, se realiza
una prueba de hipétesis que verifique si las pendientes
son estadisticamente diferentes, a partir de los intervalos
de confianza para la pendiente obtenida en una regre-
sién lineal, el cual a su vez refleja la calidad total de la
recta de regresion.

Bajo la hipdtesis de que las observaciones estdn dis-
tribuidas de manera normal e independiente, el intervalo
de confianza para la pendiente D del 100(1—«) por cien-
to en una regresién lineal simple es (Montgomery &

PDF estacion Agronomia

PDF estacién Aguas Blancas

Runger, 1996):

(27)

donde o? es la varianza del término de error € en el
modelo de regresién, el cual refleja la variacién aleato-
ria alrededor de la recta de regresién. Ademas, S, =
S (z; — T)2. Teniendo el intervalo de confianza para
ger1, S€ acepta la hipdtesis de igualdad en las pendientes,
si dicho intervalo contiene a .2, caso en el cual se acep-
ta que el comportamiento potencial es el mismo en todo
el dominio.

] ] 1 PDF estacion Alban
107 " 107 0 L™ N
102} ) 102 102}
: 14
§ 103} 3 103}
s 4 10 “
o 10 r 107 f
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105} 10 10}
1076 10 108
10 10 1 10

1
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log(x} (x en mm/hora)

log(x) (x en mm/hora)

FIGURA 2. Distribucién de probabilidad empirica para las estaciones Agronomia, Aguas Blancas y Alban.

La linea roja refleja la recta ajustada.

Como se menciond anteriormente, la distribucién de
probabilidad empirica describe la fractalidad de um-
brales de intensidad para las fluctuaciones en la serie a
determinadas escalas. La principal justificacién para el
uso de un modelo de colas pesadas, se describe en el estu-
dio del ciclo diurno (véanse las referencias (Agudelo et
al., 2001; Alvarez & Toro, 2001; Vieira & Moreno,
2001)), donde se encontré que las series de precipitacién
horarias utilizadas son altamente intermitentes, con pre-
dominancia de ceros (no lluvia) en los registros (en ge-
neral, al menos el 85% de los datos). Basados en esto,
se hace necesario el analisis de la funcién de distribu-
cién de probabilidades y en particular de los cuantiles
superiores.

El ajuste potencial en la cola de la distribucién mues-
tra valores de qcr2 entre 2,4 y 5,8, los cuales son sufi-
clentes para justificar el uso de una aproximacién mul-
tifractal en el estudio del comportamiento de estas se-
ries de lluvia (Olsson, 1995; Sivakumar, 2001). Por el
contrario, a la izquierda del quiebre se encuentra que
Qer1 < 2 en todas las estaciones, lo cual sugiere un com-
portamiento monofractal para intensidades inferiores a

la del quiebre, cuyos valores presentan intensidades en-
tre 14-18 22 en la mayoria de los casos, tomando los
. 3

hora
. Lo hainag o mm ., Lt “ mm
valores mds bajos en 5.2 % y mdximos en 30.4 7.

4.2. Espectro de potencias. Como se ha dicho an-
teriormente, el espectro de potencias es una herramien-
ta estandar para el estudio del comportamiento fractal
en series geofisicas. Dado lo anterior, se estimé dicho
espectro para cada una de las 47 estaciones de precipi-
tacion horaria y se estimaron los pardmetros del ajuste
E(f) = Cf~#, detectando tendencias y quiebres como
se explicd anteriormente. Ademads, se realizaron pruebas
de hipétesis orientadas a verificar la diferencia estadisti-
ca entre dichas pendientes (véanse la figura 3 y la tabla
3).

En la Tabla 3 se presentan los resultados obtenidos
en la estimacién de la pendiente, puntos de quiebre y
pruebas de hipdtesis de las 47 estaciones. En particular,
se puede distinguir seis grupos de quiebres importantes:

» Entre las 2 — 4 horas: Bremen, El Bizcocho,
El Peniol, La Montana, Planta de tratamiento,
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CUADRO 2. Resultados de los ajustes de la forma, P(X > z) oc 279", realizados a las funciones densidad de
probabilidad empirica. En todos los casos se encontraron dos regiones (1 - izquierda y 2 - derecha).

Estacién Cy Qerl Rf Co Qer2 Hg x P(x)
(mm/hora)
Agronomia 0,052 £ 0,0020 —1,18 0,020 0.94 404,1 + 43,1 —4,4 £ 0,03 0.99 16.2 0.002
Aguas Blancas 0,036 £ 0,0005 -0,71 + 0,015 0.97 1,5+ 0,1 -2,44+0,03 0.96 8.5 0.008
Albéan 0,046 + 0,0019 -1,31 0,021 0.95 460,1 £ 71,3 -4,6 £0,04 0.98 16.3 0.001
Arturo Gémez 0,046 + 0,0014 -1,0140,017 0.95 167,0 &+ 18,1 —4,0£ 0,03 0.98 16.2 0.003
Blonay 0.036 £ 0,0011  —~1,08 + 0,018 0.96 10,0 £ 0,9 -3,24+0,03 0.98 14.4 0.002
Bremen 0,055 + 0,0011 -0,76 £ 0,015 0.96 47,2+ 6,3 ~-3,440,04 0.94 12.4 0.008
Cenicafe 0,055 £ 0,0016 —0,9140,017 0.95 330,6 £42,9 —~4,0+0,04 0.97 16.8 0.004
Chapetén 0,040 + 0,0008 -0,74 40,018 0.96 7,5+ 1,1 -3,0+£0,04 0.93 10.0 0.007
El Bizcocho 0,092 + 0,0027 —0,86 +£0,016 0.95 2,756,4 & 476,8 -4,3+0.04 0.95 19.3 0.007
El Cedral 0,082 £ 0,0038 ~1,25+0,021 0.93 2,138,7 4+ 264,6 -4,6 + 0,03 0.99 21.3 0.002
El Jazmin 0,057 +£0,0015 -0,924+0,014 0.96 137,7 £ 17,0 -3,7+0,03 0.97 16.1 0.004
El Limén 0,067 £ 0,0022 -0,96 40,017 0.96 213,1 £ 39,9 ~3,7+ 0,05 0.94 19.9 0.004
El Pefiol 0,061 £ 0,0018 ~0,90 4+ 0,029 0.93 13,6 £1,6 -3,54+0,04 0.96 7.9 0.010
El Sauce 0,048 +0,0019 ~1,13 40,021 0.94 155.9 + 22,6 —4,04+£0,04 0.98 16.2 0.002
El Sena 0,051 £0,0009 —0,76 +0,013 0.96 13,4+ 1,6 -3,0+0,03 0.95 12.4 0.007
Francisco Romer 0,050 £0,0014 -0,82+ 0,015 0.96 177,8 &+ 30,0 -3,6+£0,04 0.94 19.3 0.004
Granja Tibacuy 0,023 £0,0003 0,79 + 0,015 0.97 1,74+ 0,2 —~2,84+ 0,03 0.93 8.1 0.004
Inmarco 0,047 £ 0,0013 -0,93 £+ 0,013 0.96 2,113,8 £ 461,9 —~4,4 £0,05 0.94 22.7 0.003
Jorge Villamil 0,032 £ 0,0009 -1,08 40,021 0.96 514104 -3,3+0,03 0.98 10.2 0.003
Julio Fernandez 0,026 + 0,0003 -0,71+0,017 0.96 0,9+0.,1 -2,6+0,03 0.95 6.5 0.007
La Bella 0,061 £0.0025 —1,1140,019 0.94 16, 893,7 £ 3,908,1 —5,0£ 0,06 0.96 24.4 0.002
La Catalina 0,048 £ 0,0014 -1,00£0,016 0.94 688,0 + 124,5 -4,3+ 0,05 0.96 17.6 0.003
La Monataiia 0,066 40,0031 —1,23+0,019 0.93 458,636,0 & 151,512,2 -5,8+0,08 0.97 30.4 0.001
La Sirena 0,044 £ 0,0012 -0,89 40,015 0.95 186.9 * 26,5 -3,9+0,04 0.96 16.7 0.004
LLanadas 0,064 £ 0,0017 -0,92 £0,015 0.95 406,7 £ 67,9 -4,1+0,05 0.95 15.5 0.005
Luis Bustamante 0,046 £ 0,0010 —-0,94 40,014 0.97 194+ 2.0 -3,3+ 0,03 0.97 12.9 0.004
Luker 0,053 £ 0,0015 -1,00+ 0,016 0.96 244,0 £ 45,2 —-4,1 £ 0,05 0.94 15.7 0.003
Mande 0,076 £ 0,0020 -0,91 +0,015 0.97 443,2 + 84,3 -3,9+ 0,05 0.95 17.3 0.006
Manuel Maria Ma 0,041 40,0012 —1,02 4+ 0,016 0.95 396,5 £ 60,4 ~4,24 0,04 0.97 17.9 0.002
Manuel Mejia 0,073 £ 0,0037 —1,33 40,021 0.94 16,290,9 + 3,579,6 -5,24 0,06 0.98 24.8 0.001
Maracay 0,052 £ 0,0016 —-0,90+ 0,016 0.95 126,0 £+ 13.3 -3,7+ 0,03 0.98 16.8 0.004
Miguel Valencia 0,050 £ 0,0003 —0,67 £+ 0,017 0.96 2,5+0,3 -3,14+£0,04 0.93 5.2 0.017
Misiones 0,031 £0,0005 —0,94+ 0,012 0.98 854 1,4 -3,1 £ 0,05 0.92 13.0 0.003
Naranjal 0,064 £ 0,0022 -0,97 £0,018 0.95 1.444.6 + 284,9 —4,4+ 0,05 0.95 18.9 0.004
Ospina Pérez 0,040 £+ 0,0014 -—1,23+ 0,021 0.94 45,1 44,8 -3,94+ 0,03 0.98 13.3 0.002
Paraguaicito 0,040 £ 0,0006 0,73+ 0,012 0.97 14,34 2,0 -3,1+0,04 092 11.8 0.007
Planta de Trata 0,049 £+ 0,0007 —-0,69+ 0,012 0.97 8,4+0.8 -2,94+0,03 095 10.3 0.010
Pueblo Bello 0,030 £+ 0,0006 -0,72 + 0,011 0.97 28,3+ 4,6 -3,24+ 0,04 0.94 16.7 0.004
Rafael Escobar 0,061 £0,0027 —1,23 40,020 0.93 22,873,6 + 4.213,2 -53+0,05 0.98 23.1 0.001
Rosario 0,062 £ 0,0021 -1,04 +0,018 0.96 142,9 4 15,2 -3,7+ 0,03 0.98 17.9 0.003
Santa Ana 0,077 £ 0,0035 —1,20+0,020 0.94 33,142,9 £ 9,060,8 -5,24+ 0,07 0.96 24.9 0.002
Santa Barbara 0,048 £ 0,0003 -0,724+0,0i5 0.97 2,2+0,2 -3,0£0,03 0.94 5.2 0.015
Santa Helena 0,079 £ 0,0027 -0,864 0,018 0.96 245,9 + 50,9 -3,54+ 0,05 0.94 19.9 0.006
Santa Inés 0,034 +£0,0009 -0,95+0,014 0.96 74,9 £ 12,1 -3,6+0,04 0.95 17.4 0.002
Santagueda 0,044 £ 0,0012 0,88 £0,016 0.95 192,9 + 36,0 -3,94+ 0,05 0.94 15.5 0.004
Santiago Gutiér 0,056 £+ 0,0028 —1,44 40,022 0.92 57,740,1 4 12,021,7 -584 0,05 0.99 23.3 0.001
Yacopi 0,068 +0,0025 1,04 40,017 0.96 8,730,6 £ 1,754,1 —-4,8+ 0,05 0.97 22.7 0.003

Pueblo Bello, Santa Barbara,

taguda.

Santa Inés y San-

Entre las 4,5 — 7 horas: Aguas Blancas, Ceni-
café, El limén, El Sauce, Granja Tibacuy,
Llanadas, Luis Bustamante, Rafael Escobar,

Santiago Gutiérrez y Yacopi.

Entre las 7,5 — 11 horas: El Jazmin, El
Sena,Inmarco, Julio Ferndndez, La Sirena,
Mande, Naranjal, Paraguaicito y Santa Ana.

Entre las 11,5 — 14,5 horas: Chapetdn,, Jorge
Villamil, Maracay y Luker.
Entre las 15 — 18 horas: Rosario y Santa Elena.

= Entre las 23 — 24 horas: Luker, Miguel Valencia
y Ospina Pérez.

Dichos grupos hacen referencia u oscilan alrededor de
horas importantes del ciclo diurno como las 4,6,9,12,16
y 24 horas.

Para todos los casos en los cuales se presentaron
quiebres en los espectros, la hipétesis de igualdad de
pendientes se rechazé con un 95 % de significancia. El
espectro de potencias de una serie de tiempo, a través
de su exponente espectral, 3, puede ser usado para ob-
tener informacién importante acerca de la cascada que
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resulta en un proceso, ademads, de la identificacién de
presencia o ausencia de escalas caracteristicas de tiem-
po (naturaleza fractal). En este sentido, una condicién
necesaria, pero no suficiente, para que el proceso sea un
resultado directo de una cascada sin limites es que 3 < 1
(Sivakumar, 2001). Sin embargo, cascadas sin limites
pueden producir procesos con 3 > 1, pero ellas no son
multifractales en todos los casos (Sivakumar, 2001).
En nuestro caso se encontré que la lluvia én los Andes
tropicales de Colombia se puede modelar directamente
por un proceso de cascadas multiplicativas (5 < 1), a
excepcion de tres estaciones, las cuales sin embargo es-
tan muy cercanas al umbral: El Penol (1,07+0,01), Julio
Fernandez (1,03 + 0,03) y Mande (1,20 + 0,02).

La concepcion clasica considera la turbulencia co-
mo un campo anidado de remolinos de tamanos decre-
cientes, donde la energia cinética turbulenta “cascadea”

Espectro de potencias
Agronomia

Espectro de potencias
Aguas Blancas Alban

con despreciable disipacién de los remolinos de mayor
energia a remolinos de menor y menor energia, hasta
alcanzar la escala de Kolmogorov (i.e., escala viscosa),
donde los efectos de la viscosidad no pueden ser despre-
ciados y las fluctuaciones turbulentas comienzan a ser
suavizadas.

Sin embargo, en algunos casos dicha homogeneidad
es inadecuada, dada la intermitencia de del fendmeno
modelado, por lo tanto la hipétesis de Kolmogorov es
insostenible pues dichos campos turbulentos son no ho-
mogéneos y corresponden a procesos dependientes de la
escala, en escalas cada vez més pequenas (Chorin, 1994;
Seuront et al., 1999).

Cuando el exponente 3 del espectro de potencias es
igual a 5/3 ~ 1,67, se presenta la turbulencia homogénea
de Kolmogorov. En todas las estaciones se presentan va-
lores del exponente 3 menores a 5/3.

Espectro de potencias

log10(P)

0.001 0.010 0.100 0.001
log10(f) (ciclos / hora)

log10(f) (ciclos / hora)

0.100 0.001 0.010 0.100
log10(f) (ciclos / hora)

FIGURA 3. Espectro de potencias para las estaciones Agronomfa, Aguas Blancas y Albdn. La linea roja

refleja la tendencia del espectro.

4.3. Espectros multifractales. En la figura 4 se
presentan los espectros multifractales estimados por los
cinco métodos, para tres de las estaciones analizadas. El
método de los momentos presenta problemas para valo-
res de ¢ muy negativos, generando inestabilidad numéri-
ca y curvaturas irregulares en el espectro.

El método MF-FA, presenta inestabilidades muy
fuertes en algunos casos, como se puede apreciar en la
figura 4, sin embargo la remocién de tendencias (MF-
DFA) supera estas inestabilidades y genera un espectro
bien definido.

En general, para valores positivos de ¢, los métodos
MF-FA, MF-DFA1 y MF-DFA4 estiman curvas simi-
lares, presentando divergencias muy fuertes a medida
que ¢ se hace negativo (i.c. valores grandes de ).

Es importante conocer el origen de la multifractali-
dad presente en las series de precipitacién horaria. Al
reordenar aleatoriamente los datos y estimar el espectro
multifractal o verificar la existencia de multiescalamien-
to, es posible encontrar que los nuevos datos se com-
porten de forma monofractal, lo que indicaria que el
comportamiento multifractal es debido a correlaciones
de largo plazo en los registros, de lo contrario, si la mul-
tifractalidad persiste, se atribuird la causa a singulari-
dades en la distribucién de los datos, es decir, a algin
tipo de no linealidad estadistica (Koscielny-Bunde et
al., 2006). La figura 5, muestra los espectros estimados
para la estacién Agronomia con las cinco metodologias,
tanto para la serie original, como para la serie reordena-
da aleatoriamente. En ambos casos se mantiene el com-
portamiento multifractal, lo cual atribuye el origen de
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dicho comportamiento a una no linealidad estadistica.
En todas las estaciones se encontré un resultado simi-

lar.

Dada la discrepancia encontrada en los espectros es-
timados, se hace necesario el uso de una herramienta
un poco més esténdar como la fuerza multifractal, Aa
(Koscielny-Bunde et al., 2006), la cual se define co-
mo la diferencia entre los valores maximos y minimos de

(%8

CUADRO 3. Resultados de los ajustes de la forma E(f) x f=P, realizados a los espectros de potencia. En
varios casos se encontraron dos regiones (1 - izquierda y 2 - derecha).

Estacién C 51 Co B2 fr P> t*
(ciclos /hora) (horas)

Agronomia - - 0,00006 £ 0,000001 0,59 £ 0.01 - - -
Aguas Blancas 0,0007 £ 0,00009 0.12 £ 0,04 0,00019 &+ 0,000011 0,84 & 0,05 0.17 0.00087 6.0
Albéan - - 0,00003 + 0,000001 0,59 £ 0,01 - - -
Arturo Gémez - - 0,00004 + 0,000001 0,53 + 0,01 - - -
Blonay - - 0,00008 + 0,000002 0.69 4+ 0.01 - - -
Bremen 0.0002 + 0,00004 0,28 £ 0,07 0,00010 £ 0,000003 0,62 + 0,02 0.27 0.00023 3.7
Cenicafe 0,0004 £ 0,00009 0,15 £+ 0,06 0,00021 + 0,000007 0,52 4+ 0,02 0.14 0.00056 6.9
Chapetén 0,0008 + 0.00015 0,06 £ 0.05 0,00015 %+ 0,000005 0,74 + 0,02 0.09 0.00090 11.4
El Bizcocho 0,0002 + 0,00005 0,33 £ 0,06 0,00014 £ 0,000003 0,72 £ 0,01 0.45 0.00025 2.2
El Cedral - - 0,00013 + 0,000003 0,63 £+ 0,01 - - -
El Jazmin 0,0004 £ 0,00009 0,25 £ 0,07 0,00021 + 0,000006 0,49 + 0,02 0.11 0.00062 9.3
El Limén 0,0010 + 0,00024 0,17 £ 0,06 0,00046 + 0,000015 0,58 4- 0,02 0.16 0.00131 6.1
El Penol 0,0000 % 0,00001 0,45 £ 0,08 0,00001 + 0,000000 1,07 4 0,01 0.29 0.00003 3.5
El Sauce 0,0003 £ 0,00004 0,27 £ 0,05 0,00021 4+ 0,000013 0,41 + 0,05 0.22 0.00039 4.5
El Sena 0,0013 £ 0,00034 0,24 £ 0,08 0,00056 £ 0,000029 0.63 + 0,04 0.10 0.00235 10.0
Francisco Romer - - 0,00006 £ 0,000001 0,80 4 0,01 - - -
Granja Tibacuy 0,0000 # 0,00001 0,25 + 0,06 0,00003 £ 0,000001 0,54 4+ 0,01 0.19 0.000067 5.2
Inmarco 0,0002 £ 0,00003 0,14 £ 0,05 0,00004 £ 0,000001 0,74 £ 0.01 0.10 0.00023 10.0
Jorge Villamii 0.0001 + 0,00003 0,11 4 0,07 0,00002 % 0,000001 0,69 + 0,02 0.07 0.00015 14.3
Julio Fernandez 0,0011 £ 0,00017 0,06 £ 0,04 0,00011 £ 0,000004 1,03 4+ 0,03 0.09 0.00129 11.1
La Bella - - 0,00007 £ 0,000001 0,53 +0.01 - - -
La Catalina - - 0,00013 £ 0,000003 0,46 £ 0,01 - - -
La Montafia 0,0001 £ 0,00001 0,13 £ 0,03 0,00010 £ 0,000005 0,28 £+ 0,04 0.40 0.00012 2.5
La Sirena 0,0004 £ 0,00011 0,15 + 0,07 0,00013 £ 0,000004 0,70 £ 0,02 0.12 0.00057 8.3
LLanadas 0,0006 £ 0,00012 0,19 £ 0,06 0,00044 £ 0,000022 0.32 £+ 0,04 0.17 0.00079 6.0
Luis Bustamante 0,0006 + 0,00009 0,24 £ 0,05 0,00038 £ 0,000022 0,47 + 0,04 0.17 0.00088 5.8
Luker 0,0000 £ 0,00000 1,16 + 0,02 0,00001 £ 0,000000 0,45 £+ 0,05 0.15 0.00002 6.5
Mande 0,0003 4 0,00008 0,34 £ 0,07 0,00005 £ 0,000002 1,20 + 0,02 0.13 0.00059 7.5
Manuel Maria Ma - - 0,00006 £ 0,000001 0,69 + 0,01 - - -
Manuel Mejia - - 0,00026 + 0,000006 0,26 £ 0,01 - - -
Maracay 0,0011 £ 0,00026 0,02 £ 0,06 0,00028 + 0,000008 0,57 £ 0,02 0.08 0.00118 13.0
Miguel Valencia 0,0013 £0,00035 —0,17 +£0,07 0,00009 &+ 0,000003 0,70 % 0,02 0.04 0.00077 23.6
Misiones - - 0,00013 + 0,000004 0,60 + 0,02 - - -
Naranjal 0,0002 + 0,00004 0,18 £ 0,04 0,00008 + 0,000002 0,66 + 0,02 0.10 0.00036 10.0
Ospina Pérez 0,0005 + 0,00011  —0,17 £ 0,06 0,00003 £+ 0,000001 0.71 &+ 0,02 0.04 0.00029 23.5
Paraguaicito 0,0002 + 0,00007 0,19 £ 0,08 0,00007 £ 0,000002 0,77 £+ 0,02 0.11 0.00037 9.2
Planta de Trata 0,0006 + 0,00012 0,23 + 0,07 0,00039 £ 0,000019 0,59 + 0,04 0.35 0.00071 29
Pueblo Bello 0,0001 £ 0,00002 0,11 £ 0,06 0,00008 £ 0,000005 0,42 + 0,04 0.35 0.00013 2.9
Rafael Escobar 0,0002 + 0,00004 0,21 + 0,06 0,00009 + 0,000002 0,53 + 0,01 0.15 0.00024 6.7
Rosario 0,0008 £+ 0,00019 0,00 4 0,06 0,00020 + 0,000006 0,48 £ 0,02 0.06 0.00076 16.6
Santa Ana 0,0003 % 0,00006 0,15 + 0,06 0,00008 £ 0,000003 0,76 + 0,02 0.13 0.00036 7.5
Santa Barbara 0,0001 % 0,00002 0,40 £ 0,07 0,00005 £ 0,000002 0,67 + 0,02 0.30 0.00011 3.4
Santa Helena 0,0032 £ 0,00093 —0,02 0,07 0,00033 £ 0,000010 0,78 =+ 0,02 0.06 0.00307 17.1
Santa Inés 0,0000 + 0,00000 0,37 + 0,03 0,00003 + 0,000001 0,68 + 0,03 0.32 0.00006 3.1
Santagueda 0,0001 + 0,00002 0,24 +£ 0,06 0,00004 + 0,000001 0,59 + 0,01 0.28 0.00009 3.5
Santiago Gutiér 0,0001 % 0,00003 0,11 4 0,07 0,00004 + 0,000001 0.61 & 0,02 0.15 0.00013 6.8
Yacopf 0,0001 £ 0,00005 0,21 4+ 0,07 0,00009 + 0,000001 0,51 + 0,01 0.19 0.00021 5.1

Ao = Qmax — Omin -

(28)

Esta fuerza multifractal es una medida de que tan
fuerte es la multifractalidad presente en un proceso. En
este trabajo se estimé A« para cada estacién y con las
cinco metodologias para momentos de ordenes entre —4
y 4, tratando de evitar la divergencia de momentos en
la mayoria de estaciones.

Los resultados muestran los valores més altos de Ao
con MF-FA, del orden de 2 a 3 veces mas de lo estimado
con las otras metodologias.

En general, todas las estaciones presentan valores su-
periores a 0,66 y con valores promedio entre 1,0 y 1,8.
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FIGURA 4. Espectros multifractales estimados para las estaciones Agronomia, Aguas Blancas y Albén, a

partir de las cinco metodologias propuestas.
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FIGURA 5. Espectros multifractales estimados para la estacién Agronomfia, a partir de las cinco metodologias
propuestas. En azul se presenta el espectro de la serie original y en rojo la serie reordenada aleatoriamente.

Vale la pena tener presente la alta incertidumbre en
Aa, pues a medida que se aumenta el orden ¢, se incurre
en estimaciones menos confiables debido a inestabilidad
numérica, la aplicacién de la transformada de Legendre
y la posible presencia de transiciones de fase.

4.4. Modelo para el exponente de Renyi. En los
trabajos de Kantelhardt et al. (2003) y Koscielny-
Bunde et al. (2006) se presenta un modelo simple para.
representar el exponente de Renyi, 7(q), el cual se rela-
ciona con el espectro multifractal, f{«(q)), mediante la
transformada de Legendre (véanse las ecuaciones 11a v
11b), aplicado a registros de caudal y lluvia. Este mo-
delo permite caracterizar de forma “universal” el com-
portamiento multifractal de una medida mediante sélo
dos parametros independientes, a y b, los cuales po-
drian considerarse rasgos multifractales caracteristicos
del fenémeno estudiado, de tal forma que:

7(g) = — In(a? + b?)/ In(2) (29)

A partir del modelo de cascadas multiplicativas se de-
duce que ¢ + b = 1; sin embargo, Kantelhart et al.
(2003) amplia la condicién, considerado que a +b > 1
vy 0 <a<b<l,con el objetivo de ajustarse mas ade-
cuadamente a los datos de caudal.

El espectro multifractal se puede estimar a partir de
la transformada de Legendre como:

1 rafln(a) + b7 1n(b)
o) =15 { a? + bt ] (30a)
fleg)) = qalq) — 7(q) - (30b)

Es importante entender el comportamiento de dichos
modelos, pues sus pardmetros serdn rasgos caracteristi-
cos del fendmeno modelado. En particular, cuando a = b
se encuentra un comportamiento monofractal, caracte-
rizado por tener un exponente de Renyi que varia de
forma lineal (7(q) = nq — 1), con exponente Hélder ()
y espectro multifractal (f(«)) iguales a la dimensién de
embebimiento D = 1. La pendiente nes 1sia = b = 0,5,
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disminuye si los pardmetros son mayores a 0,5 y aumen-
ta en el caso contrario (véase la figura 6(a)).

A medida que a # b, el exponente 7{(q) comienza a
variar de forma no lineal, cruzando siempre por el pun-
to [¢ = —1,7 = 0] y por lo tanto formando un espectro
de singularidades bien definido, el cual es funcién de di-
chos pardmetros, presentando una variacién de la fuerza,
multifractal (Aa = a{—o00) — a(oc)) de la forma:
In(2)

In(2) "’

mostrando que a medida que “a” sea mds parecido
a “b”, la fuerza multifractal se acercard a cero (caso
monofractal) y a medida que se alejen aumenta la multi-
fractalidad. Similarmente, es posible deducir una expre-
sién para la posicién del centro del espectro multifractal

(«(0)):

Ao =

(31)

In(b- a)
0) = ———, 32
desplazando la curva f(«) de derecha a izquierda a me-
dida que “b-a” aumenta (véase la figura 6 (a) y (b)).

En este trabajo se ajusté el modelo descrito ante-
riormente con todas las metodologias, a excepcién del
método de Chhabra y Jensen, utilizando un algorit-
mo genético (Adeli & Hung, 1995) para encontrar
los pardmetros que minimicen el error cuadratico medio
(RMSE) al adaptar el modelo en los valores del expo-
nente de Renyi estimados (véase la figura 7). Con el
método de los momentos (fa4p = 1,05, 0445 = 0,05),
MF-DFAL (ptays = 1,24,0045 = 0,09) y MF-DFA4
(Hat+b = 1,11, 044 = 0,12); se observa que para la ma-
yoria de las estaciones se cumple a+b > 1, sin embargo
con el MF-FA (pia4p = 1,044 = 0,18) se encuentra
a+b < 1 como el comportamiento general.

Cuando se analizaron los pardmetros a y b, se en-
cuentra que en general el pardmetro caracteristico es el
primero, puesto que el segundo se mantiene aproximada-
mente constante en todas las metodologias y para todas
las estaciones, presentando u, = 0.84 v o = 0,02 para
MF-FA, MF-DFAl y MF-DFA4; y jtp, = 0,72y 03 = 0,02
el método de los momentos. En la siguiente seccién se
tratard de relacionar el pardmetro a con la elevacién
desde el piso del valle en cada estacién.

Finalmente, en todos los casos se tienen coeficientes
de determinacién mayores a 0.99, lo cual es un indica-
tivo de un excelente ajuste de los datos al modelo, sin

embargo, desde el punto de vista del error cuadritico
medio los peores ajustes del modelo se presentan con
la. metodologia MF-FA {ppumse = 32,0rmsE = 0,13).
Similarmente, es posible ajustar el modelo a los datos
del exponente de Holder, a(q) o al espectro de potencias,
f(a(q)), utilizando las expresiones (30a) y (30b), respec-
tivamente. Sin embargo, el ajuste es menos acertado que
en el caso del exponente de Renyi para el primer caso y
practicamente imposible en el segundo, lo cual, como se
mencioné anteriormente, se le atribuye a inestabilidad
numérica, la aplicacion de la transformada de Legendre
y la posible presencia de transiciones de fase.

4.5. Elevacién sobre el piso del valle. En este ca-
S0 1o se encuentra una relacién directa entre la elevacién
de las estaciones desde el piso del valle y los exponentes-
encontrados para la distribucién de probabilidad empiri-
ca (exponente de probabilidad critico), el espectro de
potencias (exponente espectral) y el pardmetro o cuan-
do se analizan todas las estaciones en cada vertiente,
a diferencia de lo encontrado en el trabajo de Harris
et al., 1996. Ademads, se definieron tres transectos los
cuales descienden sobre la ladera oriental de la cordillera
central, sin encontrar una relacién clara (véase la figu-
ra 8). Con los anteriores andlisis se esperaba encontrar
una relacién entre las variables mencionadas y una de
las caracteristicas mds importantes de la lluvia en los
Andes tropicales de Colombia, conocida como el éptimo
pluviométrico (Mesa et al., 1997).

5. Conclusiones

La conclusién principal de este trabajo es el hallazgo
de comportamiento multifractal en las series horarias
de precipitacién en los Andes tropicales de Colombia,
lo cual abre un inmenso abanico de posibilidades de
investigacion, orientadas a comprender a fondo la cli-
matologia Colombiana y a mejorar la forma en la cual
se modela gran cantidad de procesos hidroldgicos, pues
mejores predicciones requieren la identificacién de la es-
tructura de dichos procesos y la utilizacién de métodos
no lineales. En el caso de fenémenos cadticos y altamente
no lineales como lo es la hidroclimatologia Colombiana,
el determinismo es un camino “casi imposible” para su
comprension, lo cual potencializa la utilidad de descrip-
ciones estocdsticas como la multifractal.
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FIGURA 7. Modelos ajustados a los valores de 7(g) estimados por las cuatro metodologfas. La curva corre-

sponde al ajuste

Los periodos sin precipitacién (ceros en la serie de
tiempo) juegan un papel fundamental en la estimacién
de espectro multifractal de la lluvia. Estos son un va-
lor caracteristico, pero en el caso de las mediciones,
su presencia puede ser sobreestimada debido al trun-
camiento de los instrumentos, lo cual genera valores nu-
los donde no existen, jugando un papel fundamental en
la estadistica del anélisis.

Se propuso un modelo potencial de colas pesadas
para la distribucién de probabilidad de la lluvia en cada
estacion (P(X > z) = Ca%). En ambos casos fue posi-
ble dividir el dominio en dos regiones, para las cuales

se encontrd que los valores extremos (regién derecha) se
acoplan adecuadamente al modelo multifractal, es decir,
ger > 2, mientras para la otra regién el monofractal es
suficiente.

Los espectros de potencia mostraron un compor-
tamiento de la forma E(f) « f?, donde para la mayo-
ria de los casos se encontré que las series poseen § < 1y
por tanto cumplen una de las condiciones para ser orig-
inadas a partir de una cascada multiplicativa (Sivaku-
mar, 2001). En estos ajustes se encontraron dos regiones
caracteristicas para varias de las estaciones, en las cuales
se tiene 3 < 1.
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El proceso de calibraciéon muestra que las
metodologias presentaron buenos resultados en la es-
timacién del espectro multifractal de las medidas bi-
nomiales generadas sintéticamente. En este proceso se
resalta el método MF-FA como el mis eficiente, debido
a sus buenas estimaciones y simpleza algoritmica. Sin
embargo, es de anotar que en el caso de series geofisicas
la remocién de tendencias si juega un papel significativo.

El-espectro multifractal de las series de precipitacién
horaria, encontrado con las cinco las metodologias di-
fiere considerablemente en su estimacion, lo cual deja
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este tipo de descripcién con un alto grado de incertidum-
bre, al menos desde el punto de vista cuantitativo, pues
todas las metodologias convergen a evidenciar un es-
calamiento multiple, pero con diferentes caracteristicas.

En algunos casos se presentan valores de f(a)
menores que cero, sin embargo no parecen ser producto
de las caracteristicas propias de la serie (Mandelbrot,
1990, 2003), sino de inestabilidades numéricas por diver-
gencia de los momentos, dada la cercanfa al cero y a que
corresponden a valores de momento mayores a | ger |.

Exponente de probabilidad critico
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FIGURA 8. Anilisis de la elevacién sobre el piso del valle de las estaciones en los transectos: 1) El Cedral,
Bremen y El Sena (circulos negros), 2) Santa Helena, Naranjal Santa, Ana, Santagueda y Luker (cuadros
azules) y 3) El Cedral, Bremen y Maracay (diamantes rojos) y los pardmetros 3, Qer Y Q.

Se encuentra que la multifractalidad presente en las
series de precipitacién horaria se puede atribuir a una
no linealidad estadistica (Olsson, 1995) y no a correla-
ciones de largo plazo en los registros.

Los exponentes encontrados para la distribucidén
de probabilidad empirica (exponente de probabilidad
critico), el espectro de potencias (exponente espectral)
y el pardmetro a, estimados para cada estacién y para

cada metodologia, no presentan una relacién clara con
la ubicacién espacial, ni con la elevacién sobre el piso
del valle.

Finalmente, las metodologfas utilizadas en este tra-
bajo para la estimacion del espectro multifractal tienen
falencias y problemas al trabajar con series geofisicas
como la lluvia, por lo tanto se hace necesaria la investi-
gacién de otras metodologias que permitan hacer un
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estudio cuantitativo méds confiable y por ende la apli-
caciéon del multiescalamiento de la lluvia en proble-
mas tan importantes como el de los modelos lluvia-
escorrentia, la generacién de curvas de intensidad fre-
cuencia y duracién (IDF), y el disefio hidrolégico, en-
tre otros. Ante este panorama, se potencializa el uso del
modelo mencionado en la seccién 4.4, dejando de lado la
transformada de Legendre y sus restricciones ante posi-
bles transiciones de fase, y utilizando las definiciones
matematicas para modelar espectro de singularidades
del fenémeno.
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