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Se describe en este articulo el modo en que la matematica de los elementos imaginarios, anali-
ticos y geométricos, centraron los primeros objetivos de investigacién del matematico espafiol
Rey Pastor. Se presta especial atencion a su trabajo realizado en Gotinga el curso 1913-14,
recogido en su libro Fundamentos de la geometria proyectiva superior (1916). Afiadiendo axiomas
al sistema de Pasch, desarrollo la geometria proyectiva compleja hasta demostrar el teorema
fundamental de la geometria algebraica y dar una definicion sintética de curva analitica. La obra de
Rey Pastor en este campo geométrico tuvo escasa proyeccion en una época dominada ya por el
método analitico.

Palabras clave: Historia de las matematicas, Geometria proyectiva sintética, Geometria com-
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Abstract

The way how mathematics of analytic and geometric imaginary elements focused the early
research goals of the Spanish mathematician Rey Pastor is described in this article. Special atten-
tion is payed to his work-at Gotinga during the academic year 1913-14, collect-ed in his book
Fundamentos de la geometria proyectiva superior (1916). Adding axioms to Pasch’s system, he
developed synthetic complex geometry as late as to prove the fundamental theorem of algebraic
geometry, and to give a synthetic definition of analytic curve. Rey Pastor’s work in this geometric
field had a weak proyection, in a period in which the analytic method was dominant.
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Introduccién

En torno a 1900, debido sobre todo a la evolucién de
la matema4tica alemana, se produjo un cambio profundo
en los métodos y problemas propios de la investigacién
en matematicas. Desde un pais como Espafia, en el que
no estaban implantadas las innovaciones de la segunda
mitad del siglo XXX que anunciaron la nueva mentalidad,
este cambio coexistié con los esfuerzos que pretendian
la puesta al dia de la matemadtica nacional.

A partir de 1907, la Junta para Ampliacién de Estu-
dios (en lo sucesivo JAE) protagonizé una accién insti-
tucional muy significativa para la modernizacién cientifi-
ca del pais, fomentando los estudios de posgrado en
los centros europeos mas avanzados. Uno de sus pen-
sionados fue el matemético Rey Pastor?, que se habia
formado en el marco del plan de estudios de 1900, do-
minado, en detrimento del andlisis, por la geometria y,
dentro de ella, por el método sintético. El inspirador
de este plan fue Torroja®, veterano catedratico de la
Universidad de Madrid, monopolizadora entonces del
doctorado. Alli acudi6 Rey Pastor una vez termina-
da su licenciatura en Zaragoza (1908), publicando en
1910 de su tesis doctoral de geometria, realizada en la
estela sintética de Torroja, aunque cou cierta indepen-
dencia de criterio. Inicié asi su carrera de investigador
matemdtico con una orientacién que ya estaba obsole-
ta, al margen de los nuevos desarrollos dominantes; no
obstante, en sus trabajos sintéticos dejé la huella de su
poderosa capacidad matemaética.

La formacién de Rey Pastor habia alcanzado co-
tas de modernidad en Zaragoza bajo el influjo de otro
catedrético veterano, Garcia de Galdeano®, que rea-
lizé un enorme esfuerzo individual de actualizacion al
margen del plan de estudios oficial, siendo el matematico
espaiiol de esa época més en contacto con la vanguardia
europea. Esta circustancia no impidié que el joven Rey
Pastor recibiera un fuerte impacto al conocer en direc-
to la matemadtica en su proceso de creacién, gracias a
las pensiones que recibié de la JAE para perfeccionar

en Alemania su formacién en andlisis matematico y en
geometria superior, lo que hizo a lo largo de los cursos
1911-12 (Berlin) y 1913-14 (Gotinga), sin continuidad
después de la Primera Guerra Mundial.

Al incorporarse a la investigacién puntera Rey Pas-
tor se vio inmerso en una contradiccién entre la atrac-
cién del analisis matematico y la necesidad de sacar par-
tido de su formacién geométrica sintética; entre su ex-
periencia geométrica doctoral y la preparacién de oposi-
ciones a la cdtedra de Andlisis matematico, que fue la
primera oportunidad que se le presenté para resolver su
porvenir profesional. En el centro de esta contradiccién
se situaron los imaginarios. Por una parte, el andlisis
complejo era desde Riemann y Weierstrass el gran
protagonista de la teoria de funciones; por otra, la geo-
metria sintética no queria perder la pista del andlisis
para avanzar en el camino de geometria pura iniciado
por Staudt. Asi, en su primera década profesional, la se-
gunda del siglo, el trabajo de investigacién de Rey Pas-
tor se refiere a aspectos diversos, analiticos y sintéticos,
de la matematica de los imaginarios. Del lado geométri-
co, su preocupacion bésica estd en la introduccién de los
métodos propios del andlisis en la geometria sintética y
en avanzar en este campo mas alla de la parte elemental
lineal y cuadratica, hacia las figuras de orden superior.

En este contexto se origina su libro Fundamentos de
la geometria proyectiva superior [53] (en los sucesivo
Fundamentos), de enfoque sintético, cuya tercera y tlti-
ma, parte, dedicada a la geometria proyectiva compleja,
que termina con el concepto de curva analitica, serd ex-
plicada en la segunda parte de este articulo. Antes, en la
primera parte de este trabajo, se dard una visién general
del grado de implantacién de los imaginarios analiticos
y sintéticos entre los profesores de Rey Pastor y de
las aportaciones originales de éste al tema en su década
profesional espafiola, hasta a su incorporacién a la Uni-
versidad de Buenos Aires en 1921. Ocuparén la tercera
parte algunos datos sobre la breve vida que tuvo es-
ta linea de investigacion iniciada por Rey Pastor, con

2Julio Rey Pastor (1888-1962). La biografia de este matemdtico espafiol y argentino puede verse en [52, 40]. En (23] se relatan
sus primeros afios plenamente espafioles, hasta 1920, la época que corresponde a este articulo. En las obras citadas se mencionan otras

referencias biograficas.

3Eduardo Torroja (1847-1918). Sobre Torroja y su influencia en la geometria espafiola véase [43] y también {32].
1Zoel Garcia de Galdeano (1846-1924), catedrético en Zaragoza, primero de geometria analitica y luego de calculo infinitesimal. Ha

sido biografiado [31] por M. Hormigén.
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apenas algunos desarrollos epigonos de sus Fundamen-
tos, y ciertas reflexiones sobre la modernidad de estos
desarrollos en relacién con la evolucién de la geometria
compleja en el marco del paradigma dominante en la
matemaética internacional, que estard representado por
ejemplos coetdneos que también bebieron en las fuentes
de Berlin y Gotinga.

Tiempo atras, alld por 1994, preparé un borrador que
puede considerarse antecedente parcial de este traba-
jo, con una ayuda del Instituto de Estudios Riojanos
(IER)®, y se lo di a leer a Mariano Hormigén, quien
me pidié que lo publicara en Liull, Revista de la Sociedad
Espaniola de Historia de las Ciencias y de las Técnicas,
de la que era director. Pero nunca hice los arreglos per-
tinentes para pasar de un borrador a un articulo acaba-
do, otras tareas més urgentes lo impidieron. En el IER
quedd una noticia parcial del trabajo [17], a modo de
justificante de la ayuda recibida, y en un libro home-
naje a miembros del IER fallecidos [21] publiqué una
colaboracién deudora de aquel borrador; pero ninguna
de estas breves referencias afectan al cardcter inédito
del trabajo que ahora presento. La década larga trans-
currida no le ha restado interés, pues nada se ha pu-
blicado entretanto especificamente dedicado a analizar
la relacién de Julio Rey Pastor, un matemdtico com-
plejo, con la matemadtica de los imaginarios, en versién
analitica y sintética, en la época temprana de su pro-
duccién cientifica.

In memoriam. Dedico este trabajo a la memoria de
Mariano Hormigén Blazquez, maestro de la histo-
ria de la ciencia e impulsor de la disciplina en Espaiia®.
Mi trabajo en este campo se debe en buena medida a su

insistencia.

1. Rey Pastor y la matematica de los
imaginarios

A partir de Argand, los nimeros complejos se con-
virtieron en tema de estudio para los matematicos. Por
una parte Cauchy inaugurdé la teoria de las funciones de
variable compleja, mientras que Gauss y sus discipulos
algebristas operaban con sistemas de niimeros amplia-
dos con la unidad imaginaria. Por otra, después de las
intuiciones de Poncelet y Chasles, Staudt introduce

las involuciones elipticas orientadas como elementos geo-
métricos correlativos a los nimeros imaginarios.

No es exagerado decir que los imaginarios caracteri-
zan la matemdtica del siglo XIX, especialmente en su
segunda mitad. Pierpont lo expresé asi en 1904 [50]:

“Sin duda uno de los hechos mds carac-
teristicos de las matemadticas en el ulti-
mo siglo es el uso sistemadtico y univer-
sal de la variable compleja ... jes pro-
bable que Poncelet, Steiner, Chasles,
v von Staudt hubieran desarrollado la
geometria sintética con tal elegancia y
perfeccion sin su poderoso estimulo?”

El desarrollo analitico ha ido por delante y la geometria
pura se ha esforzado en emular por via sintética sus re-
sultados, intentando Henar de significado geométrico el
espacio ocupado en las demostraciones por los cdlculos
algebraicos. El rigor se implanté en el andlisis, pero la
geometria sintética permanecié intuitiva; llegé a ser ri-
gurosa la parte lineal y cuadrética, pero la geometria de
orden superior necesitaba recurrir al dlgebra y al andlisis
en sus fundamentos.

Esta primera parte se divide en dos apartados, dedi-
cado el primero a la formacién que Rey Pastor pudo
alcanzar en ambos campos del imaginarismo, y el segun-
do a su despegue como investigador entre los anos 1910
y 1920, en el que jugd un papel nuclear el imaginarismo.

1.1. Formacién universitaria. Rey Pastor estu-
dié en Zaragoza segin el plan de 1900, que planteaba
una licenciatura de cuatro anos, dos primeros comunes
a otras especialidades cientificas, impartidos por ello en
todas la Facultades de Ciencias del pais y otros dos més
especificos que sélo se cursaban en Madrid, Barcelona y
Zaragoza. Los dos primeros cursos incluian las asigna-
turas Analisis matemdtico 1° y 2°, Geometria métrica y
Geometria analitica”. En las dos primeras, que inclufan
los temas bdsicos de élgebra cldsica, se aprendian los
numeros complejos y sus operaciones, v tal vez alguna
idea sobre continuidad de los polinomios para explicar el
teorema fundamental del dlgebra. La geometria métri-
ca era sintética, con un contenido euclidiano ampliado
con elementos de proyectiva, y en el curso de geometria

5Instituto, dependiente del Gobierno de La Rioja, que ha apoyado constantemente mis investigaciones, ya extensas, sobre la vida y la
obra del riojano Julio Rey Pastor, nacido en Logrofio, la capital riojana. Véase {14, 15, 18].

6Para conocer la figura de Mariano Hormigén (1946-2004) véase la breve nota necrolégica [22] y el libro homenaje [71]. A él se debe
la terminologia sobre paradigmas matematicos usada en este articulo, véase [30].

7Ademsés de Quimica general y Fisica general.
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analitica podian estudiarse los elementos complejos del
plano y el espacio.

Con este bagaje se estudiaba en 3° Cilculo infinitesi-
mal y Geometria de la posicién (proyectiva sintética),
para terminar en 4° con dos asignaturas aplicadas,
Mecénica racional y Geometria descriptiva®. La natura-
leza aplicada del afio final de la carrera indica su adscrip-
cién al paradigma lagrangiano que se extinguia, en el que
primaba la aplicabilidad de la matem4tica. En cilculo y
mecanica no se trataba la variable compleja, que queda-
ba ausente del plan de estudios, al igual que la geometria
diferencial, vista s6lo como breve aplicacién del cdlcu-
lo. La geometria de este segundo periodo era toda ella
sintética, debido a la influencia de Torroja, el inspi-
rador del plan de estudios, conocido como “el plan de
las geometrias”.

Tenemos que considerar también los cursos de docto-
rado, un afio adicional que sélo se impartia en Madrid,
con tres asignaturas: Curso de Anélisis superior, Estu-
dios superiores de Geometria y Astronomia del Sistema
Planetario. En andlisis estaba a cargo de Octavio de
Toledo? y la geometria era de nuevo sintética, imparti-
da por Torroja.

Veamos la formaciéon que Rey Pastor obtuvo a
través de este programa escolar y de la iniciativas adi-
cionales que pudo tomar como estudiante muy aventa-
jado que fue.

a) Geometria compleja. Cuando Rey Pastor
afirmé que en 1890 la geometria espafiola estaba en
Staudt y que alli segufa veinticinco afios después, se
referia sin duda al libro de Torroja Geometria de la
posicidn [67]. El autor sigue la linea trazada por Reye
para la exposicién didactica de la obra staudiana real,
pero mejora ampliamente al alemén en el tratamiento de
los elementos imaginarios, como menciona Rey Pastor
en una nota bibliografica incluida en su libro Fundamen-
tos:

“El dnico tratado de nosotros conoci-
do donde se expone completamente la
teoria de Staudt, incluso la proyectivi-
dad compleja, es el de Torroja”. [F.
340]°

Unos afios después publicé Teoria general de las lineas
alabeadas y de las superficies desarrollables [68], que era.
el texto base de su asignatura de doctorado. En este libro
se estudian las curvas en el espacio obtenidas como inter-
seccién de cuddricas, teniendo como base la clasificacién
de las cuddricas segiin Staudt. El contrapunto métrico
o analitico'! a las ensefianzas proyectivas sintéticas de
Torroja lo ponfa Vegas'? con su libro de texto Trate-
do de geometria analitica que tuvo una segunda edicién
renovada en dos voliimenes los afios 1906 y 1907, en la
que se acentlia el paraleleismo con el libro sintético de
Torroja. Las obras de ambos autores tienen como ca-
racteristicas la falta de bibliograffa y de propuestas para
estudios més avanzados.

Para hacer el doctorado Rey Pastor opté por la
geometria sintética frente al andlisis matematico, al que
se incorporé en los aflos siguientes. Bien pudo influir
en la eleccién el hecho de que la posicién de Torro-
Jja era dominante en la matemdtica espafiola del mo-
mento, algo importante para un estudiante brillante con
prisa para alcanzar una posicién profesional a causa de
su situacion familiar, pues era huérfano de padre desde
1906. Ademas, el estudiante Rey Pastor tuvo gran ad-
miracién por la agudeza matemadtica de su profesor de
geometria de los ltimos cursos, Alvarez Ude'®. Otro
dato a favor de la geometria como opcién doctoral de
quien finalmente fue un destacado analista pudo ser su
relacién con S. Camara, que estudiaba en Zaragoza
dos cursos por delante y compartia con él una activi-
dad de clases particulares mientras preparaba el doc-
torado'. Rey Pastor tuvo que conocer bien la tesis
doctoral de Camara, Apuntes para la teoria geométrica
de la linea ciclica, que sigue el més puro estilo sintético
de Torroja, pero se detiene impotente ante problemas

8En estos dos tltimos cursos se cursaban también las asignaturas Cosmografia y Fisica del Globo, y Astronomia esférica y Geodesia.

9Luis Octavio de Toledo Zulueta (1857-1934), véase [48]. Sobre el doctorado véase [12].

10Citaremos repetidamente fragmentos de Fundamentos, indicando con [F. n] una cita de la pégina n.

UHasta tal punto estaba subordinada la geometria analftica a la sintética, que las tesis doctorales de tipo analitico no pasaban del
aprobado, mientras que las de estilo sintético se calificaban con sobresaliente. Véase {13].

2Miguel Vegas (1865-1943), también catedrdtico de la Central y discipulo de Torroja.

13J0sé Gabriel Alvarez Ude (1876-1958), el mas notable discipulo de Torroja, cuya citedra en Madrid ocup6 al jubilarse el maestro.

1Sixto Camara Tecedor (1886-1964). Realizé oficialmente el doctorado en Madrid, pero sin dejar de residir en la capital aragonesa,
donde tenfa su destino como oficial de infanteria. Se doctoré el 26 de Jjunio de 1908, al tiempo que su joven amigo Julio terminaba su

licenciatura. Véase [10, 11].

15La tesis de Camara defendida en 1908 y publicada con un titulo algo distinto [5]. daba la versién sintética de algunos resultados

analiticos de Darboux [9)].
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proyectivos métricos que necesitan el uso de elementos
imaginarios, inabordables desde el método sintético’®.
El reto de disponer de una teoria sintética del imagina-
rio geométrico quedaria grabado en la mente del joven
matematico.

Poco antes de la tesis de Rey Pastor, en junio de
1909, sus profesores gedmetras de Madrid fueron prota-
gonistas en la Academia de Ciencias. Vegas ingresé en
ella con un discurso sobre la Interpretacion geométrica
del imaginarismo [70] y Torroja se encargé del discur-
so de contestacién haciendo un resumen de la situacién
de los conocimientos que habia en Espana sobre la geo-
metria compleja. Ambos discursos reflejan un alto gra-
do de autocomplacencia por parte de los personajes
hegemonicos de la geometria nacional, que no plantea-
ban opciones de actualizacién y progreso. Su discipulo
no tardé en poner remedio a esta situacién, aunque su
actuacioén no estuvo exenta de algunas contradicciones,
como mas adelante veremos.

Rey Pastor utilizé en su tesis, Correspondencia en-
tre formas de primera categoria y aplicacidn al estudio
de algunas de segunda’®, los elementos imaginarios a la
manera de Staudt, siguiendo a Torroja, para estudiar
la construccién sintética de curvas de orden superior
mediante una teoria de correspondencias basada en un
principio fundamental, que renuncia a demostrar geomé-
tricamente porque su prueba sélo es posible usando el
teorema fundamental del dlgebra, el cual a su vez nece-
sita los recursos del analisis. Como es caracteristico de
la geometria del programa oficial espafiol [43], la tesis,
siendo brillante en su contexto nacional, versé sobre una
materia anticuada desde el punto de vista internacional,
como se aprecia de inmediato observando las referencias
en que se apoya.

b) Anadlisis complejo. Como su antiguo alumno
Rey Pastor reconocié'’, corresponde a Garcia de
Galdeano el mérito de haber importado a Espaia la
teoria de las funciones de variable compleja de Cauchy.
La fecha que asigna Rey Pastor a esta efemérides es
1883, que es la de publicacion del Tratado de Algebm de
Garcia de Galdeano [25], que amplié con un segundo
volumen en 1886. Esta obra contiene, entre otros temas,
—hay que recordar la escasa distincién que se hacia en
esa época entre algebra y andlisis— una exposicién de

los elementos de la teoria de las funciones de variable
compleja que actualizé en su voluminoso Tratado de
Andlisis matemdtico [26] , en el que introdujo adelantos
de la segunda mitad del XIX tomados de libros france-
ses. La publicacion del Tratado de Andalisis matemdtico
en Zaragoza coincide con el inicio de la carrera univer-
sitaria de Rey Pastor, quien fue testigo directo y sin
duda interesado cuando, en 1907, su profesor de cdlculo
infinitesimal publicé un libro de poco més de doscien-
tas paginas titulado Fzposicidon sumaria de las teorias
matemdticas [27], en el que da una rapida visién de los
temas que hubiera querido anadir al Tratado para for-
mar, con otros previos a éste, la proyectada Nueva enci-
clopedia matemdtica que no pudo completar. El material
sumario sobre funciones de variable compleja que alli se
encuentra adentra al lector en la senda trazada por Rie-
mann y Weierstrass, si bien los temas clave de la pro-
longacién analitica y la representacién conforme estdn
tan sélo esbozados; este es el camino, preferentemente en
la linea mas geométrica de Riemann, que Rey Pastor
siguid en sus estudios de posgrado en Alemania.

Otro libro al alcance de Rey Pastor fue la Introduc-
cion al estudio de las funciones de variable compleja de
Octavio de Toledo [45] publicado también en 1907;
esta obra trata el tema a un nivel similar al del Tratado
de Galdeano, que cita como referencia, pero lo hace
de modo monografico y quizds por ello més organizado
como texto. Ambos catedraticos escribieron sus libros a
partir de otros extranjeros, sin participacion activa en la
investigacion, con el propésito de mejorar la informacién
cientifica nacional y promover los estudios matematicos
superiores, logrando unos libros que hubieran podido ser
textos universitarios de introduccién al tema razonable-
mente buenos; pero en ese momento la variable comple-
ja no figuraba siquiera en el plan de estudios vigente,
el “funesto plan de 1900” en palabras de Rey Pastor,
que tuvo que seguirlo. Decia Garcia de Galdeano al
iniciar el prélogo del Tratado:

“Es dificil publicar una obra adapta-
da a los planes vigentes en las univer-
sidades espanolas y al mismo tiempo
conforme con el actual grado de de-
senvolvimiento cientifico ... Las teorias
que se han desarrollado con gran im-
pulso en las naciones cultas, arraigando

16Defendida en 5 de julio de 1909 y publicada un afio después con el nuevo titulo Correspondencia de figuras elementales, con aplicacion
al estudio de las figuras que engendran. Toda la obra geométrica de Rey Pastor fue analizada en la tesis doctoral de Ana Milldn [41],
realizada en la Universidad de Zaragoza bajo la direccién de L. Espanol y M. Hormigén.

1"Discurso pronunciado en Valladolid, en 1915, ante la Asociacion Espanola para el Progreso de las Ciencias (en lo sucesivo AEPPC),
que verso sobre la cultura matematica espaiiola. Sobre la AEPPC véase [2].
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en sus planes de estudios universitarios,
nos son por conipleto desconocidas”.

Por su parte, Octavio de Toledo quiso imitar el
proyecto de Galdeano al publicar el libro antes cita-
do como volumen primero de unos Estudios de andlisis
matemdtico que pretendian

“...vulgarizar el conocimiento de una
multitud de teoremas de esta rama de
la matemadtica, que tanto por no exi-
girse en los cursos de nuestras Uni-
versidades y Escuelas especiales, cuan-
to por tratarse incidental y poco sis-
temadticamente en la mayoria de las
obras matemadticas que circulan en nue-
stro pais son en éste poco conocidas y
cultivadas”.

Por otra parte, en las obras de Garcia de Galdeano
pudo también Rey Pastor seguir la pista de opciones
geométricas modernas en la linea del Programa de Er-
langen de Klein y de los grupos de transformaciones
de Lie, cuyo desarrollo analitico se decantaba ya hacia
finales del sigio. Avanzar en la implantacién en Espaiia
del programa geométrico kleiniano fue otra de las lineas
en las que Rey Pastor dio un gran impulso a partir de
las iniciativas de su antiguo profesor zaragozano.

1.2, Actividad profesional. Una vez doctorado, el
joven geémetra pasé a ser auxiliar de su maestro Torro-
Jja en la Universidad Central de Madrid. Del entorno
temdtico de la tesis, publicada en 1910, extrajo Rey
Pastor entre 1909 y 1911 varias publicaciones en revis-
tas espafiolas y dos comunicaciones que presenté en el
congreso de la AEPPC celebrado en Valencia (1910). Al
afio siguiente la asociacién celebrd congreso en Granada
y alli acudié el nedfito con comunicaciones de analisis,
especialidad en la que también produjo algin articulo.
Todo ello le permitié estrenarse como profesional y ci-
mentar el prestigio que le llevaria a la cdtedra en junio
de 1911. La cétedra fue de andlisis matemético, aunque
su principal curriculo era geométrico, pero su prestigio
era tal, en plena juventud, que sin duda hubiera gana-
do cualquier otra, y obtuvo la primera a la que pudo
presentarse.

Una vez resuelta su vida al llegar a catedritico, el
salto adelante que dio fue iniciarse como investigador
internacional, para lo que encontré unas condiciones fa-
vorables que no tuvieron las generaciones anteriores. La
més decisiva fue la posibilidad de obtener pensiones de
la JAE, fundada en 1907, para pasar cursos completos
en los centros de investigacién mas adecuados a sus ob-
jetivos. Lo hizo dos veces antes de la Primera Guerra
Mundial, en Berlin (1911-12) y en Gotinga (1913-14). El
curso intermedio lo pasé en Espaifia, en la Universidad
de Oviedo, desde donde se trasladé a Madrid, ganando
una nueva oposicién, en junio de 1913. Se vera en este
apartado que, si algiin 4mbito de la matematica merece
ser llamado a jugar un papel nuclear en la primera pro-
duccién matemdtica de Rey Pastor, éste es la teoria
de los imaginarios, tanto en su versién analitica como
geométrica.

a) Geometria compleja. El problema del encuentro
profundo entre la geometria sintética y el anélisis, puesto
de manifiesto en su tesis doctoral, serd una de las pre-
ocupaciones constantes en esta primera etapa de Rey
Pastor. Mientras estaba en Berlin, avanzé en la investi-
gacioén sintética sobre curvas de orden superior iniciada
en la tesis, preparando la memoria, Teoria geométrica
de la polaridad en las figuras de primera y sequnda cat-
egoria [57], con la que gand en 1912 un concurso convo-
cado por la Academia de Ciencias de Madrid!8.

El primer capftulo de esta memoria es un resumen
de la teoria de Ko6tter que, en particular, contiene la
teoria sintética de los imaginarios y alguna de sus repre-
sentaciones reales, con diversas llamadas a pie de pagina
que remiten al estudio de los aspectos fundamentadores
de la teorfa que aparecerdn en su obra Fundamentos,
elaborada después de esta memoria pero publicada en
primer lugar. En efecto, el manuscrito de Fundamentos
recibié un premio de la Academia de Ciencias de Madrid
en 1914 y se public6 en 1916. Rey Pastor presentd esta
nueva obra como “fruto de la estancia del autor en las
Universidades alemanas como Memoria de pensionado”.

Fundamentos tienen tres partes bien diferenciadas.
La primera es una exposicién general y completa de las
geometrias de Klein y sus equivalencias, con la que per-
fecciona la introduccién de este tema en Espaiia iniciada
por Garcia de Galdeano. Rey Pastor completé la di-
fusién del Programa de Erlangen publicando versiones

18Sorprendentemente, no se public6 hasta 1929. La causa mas probable es que su autor pensara remodelar el trabajo después de la
investigacién sobre los fundamentos de la geometria compleja que estaba iniciando. La Academia publicé la obra cuando el proyecto de

reforma quedé definitivamente dejado de lado.
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de esta primera parte en revistas espafolas, argentinas
e italianas entre 1916 y 1918.

La segunda parte de Fundamentos estd dedicada a
la geometria proyectiva real y la tercera a la compleja,
ambas tratadas con el método sintético y edificada la
ultima a partir de la anterior. Es en la tercera donde
Rey Pastor realiza un profundo bucec en busca de
los fundamentos de la geometria sintética de las curvas
para mejorar el trabajo de Kotter!® y “vencer el punto
trascendente” de la geometria, aquél que sélo se prue-
ba usando el anilisis. Pero en realidad sélo vencié con
la ayuda de la intuicién geométrica espacial, en el es-
pacio intuitivo y no en el abstracto, segin sus propias
palabras, como se verd mds adelante.
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Fig. 1. Registro de Rey Pastor en Gotinga

9E. Kétter (1859-1922). Véase [37).

Rey Pastor redactd por si mismo las dos obras ante-
riores durante sus pensionados, aprovechando las biblio-
tecas alemanas pero aislado, pues en las universidades
alemanas ya no se ocupaba nadie de las curvas por méto-
do sintético. Conocid los planteamientos de la geometria
proyectiva de fin de siglo, en particular de la compleja,
a través de la Encyklopddie alemana de Taubner, que se
empez6 a publicar bajo la direccién de Klein en 1898
para sintetizar los avances de la matematica en el siglo
XIX?°, Rey Pastor sélo menciona la Encyklopadie en
la primera parte de Fundamentos, la referida a la geo-
metria del Programa de Erlangen, donde cita el articulo
que Fano dedica a los grupos continuos. El otro articulo
que redact6 Fano, también de 1907, en el que se expo-
nen en paralelo los desarrollos de la geometria sintética y
la analitica, lleva de la mano hasta K&tter y Paolis?!,
y también describe la teoria de los imaginarios desde
Staudt hasta Segre, Juel y Study??; unos y otros son
puntos de partida para Rey Pastor. Este fasciculo de
Fano se complementa con el de Schoenflies dedicado a
la geometria proyectiva, en el que se mencionan las mis-
mas representaciones reales que considera Rey Pastor
en la tercera parte de Fundamentos.

El estudio axiomético del espacio complejo iniciado
en Fundamentos fue continuado de inmediato en la tesis
doctoral de Fernandez Banos, dirigida por Rey Pas-
tor desde el Laboratorio y Seminario Matematico de la
JAE. La tesis se leyé en 1915, mientras Fundamentos
estaba en prensa, pero la publicacién escrita [24], posi-

blemente ampliada, tardé dos afios3.

b) Andlisis complejo.

Rey Pastor inicié la investigacién sobre anilisis
complejo cuando preparaba las primeras oposiciones,
pues necesitaba la variable compleja para exponer ade-
cuadamente algunos temas del programa de la asigna-
tura de segundo curso relativos a las ecuaciones alge-
braicas. A tal efecto, presenté dos comunicaciones al
congreso que celebré en Granada (1911) la AEPPC: una

205¢ conocié en Espafa sobre todo a través de la traduccién francesa [44] iniciada en 1904, y mds a partir de 1912 gracias a la difusién en
la Revista de la Sociedad Matemdtica Espariola, sociedad fundada un afio antes. Los fasciculos de esta obra dedicados a cénicas y cuddricas
fueron citados por Garcia de Galdeano en [27]. Sobre las revistas de esta primera época de la Sociedad Matemdtica Espafola véase [4].

2IR. de Paolis (1854 1892). Véase [46].

22C. Segre (1862-1930), véase [62, 63, 64, 65]. S. C. Juel (1855-1935), véase [33, 34]. E. Study (1862 1930), véase [66].

23Olegario Ferndndez Banos (1886-1946), empezd gedmetra y termind siendo, desde 1934, el primer catedrdtico de Estadistica
matematica en la universidad espafola, con plaza en la capital. Véase su biografia en [39]. Ley6 la tesis, titulada Construccién de espacios
complejos contenidos en Ey y sus representaciones reales, ¢l 6 de diciembre de 1915.

?4En las referencias finales sélo incluimos los libros de Rey Pastor mas relacionados con este trabajo, para tener referencias precisas
de los articulos y otras obras del autor que citemos remitimos al lector a los listados de la obra completa de Rey Pastor que se encuentran
al final de {52] o de [14], este \ltimo elaborado por E. Ortiz y M. Ortiz.
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se titulaba Sobre la representacién conforme y la otra El
exceso algebraico y la teoria de ecuaciones numéricas®:.
Con el tiempo, estos temas pasaron a su libro Lecciones
de dlgebra, cuya primera edicién fue en 1924. En la so-
licitud de pensién a la JAE el afio 1911 aparece esta
consideracién?®:

“De las dos ramas principales de
la Matemdtica, que son Andlisis y
Geometria, ha adquirido la segunda
un considerable desarrrollo en nuestro
pals, gracias a la introduccién del méto-
do de Staudt por el sabio maestro Dr.
Eduardo Torroja, hasta el punto de per-
Jjudicar el progreso del Analisis, que hoy
se halla completamente estacionado.”

Obtuvo la pensién en septiembre y marché a Berlin,
donde siguié un curso de funciones analiticas de
Schwarz, otro de funciones automorfas y poliédricas
de Schottky y un tercero de ecuaciones algebraicas
de Schur. Consecuencia de este afio de formacién es-
pecializada son dos trabajos —Aplicaciones algebraicas
de la representacion conforme y Representacidon con-
forme de recintos espiriformes, de los que s6lo publics el
primero— que presenté al congreso de la AEPPC cele-
brado en Madrid en junio de 1913, al mismo tiempo que
obtenia la catedra de Analisis matemético de la Cen-
tral. A mediados de julio, de nuevo pensionado por la
JAE, marché a Gotinga, donde recibié lecciones sobre
representacion conforme de Carathéodory y Runge.
Regresé para iniciar en Madrid el curso 1914-1915, ter-
minando asi, a causa de la guerra, sus formacién como
investigador en Alemania.

Dos frutos inmediatos dejé para la matemética es-
panola esta segunda estancia: la comunicacién Resolu-
cion elemental del problema de Dirichlet para el circulo,
presentada al congreso de la AEPPC celebrado en Va-
lladolid en 1915 y, sobre todo, el curso avanzado Teoria
de la representacid conforme impartido el mismo afio en
Barcelona, en el Instituto de Estudios Catalanes2.

Fig. 2. Rey Pastor fotografiado en Zaragoza, hacia 1915

Dos frutos inmediatos dejé para la matemdtica es-
panola esta segunda estancia: la comunicacién Resolu-
cion elemental del problema de Dirichlet para el circulo,
presentada al congreso de la AEPPC celebrado en Va-
lladolid en 1915 y, sobre todo, el curso avanzado Teoria
de la representacid conforme impartido el mismo afio en
Barcelona, en el Instituto de Estudios Catalanes?’.

Aqui terminé précticamente su trabajo original en
este campo de la representacién conforme, aunque
dictd cursos y dirigié alguna tesis en el Laboratorio
Matematico de la JAE, particularmente la de Pine-
da, discipulo que aparecerd mas adelante en este tra-
bajo®, pero también las de Rodriguez Sanz y Orts
Aracil. En su viaje a Buenos Aires durante el curso
1917-18 dictéd un curso introductorio®, y también en
Madrid dio un curso en 1919. Su dltimo trabajo en esta
linea fue la comunicacién al Congreso Internacional de
los Matemaéticos celebrado en Bolonia en 1920, Trans-
formation conforme des aires infinies sur le plan ouvert,
que es una reescritura de la parte final del curso dado
en Barcelona cinco afios antes. En su posterior activi-
dad investigadora, a partir de la segunda mitad de los
anos veinte, centrada sobre todo en la sumacidn de series
divergentes [58], trabajé profusamente en prolongacién
analitica.

25Tomada de pdg. 12 del articulo de J. M. Sanchez Ron “Julio Rey Pastor y la Junta para Ampliacién de Estudios”, en {15], 9-41.
26Terradas le habia pedido que trajera de Alemania informacién actualizada sobre la representaciéon conforme, asi se originé este
curso que el propio Terradas redacté en catalan, demorandose su publicacién un par de afios [55]. Para la biografia de E. Terradas Illa

(1883-1950) véase [60].

?"Terradas le habia pedido que trajera de Alemania informacién actualizada sobre la representacién conforme, asf se origing este
curso que el propio Terradas redacté en cataldn, demordndose su publicacién un par de afios [55]. Para la biografia de E. Terradas Illa

(1883-1950) véase [60].

ZPedro Pineda (1891-1983). Véase su biografia en [28]. La tesis de Pineda, Transformaciones conformes segin el método de Bieber-

bach, fue leida el dia 19 de junio de 1917.

2 Resumen de la teorda de las funciones analiticas y sus aplicaciones fisicas, publicado por el Centro de Estudiantes de Ingenieria de

Buenos Aires en 1918.
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1.3. La representacién conforme analitica. In-
teresa ahora dar una sucinta descripcion de algunos as-
pectos de los trabajos de Rey Pastor sobre la repre-
sentacion conforme en el marco del andlisis complejo,
luego le tocard el turno a los de naturaleza geométrica
proyectiva.

Las tres comunicaciones a los congresos de la AEP-
PC que fueron publicadas forman una unidad®. En
Sobre la representacion conforme (1911) dio una “de-
mostracion directa del teorema de Cauchy por medio de
las propiedades de la representacién conforme”, siendo
el referido “teorema de Cauchy” el que calcula el niimero
de raices de una ecuacién f(z) = P(z,y) +1iQ(z,y) =0
contenidas en un recinto mediante el exceso algebraico
de la fraccién £ calculado en el contorno del recinto.
Luego, en El exceso algebraico y la teoria de ecuaciones
numéricas (1911) utiliza la teoria del exceso y el teo-
rema anterior para calcular el nimero de raices reales
contenidas en un intervalo. Finalmente, en Aplicaciones
algebraicas de la representacion conforme (1913) ex-
tiende lo anterior a raices reales complejas contenidas
en un recinto, usando la representacién conforme medi-
ante una estrategia que contempla dos etapas:

“1° Estudio general de la funcion alge-
braica entera en cada uno de los semi-
planos determinados por el eje imagi-
nario.

2° Aplicacién a los recintos trans-
formados de éstos por funciones alge-
braicas.”

Pasemos al curso avanzado de Barcelona Teoria de
la representacid conforme. Se dividid en siete conferen-
cias con los siguientes titulos: Propiedades de las fun-
ciones analiticas.— Representacidn conforme de recin-
tos elementales.— El lema de Schwarz (1870) vy sus
aplicaciones.— Teoremas de Koebe y de Bieberbach. —
Teorema de existencia de Riemann.— Principio de
simetria de Schwarz. Método alternante. Representacion
conforme de recintos limitados por curvas analiticas. —
Aplicacidn de la representacidén conforme al problema de
Dirichlet. — Teorema general de la representacion con-
forme. En este curso las novedades no son los temas sino
la forma de exponerlos, de acuerdo con las métodos més
al dfa en la teorfa de funciones, asi lo manifesté el propio
Koebe en la resefia del libro aparecida en el Jahrbuch®!.

Interesa resaltar, a los efectos del tema que motiva
este articulo, que la conferencia sexta trata del princi-
pio de simetria de Schwarz y de la simetria respecto
de una curva analitica, asunto central en la definicion
proyectiva de la curva analitica, como luego se vers. En
este problema el método usado es similar al resaltado a
propésito del dltimo de los articulos antes citados: se es-
tudia la simetria respecto a un segmento rectilineo y se
usa la representacién conforme para definir la simetria
respecto del arco analitico imagen de dicho segmento.
Si el segmento es el eje real, la simetria se asocia a la
conjugacién compleja, y simetria y conjugacién se co-
rresponden en la representacidn.

2. Las curvas en geometria sintética

Entre las nociones bésicas que centraron la atencién
matemdatica de Rey Pastor ocupa un papel relevante la
nocién de curva, ya sea la curva continua v : I — R? de
Jordan, la curva algebraica f(z,y) = 0, siendo f un poli-
nomio con coeficientes reales o complejos, o bien, la mas
general de todas, la curva analitica con un pardmetro
real ¢,

dz
z:a0+a1t+a2t2+--~, a#o,

como la representé Rey Pastor en {55]. Estos tres tipos
de curva son estudiados en Fundamentos en el marco de
la geometria proyectiva sintética. En esta obra se pro-
puso, entre otros objetivos,

“Llegar, con recursos exclusivamente
geométricos, hasta introducir en esta
ciencia el concepto de curva analitica
proyectiva, que es el mds general hoy
poseido por el andlisis”. [F. XX]

Rey Pastor culmina la obra logrando este objetivo
—sin olvidar algunas consideraciones sobre el rigor que
se hardn mds adelante— y afirmando:

“Y si no pareciera demasiado atrevi-
do nuestro intento, anunciariamos que
la definicién geométrica que logramos
es mds general y primitiva que la del
Andlisis, pues comprende por igual a los
puntos propios e impropios, y con ella
se define toda la curva, sin necesidad
de las superposiciones y prolongaciones

30Asi 1o puso de manifiesto por primera vez el argentino Pascual Llorente [38].

31Ref. JFM 45.1336.01.
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que necesita el Andlisis para obtener-
la”. [F. 428]

En el apartado siguiente daremos un ripido repaso
al contenido de las dos primeras partes de Fundamentos
para dedicar después mads atencién a la tercera parte
dedicada a la geometria compleja, que culmina con el
teorema fundamental de la geometria algebraica y la
nocion de curva analitica.

2.1. Viaje a los fundamentos. Los criticos de la
época que hicieron recensiones publicas de Fundamen-
tos consideraron atractivo y original el tratamiento dado
por Rey Pastor a la geometria proyectiva sintética real
y compleja, destacando entre ellas la de Bieberbach en
el Jahrbuch®?, que enjuicia la obra asi:

“..El autor da, a partir del pro-
grama Erlangen de Klein y utilizan-
do métodos puramente sintéticos, una
brillante visién de conjunto de las
ideas y métodos fundamentales de los
temas que trata. Con frecuencia da
nuevos resultados y, en muchos casos,
métodos nuevos de demostracién. Su
analisis comparativo de las diferentes
teorfas de los imaginarios es particular-
mente exitosa. Ademds, el autor hace
progresar el algoritmo de las colinea-
ciones con su cdlculo vectorial proyec-
tivo. Traslada a la geometria proyecti-
va muchas nociones del andlisis, como
curva analitica, superficie de Riemann,
representacion conforme. Querria re-
saltar la bella demostracién del princi-
pio de correspondencia de Jonquiéres-
Chasles.”.

En efecto, la primera parte es un exposicién exper-
ta pero sin aparato técnico, de muy notable ejecucidén
en setenta paginas, de la nocién de geometria definida
por grupos de transformaciones y de las equivalencias
entre geometrias asi definidas. El espiritu kleineano de
esta parte impregna el resto de la obra, pero es indepen-
diente de ella; su presencia se justifica por la novedad
que en esos anos representaba todavia este enfoque en
amplios sectores de la comunidad matematica europea,
mas todavia en la espafiola.

323FM 46.0880.02. Traduccién propia.

La segunda parte de Fundamentos contiene la geo-
metria proyectiva real en poco mas de doscientas pagi-
nas. El enfoque es axiomatico, dentro de la linea de las
axiomaticas que dan importancia al aspecto psicoldgico,
que pide que los axiomas reflejen la intuicion geométri-
ca, tendencia prehilbertiana basada en la ideas de Klein
seguidas por Pasch y otros. Desde Hilbert se impuso el
enfoque ldgico que justifica los axiomas simplemente por
su consistencia y, en menor medida, independencia. Rey
Pastor dedica unas paginas de corte 1égico al “espacio
proyectivo abstracto de n dimensiones”, sus incidencias
y dualidades, pero la linea general de la obra, no exenta
de disquisiciones laterales, transcurre en la axiomatica
psicolégica a la manera de Pasch, Peano, Moore y
Schur. Asi, a partir de los conceptos primitivos de punto
y segmento, construye la recta por prolongaciones, luego
el plano, y finalmente el espacio mediante diez aziomas
grdficos imbricados con las necesarias definiciones y los
teoremas basicos. Ademds, demuestra con originalidad
la independencia y compatibilidad de estos axiomas. Fi-
nalmente, construye el espacio proyectivo a la manera
de Klein: anadiendo los puntos impropios definidos por
radiaciones de rectas coplanarias a una regién limitada
del espacio dado previamente por los axiomas gréficos.

Una de las ideas que expresa el autor de Fundamen-
tos es que la geometria sintética se agota si no incorpora
las herramientas que hacen triunfar al analisis:

“...la rama proyectiva, y en especial
el método sintético, han quedado re-
legados a segundo término. .. [porque]
la total separacion del Andlisis ha
contribuido al agotamiento de la Ge-
ometria ...[que] podria tomar del
Anélisis las ideas que pueden ser titiles
a su desarrollo, como éste toma de
la Geometria las que convienen a su
misién”. [F. XVIII-XIX]

Afirma Rey Pastor, refiriéndose a los imaginarios,
que “si exceptuamos la tendencia de Study, nada con-
creto de ha hecho todavia en este sentido”, y asf uno de
los fines de Fundamentos es:

“...aportar a la Geometria proyecti-
va multitud de recursos que, 4 pesar
de ser esencialmente geométricos, sélo
en el Analisis han sido utilizados hasta
ahora, como son: Teoria de conjuntos,
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Representacion conforme, Superficie o
plano miiltiple de Riemann, etc.” [F.
XX]

Pero ya en la parte de geometria real empieza a rea-
lizar la introduccién de cuestiones como la continuidad
y la topologia real (que llama teoria de conjuntos) en el
espacio proyectivo. Para ello enuncia el siguiente axio-
ma de continuidad (el nimero once, sumado a los diez
axiomas gréficos del espacio inicial):

“Dados infinitos segmentos AA,, AA,,
AAs, ..., tales que cada uno contiene al
anterior, y todos ellos estdn contenidos
en AB, hay un segmento AL interior a
AB, 6 coincidente con él, que los com-
prende a todos, y tal que ningiin otro
segmento AL’ interior a AL cumple
igual condicion.” [F. 163]

Apoyado en este axioma (y los diez anteriores)
demuestra el teorema de Cantor de los intervalos
encajados. Luego, a partir de la nocién natural de
poligono proyectivo, introduce la de entorno de un punto
(poligono proyectivo que tiene al punto en su interior)
y a partir de ella surgen puntos de acumulacién y con-
juntos, derivados, cerrados, perfectos, etc. La topologia
cantoriana en version proyectiva sintética. Demuestra el
teorema de Bolzano y el de Borel sobre finitud de cu-
brimientos, en este contexto por poligonos proyectivos.
Ahora estd en condiciones de definir las corresponden-
cias continuas y con ellas el concepto proyectivo de cur-
va de Jordan. La correspondencia continua la define por
el método usual de entornos®?, dando este ejemplo:

“La correspondencia armdnica respecto
1Y
de un par M N es continua. ..” [F. 183]

Con la nocién de correspondencia continua surge
clara la definicién de curva de Jordan y una de sus
propiedades:

“ ..curva de Jordan: Conjunto de pun-
tos en correspondencia biunivoca y con-
tinua con los puntos de un segmento.
[F. 185] ...

33g;
dencia entre ellos se escribe A : A’
34y sase [42] para un estudio detallado de este asunto.

35vgase (16] para un estudio mds pormenorizado de este célculo.

... Toda curva de Jordan (cerrada o
abierta) es un conjunto cerrado.” [F.
188]

Aunque a veces Rey Pastor trabaja sélo con conjun-
tos cerrados, también define un tipo de conjunto abier-
to que llama recinto proyectivo. Define la nocién en el
plano, pero afiade que la definicién se repite en cualquier
espacio de dimensién n > 2. Un recinto proyectivo es un
subconjunto del plano, distinto del plano total, con to-
dos sus puntos interiores y conezo. Por conjunto conexo
entiende que

“ .. entre dos puntos cualesquiera A, B,
del mismo se puede trazar una linea
quebrada de nimero finito de lados, for-
mada por puntos interiores.” [F. 187]

Mi4s adelante, relaciona esta forma finita de conexién
por segmentos con la conexién por caminos mediante
este teorema:

“Si un conjunto formado por puntos in-
teriores tiene la propiedad de que dos
cualesquiera de ellos pueden unirse por
una curva de Jordan perteneciente al
conjunto, éste es un recinto.” [F. 189]

Para completar el estudio del espacio proyectivo
real aborda la teorfa de la proyectividad. En este par de
capitulos destacan dos temas. Por un lado el tratamien-
to del teorema fundamental de la recta proyectiva de
Staudt, demostrado con todo rigor después de un andli-
sis histérico de la demostraciones previas incompletas
por defectos axiomaticos®*. El segundo logro importante
es el cdlculo vectorial proyectivo®, un algoritmo original
que permite al autor calcular con las versiones proyec-
tivas de las semejanzas, ya sea respecto de un punto
fijo © (métrica euclidea) o de una involucién fija Q€236
(métrica no euclidea). Los vectores son en este caso
clases de equivalencias de segmentos (pares ordenados
de puntos) definidas por superposicién mediante proyec-
tividades que fijan el punto © en un caso y la involu-
cién 20 en otro. El caso de segmentos o vectores de
primera especie (respecto de §2) ya aparece desarrollado

habitualmente denota los puntos por A, denota un conjunto de puntos con el simbolo 4. Dados conjuntos A y A’, una correspon-

36Esta notacién se corresponde con la conjugacién, pues se refiere a dar la involucién por sus puntos fijos, que son uno conjugado del

otro cuando son complejos.
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por Pasch y Schur, pero el de segunda categoria (res-
pecto de Q) es original de Rey Pastor. Asi se expresa
el autor al final de su exposicidn de este calculo:

“Sobre esta nueva teoria vectorial
proyectiva, en que el vector aparece
como representante de una colinea-
cién, no podemos citar ningun traba-
Jjo que a ella se dedique, ni siquiera en
que se exponga esta idea. Precisamente
4 este nuevo cdlculo vectorial debemos
la mayor parte de los resultados que lo-
gramos en la tercera parte, sobre todo
los relativos al punto trascendente de la
Geometria algebraica.” [F. 288]

FUNDAMENTO
paia f048

GEOMETRIA PROYECTIVA SEPERIOR

1OREY PARYOE

Fig. 3. Ejemplar de Fundamentos en la Universidad de
Milan

2.2. El espacio proyectivo complejo. Llegamos a
la tercera parte de Fundamentos, dedicada a al geome-
tria proyectiva compleja. Son unas ciento cuarenta pagi-
nas divididas en cuatro capitulos cuyos titulos son: El
espacio complejo y la proyectividad compleja. La repre-
sentacion conforme proyectiva. Geometria proyectiva de
las figuras algebraicas. El concepto de curva analitica
proyectiva.

La primera tarea es definir los elementos imaginarios,
lo que hace para la recta y el plano siguiendo a Staudt,
para quien un punto imaginario A%7 es una involucién
eliptica (sin puntos dobles) mas un sentido en la recta
soporte, de modo que el sentido opuesto corresponde al
punto conjugado A.

“Para definir un punto Imaginario bas-
ta dar dos pares de la involucién, mas
el sentido correspondiente; éste queda
fijado dando los cuatro puntos en el or-
den en que se presentan al recorrer la
recta en dicho sentido. Asi pues:

A =ABCD = BCDA =CDAB = DABC
A =DCBA= ADCB = BADC = CBAD

Como los cuatro puntos de la cua-
terna no son independientes, es posible
fijar dos de ellos pertenecientes a 4 dis-
tinto par. Cada punto imaginario queda
asi definido por un solo par de puntos,
conjugados de aquellos dos fijos en la
involucién respectiva ...” {F. 293]

En el plano, las rectas imaginarias aparecen dual-
mente, como involuciones en haces. Hasta aqui el asunto
esta claro, pero a partir de la dimensién 3 hay que intro-
ducir colineaciones involutivas, lo que complica en exce-
so el imaginarismo geométrico. Rey Pastor generaliza,
la solucién que August dio para el espacio tridimen-
sional a una dimensién arbitraria, obteniendo que

“..hay m+ 1 especies distintas de ele-
mentos imaginarios de m dimensiones.”
[F. 299)

Ya no le dedica mas atencién al espacio complejo ge-
neral, pues su objetivo en la obra se refiere al plano
y a las curvas contenidas en él. Rey Pastor cierra el
planteamiento abstracto general con este argumento:

“Como para el desarrollo de nuestro
plan sdlo necesitamos los elementos
complejos de primera categoria, que se
reducen, en resumen, & la involucién so-
bre una recta, sélo éstos estudiamos con
todo detalle en los articulos que siguen.
Respecto del espacio complejo de n di-
mensiones, nos basta con haber llegado
a obtenerlo, ofreciendo a los geémetras

37Esta es la notacién utilizada en Fundamentos, letras “mayiisculas griegas” que aparecen en negrita, como se vio antes con 2.
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espafioles este nuevo campo de inves-
tigaciones que imperfectamente hemos
roturado, en el cual podrdn cosechar
sin gran dificultad resultados impor-
tantes.” [F. 300]

Después de definir a la manera de Staudt los elemen-
tos imaginarios, considera otros sistemas de definicién,
los de Segre, Klein y Amodeo, y los compara con el
fin de utilizar uno u otro segin le resulte conveniente;
asi por ejemplo, al explicar que Klein adopta la proyec-
tividad ciclica en vez de la involutiva de Staudt para
definir el punto imaginario de una recta real, dice:

“Para nosotros, como hemos adopta-
do el sistema de Staudt, este méto-
do de Klein y sus andlogos nos dan
nuevas representaciones de los elemen-
tos imaginarios, que relacionaremos con
la de Staudt, porque su empleo puede
ser 1itil en muchas ocasiones. Asi, pues,
no demostraremos con la proyectivi-
dad ciclica que hay una sola recta que
une dos puntos, etc., pues esto ya lo
hemos hecho partiendo de la definicién
de Staudt; nuestro problema es analizar
cual es la construccién de dicha recta
con el nuevo recurso”. [F. 303]

El siguiente tema que aborda es la representacién real
de las figuras complejas, de nuevo haciendo un andlisis
de las soluciones conocidas, de Gauss, Staudt y Rie-
mann, y las relaciones entre ellas, que constituyen el
fundamento de su teoria de la proyectividad comple-
ja. Para estudiar esta proyectividad llama hilos a los
conjuntos de elementos complejos (reales o imaginarios)
cuya representacién real sea un continuo (una curva en
el caso de la representacién plana de Gauss) y en par-
ticular son cadenas los hilos cuya curva asociada es una
cdnica en la representacién plana. Estudiando estas fi-
guras llega a un importante teorema:

“La representacion plana o esférica de
toda correspondencia biunivoca entre
dos figuras complejas, que transforma
cadenas en cadenas, es conforme.” [F.
332]

Este teorema le permite llamar a las correspondencias
biunivocas que conservan las cadenas de dos maneras:
proyectividades si la representacién conforme asociada

es directa y antiproyectividades si es inversa. Para ter-
minar el capitulo, dedica unas péginas a estudiar la de-
terminacién y propiedades de estas correspondencias.

Este modo de definir la proyectividad (antiproyectivi-
dad) compleja difiere de los utilizados por Juel y Seg-
re, que fueron los ultimos que esbozaron un tratamiento
geométrico de este tema hacia 1890.

Hasta aqui Rey Pastor ha procedido en Fundamen-
tos de modo riguroso, si bien con explicaciones més bien
ligeras, tratando de dar las primera ideas de los temas
y dejando el desarrollo posterior para otros. En la intro-
duccidn de la obra ya lo dejé claro:

“No siendo éste un libro de texto, no
se busquen en él detalles que el lec-
tor puede completar; en muchas cues-
tiones ponemos solamente los jalones
necesarios para que alguien emprenda
la construccidn completa; por eso titu-

lamos Fundamentos y no Tratado.” [F.
XXI]

Pero a partir de aqui, en los tres capitulos que faltan,
los temas no sélo se esbozan sino que la exposicién se
vuelve intuitiva y el autor recorre sin la precisién debi-
da un camino que le lleva a resultados importantes pero
necesitados de posterior consolidacién, una tarea que ni
él ni otros realizarian.

2.3. La representacién conforme sintética. El
propésito de rigor que persigue Rey Pastor se ve li-
mitado a partir de este punto, al pasar de la geometria
elemental plana a la superior, esto es, al abordar la re-
presentacion conforme arbitraria y no sélo la lineal o
cuadratica; as{ lo reconoce el propio autor:

“Hasta aqui, todos los problemas
que hemos resuelto eran lineales o
cuadrdticos, y su desarrollo era facil con
meétodo sintético; mas ahora entramos
de lleno en el campo de las funciones ar-
bitrarias, no expresables por medio de
las funciones elementales del anélisis, y
la dificultad que en éste presentan, sube
de punto cuando se quieren abordar con
método sintético. Esta consideracion, y
la de tratarse de un tema completa-
mente nuevo en geometria, hacen de
este capitulo acreedor a la benevolen-
cia del lector.
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Asi como la edificacién axiomatica
del andlisis no se ha logrado todavia
para este género de cuestiones, y la
moderna teoria de funciones, segun Rie-
mann, necesita en todo momento de la
intuicién geométrica, de igual modo el
concepto de rigor en los capitulos que
siguen, tiene significado muy distinto
que en los anteriores. Ya no operamos
en el espacio abstracto, en el cual edifi-
camos la teoria de la proyectividad re-
al, cuyo estudio puede hacerse con los
simbolos de la Ldgica formal; ahora nos
referimos al espacio intuitivo.” [F. 345-
46]

Con estas limitaciones estudia las correspondencias
conformes para con ellas atacar los dos 1ltimos capitu-
los, dedicados a fundamentar en geometria sintética la
nocién de curva.

En este tramo final Fundamentos trata de geome-
tria métrica plana en el marco proyectivo, es decir, del
plano proyectivo real con el axioma de continuidad maés
una recta impropia w destacada y en ella una involucién
eliptica con puntos dobles imaginarios conjugados £ y
Q, de modo que la involucién se representa, por los pun-
tos doble en un cierto orden: Q€. A partir del axioma
de continuidad se definen las tangentes a las curvas y
Rey Pastor puede llamar conforme directa a una co-
rrespondencia continua (4, ) : (B;) de un plano en s{ mis-
mo —que en general serd multivoca— tal que los haces
de rectas tangentes en cada dos puntos correspondientes
A; v B; son proyectivos y a las rectas 4,2 v A,Q co-
rresponden respectivamente las rectas B;Q2 y B;Q. Y se
llamard conforme inversa si, en las mismas condiciones,
al par 4;92, A;Q corresponde el par B;§2, B;2. Después
puede caracterizar las correspondencias conformes me-
diante igualdades del cdlculo vectorial proyectivo veri-
ficadas por los segmentos de segunda especie determi-
nados por las tangentes en la recta fundamental w. El
calculo vectorial proyectivo permitia también estudiar
la torsion respecto de un centro O (que no es sino el
equivalente proyectivo de la semejanza).

Por otra parte, con un proceso de paso al limite a
lo largo de curvas cuyas tangentes engendran colinea-
ciones, asocia a cada par A, B de puntos asociados en
una correspondencia una torsion T indicatriz que sirve
de instrumento para estudiar la correspondencia. Por
ejemplo, las correspondencias conformes directas estin

caracterizadas por ser T independiente de las tangentes
elegidas para su definicién en todos los pares de pun-
tos homélogos. También asocia a cada par homdlogo un
punto C derivado por diferencia, probando que la co-
rrespondencia derivada por diferencia, es decir la que se
establece entre A y C, es también conforme. Fijando un
punto U ademds del centro de torsién O, asocia al par
de puntos correspondientes A, B un nuevo punto B’ que
llama derivado y asi puede obtener derivados sucesivos
B" etc., lo que le permite llamar puntos singulares de
orden h a los puntos A que tienen coincidentes con O sus
h primeros derivados. Buena parte del capitulo se dedi-
ca al estudio de estas correspondencias derivadas con las
técnicas del cdlculo proyectivo antes mencionado, para
terminar con un teorema sobre el nimero de vueltas en
los puntos singulares:

“Si el punto A es miiltiple de orden h
vy B de orden k, cada rayo a del haz A
tiene k rayos homdlogos b en el haz B,
y cada uno de éstos tiene h homdlogos
en el haz A. Al recorrer k veces a el haz
A en sentido constante, cada uno de sus
homédlogos recorre el haz B en el mismo
sentido, cubriéndolo h veces”. [F. 367

A lo largo de toda la obra, el autor habia sido muy
cuidadoso “en dar para cada cuestidn una resena bi-
bliografica, lo més completa posible en memorias funda-
mentales”, pero en la bibliografia final de este capitulo
afirma no haber

“...logrado encontrar memoria ningu-
na donde se introduzca la representa-
cién conforme en geometria, a pesar
de ser un recurso esencialmente geo-
métrico. El lector que desee proseguir
nuestros modestos estudios condensa-
dos en este capitulo a modo de en-
sayo, habrd de inspirarse, por tanto,
en las obras de los analistas. Como los
trabajos existentes sobre la teoria de
la representacién conforme se ocupan
principalmente del problema de Rie-
mann, y por tanto, son de muy remo-
ta utilidad para el estudio del proble-
ma de la representacién en pequefio,
citaremos solamente la antigua obra
Holzmiiller. Einfithrung in die Theo-
rie der isogonales Verwandtschaften.
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Leipzig, 1882—, que puede reportar al-
guna utilidad para estas nuevas inves-
tigaciones geométricas que hemos ini-
ciado, llamadas, segin creemos, a ex-
tender el campo de esta ciencia en muy
diversas direcciones”. [F. 368]

Por eso sera también completamente original todo el
remate del libro dedicado a la teoria sintética de las cur-
vas, que se basa en la representacion conforme.

2.4. Las curvas en modo geométrico. Los dos
ultimos capitulos de Fundamentos estdn dedicados al
estudio de curvas, primero las algebraicas y finalmente
las analiticas, que tan sélo alcanza a definir. En ambos
casos las herramientas bésicas para el estudio de estas
figuras son las correspondencias. Entre ellas, Rey Pas-
tor selecciona las que se relacionan con la representacién
conforme:

“Diremos que una correspondencia en-
tre dos figuras complejas de primera
analitica
antiandlitica
correspondencia existente entre sus
representaciones reales es conforme

/ directa \

inversa

Esta definicién encierra una propie-
dad de las figuras complejas en si mis-
mas, con independencia del sistema de
representacion elegido ...” [F. 379]

categoria es { si la

Rey Pastor se ocupa de las correspondencias
analiticas, porque una simple introduccién de la conju-
gacién permite trasladar los teoremas sobre éstas a otros
correlativos para las correspondencias antianaliticas. No
hay que olvidar que, desde el capitulo anterior, hay
pasajes en los que el autor no desarrolla completamente
sus ideas, dando tan sélo indicaciones del modo en que
se debe proceder para exponerlas completamente.

Curvas algebraicas. Rey Pastor ya habia trabajado
con curvas algebraicas en geometria proyectiva sintética
en su tesis doctoral de 1909. Alli las curvas estaban
definidas por correspondencias (m,n) y para trabajar
con ellas se admitia el principio de Chasles-Jonquiéres,
al que Rey Pastor llamaba el “punto trascendente”
de la teoria. Indicaba con ello que la geometria no
tenfa medios para demostrar dicho enunciado, por eso lo
tomaba como principio; en cambio, dicho enunciado es

un teorema en geometria analitica, que se reduce al teo-
rema fundamental del dlgebra, cuya prueba es trascen-
dente porque necesita recurrir al continuo del anglisis.

Uno de los objetivos del autor en Fundamentos era
vencer este punto trascendente que debié admitir como
principio en su tesis doctoral. Para ello considera un tipo
particular de correspondencias analiticas:

“Las correspondencias analiticas y an-
tianaliticas mds importantes son aque-
llas en que es finito y fijo el nimero
de elementos de cada figura correspon-
dientes a cada uno de la otra. Tales co-
rrespondencias se llaman algebraicas y
antialgebraicas, respectivamente.” [F.
379]

Rey Pastor llama también a estas dltimas proyec-
tividades superiores, y las denota de esta forma:

(A)A(B;) (m,n), (A;)Y(Bi) (m,n).

Como las correspondencias que definen las curvas son
multivocas, Rey Pastor introduce la superficie de Rie-
mann para estudiarlas reduciéndolas a correspondencias
univocas, como se hace en andlisis. Explica el caso de la
correspondencia (2, 1) y luego indica las variantes que se
deben introducir para que el método sirva con caricter
general.

Entrando en materia, Rey Pastor aplica a una
proyectividad superior (m,n) técnicas de representacio-
nes reales mediante cuddricas, la superficie de Riemann
de una de ellas y una correspondencia derivada por di-
ferencias de la proyectivadad superior, conceptos estu-
diados con anterioridad, y deduce un teorema general
sobre el nimero de vueltas que da, en torno a un eje
convenientemente prefijado, el homdlogo C; de un pun-
to A; en la correspondencia derivada (4;) : (C;), cuando
éste recorre el contorno de un recinto «. La aplicacién
importante de este teorema es el resultado perseguido
por Rey Pastor:

“Teorema Fundamental de la Geo-
metria Algebraica.— Una proyec-
tividad de indices (m,n), en una figu-
ra compleja de primera categoria, tiene
m+n elementos de coincidencia (conta-
dos cada uno tantas veces como indique
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su orden de multiplicidad), é todo ele-
mento coincide con uno de sus homdlo-
gos.” [F. 386]

Como corolario de este teorema fundamental, Rey
Pastor prueba que la proyectividad compleja ordinaria,
que habia definido siguiendo a Staudt por el caracter
biyectivo y la conservacién de las cadenas, es un caso
particular de la correspondencia analitica, basada en la
condicién de conformidad.

En la nota bibliografica al final del capitulo Rey Pas-
tor cita los dos intentos anteriores de superar el “punto
trascendente” de la geometria algebraica. Del realiza-
do por Kétter en 1887 dice que “sus demostraciones,
penosas en grado sumo, son muy poco rigurosas, como
consecuencia de la imperfeccién de la Geometria de en-
tonces”. No objeta falta de rigor a la demostracién de
Paolis de 1892, pero dice que el italiano llega a ella
“en forma extraordinariamente complicada”. Rey Pas-
tor reivindica su método de prueba, muy distinto, y el
uso que en él hace de la superficie de Riemann, “recurso
esencialmente geométrico vy, sin embargo, sélo utilizado
por los analistas”.

Curvas analiticas. Se aborda este apartado con el mis-
mo criterio utilizado en el anterior, es decir, con el pro-
posito de resumir la linea argumental que lleva al con-
cepto proyectivo de curva analitica, sin entrar en de-
talles técnicos. Rey Pastor encuentra inspiracién en la
obra de Study, en la que la recta y la cénica reales se
caracterizan geométricamente mediante sus simetrias —
la simetria ordinaria y la inversién respectivamente—. A
partir de estos ejemplos basicos —y Rey Pastor no de-
sarrolla otros— define la curva analitica a través de una
simetria general, es decir, de una correspondencia con-
tinua conforme inversa; sin duda que al hacerlo asi tuvo
presente el principio de simetria de Schwarz, al que
dedicé una de las conferencias analiticas sobre la repre-
sentacion conforme que pronuncié en Barcelona (1915).

El recurso que permite a Rey Pastor enlazar con
el principio de simetria es la representacién de Laguerre
de los puntos del plano complejo, que elige después de
analizar en detalle las posibilidades de otro tipo de re-
presentaciones reales. Laguerre dio en forma analitica
un método para representar cada punto complejo A del
plano por dos puntos reales ordenados A, 3. ---lo que se
escribe A = ADB en Fundamentos— que son simétricos
respecto a la recta real base del punto complejo que re-
presentan; de este modo, el punto compiejo conjugado se
representa en el mismo par de puntos reales, pero dado

en orden inverso, es decir A = Q{)l Como ejemplo més
sencillo, si se trata de representar un punto complejo del
eje real se obtienen los afijos de un niimero complejo y su
conjugado, simétricos respecto al eje real. Pues bien, lo
que hace Rey Pastor es introducir esta representacién
por via sintética, realizando con fines técnicos algunas
construcciones reales asociadas, como obtener el punto
real de la recta compleja determinada por dos puntos
complejos dados por sus pares reales representantes.

Con el fin de justificar el concepto de la curva comple-
Jja que define al final, Rey Pastor acude a nociones que
encuentra en Segre y Study, a saber las de hilo y mem-
brana, y las desarrolla en forma sintética. Un conjun-
to de puntos complejos es un hilo si sus representantes
reales forman una curva —las cadenas, rectas y circun-
ferencias en la representacién geométrica ordinaria de
los complejos, son un caso particular de hilos—, y es
una membrana si se representa en una regién del plano,
que supone el plano entero para simplificar. Rey Pas-
tor invita al estudio de estas figuras porque “no est4 he-
cho, ni siquiera iniciado” (dice ademas: “no dejaremos
de llamar con insistencia la atencién de los geémetras
espanoles sobre este nuevo campo de investigacién que
aqui se les ofrece, seguramente prédigo en resultados im-
portantes”) pero él se limita “a investigar la membrana
en la proximidad de uno de sus puntos”, buscando las
condiciones de existencia de tangente wnica, que es la
caracteristica de las funciones analiticas. Para ello, toma
todos los hilos que pasan por un punto de la membrana
y estudia las tangentes a cada hilo a fin de aislar el caso
en que todas ellas coincidan.

Para determinar la tangente a un hilo en un punto
A= AL considera la correspondencia continua entre los
pares de puntos reales representantes (segin Laguerre)
de los puntos complejos del hilo; asi, mientras los puntos
A recorren una curva real los puntos B hacen lo propio
con otra. Ademds, asocia al hilo otras tres curvas reales
y encuentra una notable variedad de relaciones geomé-
tricas entre las cinco curvas asf obtenidas. Llama deter-
minacion infinitesimal del hilo en uno de sus puntos al
conocimiento de los cinco puntos reales correspondien-
tes, uno en cada curva, y a sus cinco tangentes respecti-
vas, probando que la torsién de la correspondencia en el
par A, B determina infinitesimalmente el hilo en dicho
prnto.

Con este estudio previo de los hilos y sus tangentes,
estd va en condiciones de abordar los misimos temas con
las membranas, estableciendo que “las tangentes en un
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punto de una membrana a los infinitos hilos que pasan
por él, forman, en general, un hilo de rectas complejas”
(debe notarse que el hilo de rectas se define de modo dual
o correlativo al hilo de puntos). Finalmente, demuestra
que

“...la condicién necesaria y suficiente
para que todos los hilos de una mem-
brana que pasan por cada punto de ella
tengan la misma tangente, es que la co-
rrespondencia {A;) : (B;) que define la
membrana, sea conforme inversa en to-
dos los pares A;B;.” [F. 424]

En el desarrollo de estas demostraciones juega un im-
portante papel técnico el cdlculo proyectivo repetida-
mente mencionado.

Llegados a este punto surge de manera natural la
definicién, en la que aparece el par fundamental del
plano, pero de modo que aquélla es independiente de
dicho par, pues se cambia de par mediante una colinea-
cién conforme. La definicién anunciada y las primeras
propiedades de la curva proyectiva compleja son:

“Curva analitica es el conjunto de pun-

tos complejos A; = A;B; cuyos vec-
—_—

tores representantes estan determina-

dos por una correspondencia (A;) : (B;)

continua, que es conforme inversa res-

pecto del par fundamental Q. ..

a) La curva analitica tiene tangente
unica en cada uno de sus puntos; todos
los hilos que pasan por el mismo, son
tangentes entre si.

b) La correspondencia (B;) : (A;)
inversa de (A;) : (B;) define la curva
analitica conjugada de ésta; la condi-
cién necesaria y suficiente para que la
curva sea real, es decir, para que co-
incida con su conjugada, es que la co-
rrespondencia conforme inversa que la
define, sea involutiva.” [F. 429]

Para terminar, Rey Pastor expone los ejemplos sim-
ples de Study y a partir de ellos aplica el nombre de
simetria respecto de una curva analitica a la correspon-
dencia conforme inversa que la define, de modo que

“ ..la simetria respecto de una curva
analitica es una propiedad invariante
respecto de todas las transformaciones
conformes directas del plano”. [F. 431]

Si el andlisis utiliza para definir la curva la existen-
cia de tangente tnica para después obtener la simetria,
la aproximacién geométrica de Rey Pastor invierte
el orden, tomando la correspondencia conforme inversa
que luego se llama simetria como condicién definidora.
Aqui termina Fundamentos, una vez alcanzada la defini-
cion el autor deja para el futuro, de su mano o de las de
sus discipulos, el desarrollo de una teorfa sintética de la
curva analitica en el plano proyectivo complejo.

2.5. Un proyecto contradictorio. Rey Pastor no
volvié sobre el tema de la curva analitica proyectiva,
mas aln, con Fundamentos termina, salvo episodios
menores®®, su obra, escrita sobre geometria sintética, si

bien es cierto que sus planes iniciales fueron otros:

“Si estos Fundamentos hallan acogi-
da favorable, emprenderemos la pub-
licacion de otra obra, continuacién
de ésta, sobre Geometria proyectiva
sintética de las figuras algebraicas”. [F.
401]

Esta segunda parte hubiera sido una reformulacién
de Teoria geométrica de la polaridad [57)] a partir de los
nuevos fundamentos. Pero el proyecto sintético no pros-
perd y esta nueva obra no fue realizada, de modo que
el libro sobre la polaridad geométrica fue finalmente pu-
blicado por la Academia de Ciencias de Madrid en 1929
tal como habia sido escrito en 1912.

No obstante, al escribir Fundamentos Rey Pastor
tenfa, ademds de sus objetivos geométricos, otra pre-
tension al servicio de la cual puso su amplio despliegue
bibliografico. La expresé asi:

“De este modo pretendemos llenar otro
fin, quizds mds Importante que los
anteriores: presentando a los jévenes
matemadticos un cuadro del estado ac-
tual de esta ciencia; sefialandoles los
campos que aln estdn por cultivar, y
donde pueden cosecharse frutos impor-
tantes, ahorrandoles las investigaciones

38Fn Buenos Aires, principalmente con motivo de la fundacién del Seminario Matemético Argentino en 1928, volvié a proponer inves-
tigacion sintética como continuacién de la planteada en Madrid la década anterior, pero no hubo trabajos relevantes.
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bibliogréficas, preliminar indispensable
a todo trabajo matemadtico, y quizds la
parte mds penosa de él; en una pala-
bra, orientdndolos, quizas llegue a ope-
rarse un cambio en la direccion actual

de los estudios geométricos en Espafia”.
[F. XXI-XXII]

Asoma aqui la afiliacién de Rey Pastor al movimien-
to renovador de la generacién del fildsofo Ortega y
Gasset, que pretendia de modo muy principal la mo-
dernizacién cientifica de Espaia®® En este punto se hace
patente la contradiccién en que se movié Rey Pas-
tor, pues sus dos memorias sintéticas premiadas por la
Academia fueron escritas durante sus estancias Alema-
nia, por lo que era conocedor de que en las universidades
alemanas ya no se trabajaba sobre curvas por método
sintético, asi que no debid esperar que tuviera demasiado
éxito su iniciativa pretendidamente modernizadora, y en
todo caso su desarrollo s6lo podria ser autirquico, al hilo
de los conocimientos obtenidos en el plan de estudios ofi-
cial, pero sin contactos exteriores. Como afirmé en 1920,
al final de su discurso de su investidura como académico
([56], pag. 20), sus viajes a Alemania le habian impul-
sado a

“ ..sonar que también la matemdtica
viva, actualmente en elaboracién por
artifices eminentes que no es preciso
citar, y en la cual colaboran en la me-
dida de sus fuerzas profesores y alum-
nos universitarios de tantos paises, lle-
garia a interesar a algunos de nuestros
Jovenes, no inferiores en inteligencia ni
aplicacion a los de aquellas otras na-
ciones”.

Pero la geometria sintética ya no formaba parte de
esa matematica viva, el impulso dado por Torroja a la
geometria espafiola, siendo cierto en su momento, habia
quedado obsoleto. La lista de eminentes investigadores
que propone en el discurso del afio 20 para importar
sus teorfas, “clsicos de la segunda mitad del siglo XIX,
cuyos nombres, lanzados como un cartel de desafio a
nuestra ignorancia por un benemérito maestro, desde su

39Detalles sobre este asunto pueden verse en [20, 23].
40F] “benemérito maestro” aludido es Garcia de Galdeano.
41g. Cartan (1868 1951). Véase [6].

catedra provinciana”, esa lista no apunta hacia la geo-
40

metria sintética®".

Parece poco probable que Rey Pastor no hubiera
captado —en su puesta al dia con la Encyklopddie de
Taubner y en sus estancias en Alemania— la fuerza
de los nuevos desarrollos analiticos en la geometria de
las curvas y su conexién con los grupos de transfor-
maciones, pues dirigié algunos trabajos sobre curvas
W y analagmaéticas. También es digno de mencién que
tras pasar por la universidad de Hilbert no se sintiera
m4és atraido por su método axiomdtico mds abstracto.
Veamos para terminar un apunte de estas dos variantes
en contrapunto a la direccién seguida por Rey Pastor.

Variante analftica. La geometria compleja evoluciona-
ba mejor por el camino analitico, tendencia que se con-
solidé definitivamente cuando se generalizaron en la co-
munidad internacional, a partir de 1930, los métodos
diferenciales de Cartan*!' basados en las concepciones
geométricas de Riemann, Klein y Lie. Pero esta linea
evolutiva ya era notoria en Segre y Study, asi que més
bien parece que Rey Pastor se abandoné a la inercia
sintética espafiola y, necesitado de sacarle partido, se
lanzé por esa via e hizo lo propio con sus primeros es-
tudiantes, que participaban de las mismas condiciones
iniciales. Aunque pudo ser favorecida por el aislamiento
ocasionado por la guerra, esta opcién tuvo que ser en al-
guna medida consciente y de ahi la contradiccién antes
senalada.

Bajo la misma influencia de Segre y Study se es-
taba desarrollando un tratamiento de los mismos ob-
jetos matemadticos basado en conjuntos, grupos y fun-
ciones, los elementos bdsicos de la nueva mateméatica
seglin las conferencias atenefstas? de Rey Pastor en
el ano 1915. Esto no se le escaparia a Rey Pastor, que
también seria consciente de la diferencia de moderni-
dad que habia entre las obras de referencia utilizadas en
sus trabajos analiticos y los de su escuela frente a las
disponibles para los sintéticos. Citemos como ejemplo
de la variante analitica los trabajos de Young?*® sobre
la geometria de las cadenas, publicados en 1909 y 1910,
o la obra The geometry of the complex domain [7] de
Coolidge, matematico norteamericano*! que antes de
instalarse en Harvard estudid, entre 1902 y 1904, con

42Ciclo de conferencias en el Ateneo de Madrid, publicadas un afio después [54].

433. W. Young (1879-1930). Véase [72, 73].

443, L. Coolidge (1873-1954). Conocido principalmente como autor de [8].
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Segre en Turin y con Study en Bonn. En relacién con la
definicién reypastoriana de curva analitica basada en la
simetria de Schwarz respecto a la curva, deben sacarse
a colacién los trabajos [35, 36] de Kasner (1900 y 1913)
sobre geometria conforme ——el Ultimo de ellos es una co-
municacién al congreso internacional de Cambridge de
1912—; trabajos no mencionados por Rey Pastor que
fueron publicados en revistas de amplia difusién, sien-
do mas tarde incorporados por Coolidge a su libro de
sintesis. El articulo de Kasner en Cambridge estd de-
dicado a la busqueda de invariantes del grupo conforme
usando como herramienta la simetria respecto a curvas
analiticas, asi que pudo interesar a Rey Pastor. Mien-
tras éste preparaba su investigacidn sintética, las ideas
de Kasner tuvieron desarrollo en un articulo [49] so-
bre geometria conforme y curvas analiticas que Pfeif-
fer publicé en 1915, citado también por Coolidge. Un
mateméatico muy bien informado como Rey Pastor, in-
teresado en la geometria compleja, no podia desconocer
la existencia de esta variante analitica. En efecto, men-
ciona trabajos analiticos de Segre, Study y Coolidge
en las referencias que da en Fundamentos para la equi-
valencia entre las diversas geometrias dadas por sus gru-
pos de transformaciones, cuestién muy vinculada con las
representaciones reales de elementos imaginarios.

Sea como fuere, esta variante analitica no atrajo
a Rey Pastor, y varios de sus primeros discipulos
realizaron®’ tesis doctorales sobre geometria sintética,
linea de investigacién que se desvanecié muy pronto.
De hecho, los discipulos que se iniciaron en la geome-
tria sintética no alcanzaron relevancia o llegaron a ten-
erla después de cambiar de especialidad. Resume es-
ta situacién la siguiente cita recogida del discurso que
pronuncié en 1956, préximo ya a los setenta afios, con
motivo de la recepcién en la Academia de Ciencias de
Madrid de su discipulo el brillante analista San Juan.
Allf dejé escrito:

“A fines del siglo XIX damos un
salto de gigante con la introduccién de
Staudt, mds estudiado aqui que en Ale-
mania; pero la geometria se enderezd

por el rumbo analitico, y tanto Cre-
mona como Torroja y quienes Io
seguiamos, quedamos una vez mas
fuera del cauce”.

Cinco afios antes, en una “orientacién bibliografica”
del libro La matemdtica superior. Métodos y problemas
del siglo XIX* habia escrito (pag. 101):

“En esta misma direccion sintética de
Cremona propugnada en Espafia por
Torroja, estian concebidas las tesis de
Rey Pastor (1910) que reacciona con-
tra este método; de Ferndndez Barnos
(1917) sobre imaginarismo en Espana;
de Ifiiguez Almech (1919) sobre corres-
pondencias; y las monografias de Arau-
jo (1920) sobre inversién y polaridad
y de Pineda (1930) sobre colineacion
compleja”.

Con esta breve indicacién Rey Pastor no precisa el
alcance de su reaccién ni tampoco las razones por las
que esa reaccién parece no haber sido seguida al menos
por dos de los discipulos que cita, que son seguidores de
Fundamentos. En efecto la tesis doctoral de Ferndndez
Baios [24], dirigida por Rey Pastor en el Laborato-
rio y Seminario Marematico de la JAE, estd dedicada
a completar Fundamentos sobre la introduccién de los
elementos imaginarios en espacios de dimensién finita
arbitraria, y la memoria de Pineda [51], més tardiat?,
es todavia heredera directa de Fundamentos. En todo ca-
s0, estos trabajos, mas que aportar grandes novedades,
detallaron y completaron aspectos de la obra de Rey
Pastor, y no alcanzaron la notoriedad de su maestro®®.
En 1939 apareci6 un libro de Amodeo [1]*°, que his-
toria desde un punto de vista interno la evolucién de
la geometria proyectiva sintética. El autor cita profusa-
mente a Fundamentos, pero no menciona a niguno de
los dos discipulos citados. Mds bien escasa y poco rele-
vante fue por tanto la continuidad que tuvo esta linea de
trabajo propuesta dentro de la incipiente investigacién
matematica espanola, v se pone ademés de manifiesto

45En el Laboratorio y Seminario Matematico de la JAE, fundado en 1915. Sobre la investigacién realizada en el Laboratorio véase
[3]. Rey Pastor dirigié también alli, en estos primeros afios, tesis doctorales sobre representacién conforme y otros temas numéricos,

financieros e histéricos

46Rey Pastor publicé este libro [59] en 1951, ampliando y actualizando sus conferencias del Ateneo de 1915 [54].

47Aunque se publicé en 1930, con ella su autor gané un concurso de premios de la Academia de Ciencias de Madrid en 1924. Llama la
atencién también la insistencia de la Academia en seguir dando relevancia a estos temas.

4814 tesis de iﬁiguez, dirigida por Alvarez Ude, al igual que la monografia de Araujo, conectan con otros aspectos de la obra

geométrica de Rey Pastor.

49F. Amodeo (1859-1946). El mismo afio se publicé en Rosario (Argentina) la traduccién al castellano que realizé Nicolds Babini.
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que, en concreto, nada se anadié al tema de la curva
analitica proyectiva.

Variante axiomatica. En el dltimo capitulo de su libro
sobre la geometria compleja, Coolidge expone la teoria
de Staudt con el rigor légico de la escuela hilbertiana,
y hace notar alli que lo tradicional es suponer el espa-
cio real y definir a partir de él los elementos complejos
como ciertas figuras reales, pero que otra posibilidad es
dar una axiomatica global que introduzca a la vez los
elementos reales y los complejos.

El camino tradicional es el seguido por Rey Pas-
tor y su escuela, mientras que el segundo, sugerido
por las ideas axiomaticas del momento, lo apuntaron
en sus libros de geometria proyectiva Veblen y Young
(1910,18) [69]°°, citados de pasada en Fundamentos en
una nota a pie de pigina porque “se limitan a dar ligeras
nociones” del espacio proyectivo complejo. Rey Pastor
prefiere la exposicién completa que hace Torroja, que
él intenta modernizar axiomaticamente hasta Pasch y
Schur®, pero sin entrar de lleno en la linea hilbertiana,
de la que sdélo menciona sus criterios para la indepen-
dencia de axiomas y alguna otra cuestién general.

En todo caso, el primer volumen de Veblen y Young
pudo haber sugerido a Rey Pastor un tratamiento
axiomatico de la geometria mas abstracto, que al evi-
tar los axiomas de orden y continuidad admite mode-
los analiticos sobre cuerpos también generales. Con este
planteamiento, puede hacerse una geometria proyecti-
va abstracta tomando como axioma el teorema funda-
mental de la proyectividad, uno de los “puntos trascen-
dentes” de Rey Pastor. Ya en el segundo volumen,
los autores introducen nuevos axiomas de orden y con-
tinuidad para probar que el sistema algebraico de los
puntos de una recta es isomorfo a los nimeros reales,
lo que permite probar el teorema fundamental anterior
por ser la multiplicacién real conmutativa. Afiadiendo
otro conjunto de axiomas a la geometria proyectivo ge-
neral obtiene directamente la geometria compleja. Debe
notarse que el tratamiento de la geometria compleja en
el libro de Veblen y Young no se hace hasta el segun-
do volumen, publicado en 1918, después de aparecidos
Fundamentos y la tesis de Fernidndez Banos.

Aceptar este esquema axiomatico hilbertiano hubiera
conducido a Rey Pastor hacia un enfoque diferente de
sus “puntos transcendentes” de la geometria y el alge-
bra, pero estos fueron los objetivos centrales de su tra-
bajo, que siempre quiso mantener apoyado directamente
en los niimeros reales, con lo que su geometria y su alge-
bra se encontraban desde el inicio de su exposicién con
la necesidad y la dificultad de tener que demostrar los
teoremas fundamentales.

Los comentarios anteriores intentan ayudar a explicar
la escasa vigencia que tuvo su proyecto investigador en
geometria proyectiva sintética, tanto por su dificultad
cuanto por ir contra la corriente de los tiempos. El im-
portante esfuerzo inicial de Rey Pastor en este cam-
po, aunque formaba parte de su proyecto modernizador,
estaba mas atado al pasado heredado de Torroja que
queria superar que al futuro que él mismo llegd a vislum-
brar desde sus anos en Alemania. No parece equivocado
pensar que Rey Pastor fue muy pronto consciente de
que el camino sintético era un camino sin salida, pero
avanzo por él hasta que agoté las rentas que podia pro-
ducir en Espaiia®®. Por otra parte, como le sucedié tam-
bién con el 4lgebra®®, no acepté algunos aspectos abs-
tractos de la matematica del nuevo siglo.
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