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El paradigma inflacionario resuelve los tres problemas cldsicos de la cosmologia esténdar: el pro-
blema de planitud, el problema de horizonte y el problema de las reliquias no deseadas. En particular el
problema de planitud se resuelve al explicar c6mo la contribucién relativa de la curvatura espacial del
Universo E‘g%g a la densidad total de energia decrece exponecialmente durante inflacién. Ademads, el
escenario inflacionario nos ofrece un mecanismo eficiente para generar pequefias perturbaciones en la
curvatura espacial que explicarfan las anisotropias en la temperatura de la radiacién césmica de fondo
(RCF) observadas hoy en dfa. Los tradicionales modelos inflacionarios que desprecian la contribucién
relativa ;2%7 reproducen las recientes observaciones del satélitt WMAP sobre el espectro angular C; de
las anisotropias en la temperatura de 1a RCF, excepto para los multipolos mds pequefios, y especialmente
para el cuadrupolo (I = 2) en el cual el valor observado presenta una inesperada caida. Este extrafio
comportamiento nos conduce a andlizar el espectro angular C; a grandes escalas (pequefios multipolos)
teniendo en cuenta la contribucidn relativa ﬁf De esta manera determinamos el tipo de curvatura
caracteristica del Universo observado mds favorecida por los datos observacionales concernientes al
cuadropolo.
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Abstract

The inflationary paradigm solves the three classical problems in standard cosmology: the flatness

problem, the horizon problem, and the unwanted relics problem. In particular the flatness problem is
solved by explaining how the relative contribution of the spatial curvature of the Universe ;2%5 to
the total energy density decreases exponentially during inflation. In addition, the inflationary scenario
offers us an efficient mechanism to generate small perturbations in the spatial curvature that would
explain the observed temperature anisotropies in the cosmic microwave background radiation (CMB).
The traditional inflationary models that neglect the relative contribution :}‘;{—7 reproduce the recent
observations from the WMAP satellite on the angular spectrum C; of the temperature anisotropies
in the CMB, except for the lower multipoles, and specially for the quadrupole (I = 2) for which the
observed value presents an unexpected fall. Such a strange behaviour leads us to analyze the angular
spectrum C; on large scales (low multipoles) taking into account the relative contribution ;2%5 We
determine in this way the type of characteristic curvature of the observed Universe most favoured by
the observational data regarding the quadrupole.

Key words: Spatial curvature of the Universe, anomalies in the cosmic microwave background

radiation.

1. Introduccion

El modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
adoptado como modelo estidndar en cosmologia, describe
muy bien las propiedades de nuestro Universo observable ta-
les como la homogeneidad e isotropia a grandes escalas, la
expansién de Hubble, y la abundancia de elementos ligeros
(Dodelsen, 2003; Kolb & Turner, 1990; Liddle & Lyth,
2000; Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008). El elemento de
linea asociado en coordenadas esféricas comoviles se puede
expresar como:

ds?

Gupdatda”

H
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en donde a(t) es el factor de expansién y K es el pardmetro
de curvatura espacial que describe un universo espacialmen-
te cerrado si JC > 0, un universo espacialmente abierto si
K < 0, o un universo espacialmente plano o euclideano si
K = 0. Mediante la siguiente transformacién en la coorde-
nada radial r,

7
r=

1+ 1K7?
la parte espacial de la métrica de FRW luce ahora conforme

a la parte espacial de la métrica de Minkowski (Mukhanov,
2005):

@
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en donde las variables 7, ¥, y Z estdn definidas como

T = Tsinfcosg,
7 = Tsinfsing,
Z = Tcosb. @

Considerando el contenido material del Universo como
un fluido perfecto con densidad de energia p y presién P
homogéneas e isotrdpicas, la componente temporal de las
ecuaciones de campo de Einstein conduce a la ecuacién de
Friedman (Dodelson, 2003; Kolb & Turner, 1990; Lidd-
le & Lyth, 2000; Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008), la
cual relaciona el parametro de curvatura K de la métrica

FRW con el pardmetro de densidad de energia del Univer-
50} = —L—:

p(‘ritico.
K
7R ®
siendo H = a/a el pardmetro de Hubble, v peritico =

3m%H? en donde mp es la masa reducida de Planck. Esta
ecuacion nos dice que si la densidad de energfa es igual a la
densidad critica p = peritico €l Universo es plano, i.e. K = 0,
manteniéndose 1a relacién p = peritico para cualquier tiempo
c6smico t. Si por el contrario, p > Peritico (£ < Peritico)s €l
Universo sera cerrado (abierto), i.e. K > 0 (K < 0). Siendo
este el caso, K # 0, el pardmetro de densidad de energia
de nuestro Universo evolucionard con el tiempo al igual que
la contribucién relativa de la curvatura az—}fql En general
el valor de esta contribucidn estd dado por el horizonte de
particulas comévil, el cual define el campo visual para las
observaciones a gran escala del Universo y depende de la
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Figura 1. Espectro angular de las anisotropias de 1a RCF (cortesfa del equipo WMAP de 1a NASA (NASA’s WMAP homepage:
http://wmap.gsfc.nasa.gov/)). Mayores valores del momento multipolar [ estén asociados a escalas mas pequeiias del
Universo. La linea continua corresponde al mejor ajuste tedrico asumiendo K = 0. La zona gris representa la incertidumbre
asociada a la varianza césmica. El primer dato observacional a la izquierda corresponde al cuadrupolo ([ = 2).

expansion del mismo.

Un reciente reporte de datos proveniente del satélite
WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe), en com-
binacién con las medidas de distancias de SN (Type Ia su-
pernovae) y BAO (Baryon Acoustic Oscillations) en la distri-
bucion de galaxias, ha determinado el rango de valores per-
mitidos a 20 para el pardmetro de densidad de energia del
Universo actual como —0,0175 < (2 — 1) < 0,0085 (Ko-
matsu et. al., 2008). Lo anterior significa que la contribucién
relativa de la curvatura espacial puede ser tan grande como
(aiﬁy = 00,0175, en donde el subindice 0 significa que la
cantidad es calculada hoy en dia. Una posible explicacién
para esta contribucién tan pequefia es que el pardmetro de
curvatura espacial K es igualmente pequefio (K /a2 =~ 0),
incluso nulo, Io cual corresponde fisicamente a un Universo
muy plano, segin la ecuacién (5). Debido a que esta suposi-
cidén requiere un ajuste muy fino en las condiciones iniciales
del Universo, generalmente se asume de manera mds natural
un Universo con curvatura K arbitraria positiva o negativa y
se recurre al paradigma inflacionario para resolver el proble-
ma de la contribucién despreciable de la curvatura.

En el escenario inflacionario el Universo temprano expe-
rimenta una expansién acelerada, d > 0, la cual provoca que
el factor de expansion a crezca exponencialmente mientras

H permanece casi constante (Dodelson, 2003; Kolb & Tur-
ner, 1990; Liddle & Lyth, 2000; Mukhanov, 2005; Wein-
berg, 2008). Esto permite explicar, en vista de la ecuacién
(5), los valores tan pequeiios para la presente contribucién
relativa de la curvatura espacial EO#H-(?’ sin importar qué tan
grande sca el pardmetro K. Fisicamente esto se debe al re-
ducido horizonte de particulas comévil d,, heredado de infla-
cién el cual se puede considerar como d, ~ ﬂa_—l y dificulta
la apreciacién de la curvatura espacial dado que limita la re-
gion observable de nuestro Universo hoy en dia.
Tradicionalmente los modelos inflacionarios y de univer-
so temprano se han estudiado en el marco de curvatura espa-
cial plana, K = 0. Esto debido al extremadamente pequefio
valor alcanzado por EI}H_Z’ durante inflacién. Dado que las
predicciones tedricas son altamente consistentes con las ob-
servaciones, se avala de esta manera la escogencia de un uni-
verso plano. Sin embargo, como se pretende sefialar en este
articulo, las observaciones de las anisotropias en la tempera-
tura de la RCF a grandes escalas (pequefios multipolos) son
las que presentan una mayor desviacién del comportamien-
to predicho por el modelo de universo plano, en particular la
supresion en el espectro angular C; asociada con el cuadru-
polo (I = 2) (Nolta et. al., 2008) (véase la figura (1)). Dado
que el valor observado para Cj~5 se encuentra atin por fue-
ra de la incertidumbre asociada a la varianza césmica (zona
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gris en la figura (1)), la comparacién entre el modelo de FRW
con curvatura K y el valor observado para C;—5 permiten de-
terminar el tipo de curvatura més favorecida por este tltimo
dato observacional (Efstathiou, 2003; Massé et. al., 2006).

2. Efecto de la curvatura espacial en el
espectro angular de las anisotropias
en la temperatura de la RCF

Un modelo mds realista del Universo incluye adicional-
mente las perturbaciones en la métrica. Estas pueden ser cate-
gorizadas en tres distintos tipos: escalares, vectoriales y ten-
soriales (Mukhanov, Feldman, & Brandenberger, 1992).
Sélo se consideraran en este articulo las perturbaciones es-
calares pues son éstas, las que a primer orden, generan las
inhomogeneidades en la densidad de energia del Universo,
esenciales para la formacién de estructuras. Dichas inhomo-
geneidades son finalmente responsables de las anisotropias
en la temperatura de la RCF, % ~ 10~° (Hinshaw et. al.,
2008).

El método mds simple para modelar las inhomogeneida-
des en la densidad de energia p (y la curvatura espacial) supo-
ne que éstas fueron impresas en el Universo temprano debido
a las fluctuaciones cudnticas asociadas a algtin campo escalar
1 que domina dicha densidad de energia durante el periodo
inflacionario. EI campo 1 es por lo tanto el responsable de
generar inflacién y por ende se le denomina “inflatén”. Las
fluctuaciones cuanticas en ¢ adquieren un carcter clasico a
la salida del horizonte (Lyth, 1985; Lyth & Seery, 2008), y
contribuyen al tensor momentum-energia generando, a través
de las ecuaciones de Einstein, perturbaciones en la métrica
de FRW. El tensor métrico perturbado g,,,, se define median-
te la expresion (Mukhanov, 2005; Mukhanov, Feldman, &
Brandenberger, 1992):

L [ 1+24 0 ’
gul/(m)t) - 0 2 1 . ZA)(SU 4 ( )

a
T 1+KTY/4 (

en el Hlamado gauge longitudinal y en ausencia de presiones
anisotrépicas, siendo A la denominada perturbacién intrinse-
caen la curvatura.
La relacién entre las perturbaciones métricas y el cam-
pe 1 estd dada por las ecuaciones de Einstein perturbadas a
primer orden:
0G ., = 8wGET,, . (7

siendo G v €l tensor de Einstein y 7}, el tensor momentum-
energia el cual es una funcién del campo escalar ¢ Sepa-
rando el campo escalar como ¥(Z,t) = o(t) + (T, 1),

las perturbaciones en el campo escalar ¢ se pueden cal-
cular a partir de la ecuacién de Klein-Gordon generalizada
{(Mukhanov, 2005; Mukhanov, Feldman, & Brandenber-
ger, 1992):

1
7= V=990 = -V (W), @®)
con V'(¢/) denotando la derivada del potencial escalar V con
respecto a .
Finalmente, la cantidad fisica a calcular es la perturba-
cién primordial en la curvatura espacial comévil invariante
de gauge (Bardeen, 1980), definida como:

<=—A—H(@>, ©)
P
la cual mide la curvatura espacial intrinseca sobre una hiper-
superficie de densidad de energia uniforme. { est4 relaciona-
da, a grandes escalas, con las anisotropias en la temperatura
de la RCF medidas por un observador en (&g, 170) mediante
la relacién de Sachs-Wolfe (Sachs & Wolfe, 1967):

8T (R, T, 1 Loz
<(—T0i)>~ = ¢ (@up,mub), (0
PO

en donde 71 denota el vector unitario en la direccién en la que
se observa la anisotropia, y (;(Zy p,1up) es calculada en la
hiper-superficie de la dltima dispersién (la superficie espaciat
desde la cual recibimos la radiacién césmica de fondo gene-
rada en un tiempo conformal 7y p). La relacién en la ecua-
cién (10) se puede entender fisicamente teniendo en cuenta
que ¢ representa, a través de las ecuaciones (6) y (9), el po-
tencial gravitacional dependiente de la posicién. Asi, debido
a las inhomogeneidades en la densidad de energia sobre la su-
perficie de la dltima dispersidn, cada fotén debe superar una
barrera de potencial de mayor o menor altura dependiendo
del sitio de emisién. De esta manera, la perdida de energia de
cada fot6n, asociada a un corrimiento al rojo en su longitud
de onda, corresponderd a una reduccién en la temperatura
asociada al fot6én de acuerdo a la ley de desplazamiento de
Wien (Weinberg, 2008).

Con la informacién presentada en la ecuacién (10) se
puede calcular el espectro angular C; definido mediante el
correlador de dos puntos entre dos temperaturas medidas en
direcciones diferentes del espacio 71; y 715 (Dodelson, 2003;
Liddle & Lyth, 2000; Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008):

5T () 6T (o) A+1_ . .
<TT :Z g DA 2)C, (D

en donde P, denota los polinomios de Legendre. El espectro
angular C; a grandes escalas (pequefios multipolos) depen-
derd, por supuesto, de la perturbacién primordial en la curva-
tura ¢ a través de las ecuaciones (10) y (11).
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Un escenario sencillo en el cual se puede calcular el es-
pectro angular dado por la relacién (11) es el escenario del
curvatén (Enqvist & Sloth, 2002; Lyth & Wands, 2002;
Moroi & Takahashi, 2001) en el cual se desprecia la pertur-
bacidn intrinseca en la curvatura durante inflacién (A = 0).
En este modelo se asume que ( es generada por las fluc-
tuaciones cuinticas de un campo escalar ligero débilmente
acoplado ¢, con potencial V(o) = 1mZo2, que no domina
la densidad de energia del Universo durante inflacién, y que
por lo tanto no genera el periodo inflacionario. Al campo es-
calar o se le denomina “curvatén” porque, a diferencia del
inflatén (el campo escalar encargado de generar inflacién),
€ste si genera en este modelo la perturbacién primordial en
la curvatura .

Asi, ¢ calculada para escalas de superhorizonte (k <

aH) serd proporcional tnicamente a la perturbacién en el

campo o
So -
(@) o (—”—") . (12)

Jdo

Las fluctuaciones del campo o sobre la superficie de la Gltima
dispersién (SUD) se pueden calcular mediante la ecuacién
(8) en coordenadas esféricas para asi obtener:

((Zup,mup) x -

lLm
(13)
En la expresion previa se ha tenido en cuenta que, en el es-
cenario del curvatén, la razén %2 2 permanece constante des-
pués de la salida det horizonte durante inflacién y hasta antes
de que o decaiga durante la etapa post-inflacionaria (Lyth,
Ungarelli, & Wands, 2002). También se ha tenido en cuen-
ta la contribucién de todos los modos, siendo las funciones
angulares Y7, los arménicos esféricos, y las funciones ra-
diales <I>fj las funciones hiperesféricas de Bessel (Abbott &
Schaefer, 1986; Harrison, 1967) con | < /3. Los ntimeros
de onda canénicos se definen como 8 = vk? + 1 para un
universo cerrado, y 8 = v/k? — 1 para un universo abierto,
y el tiempo conformal 7, denota el tiempo para el cual la
escala cosmoldgica en consideracién sale del horizonte. Pa-
ra el caso de un universo plano las funciones propias @lﬁ(r)
corresponden a las funciones esféricas de Bessel j;(kr) (Ab-
bott & Schaefer, 1986; Harrison, 1967).

Durante inflacién, y antes de salir del horizonte, las
fluctuaciones éo pueden ser consideradas como operadores
cudnticos. El operador de las fluctuaciones en el campo o
durante inflacién se puede expandir en arménicos esféricos

S [ stas [‘5(’"] B (20) Vim ()
n="11

de la forma

So(7,m) / B2 dB{apim B (r)Yim (8, #)005(1) +

aﬁlm,q)ﬁ (T))flm.(g ¢)6U,B(n)] ) (14)

usando como coeﬁmentes los operadores creacién y destruc-
cién agym ¥ %zm los cuales satisfacen las relaciones de con-
mutacién

[a’/ﬂ”“ &;;Vl’m } [32 (IB ﬂ You S
(@pim, Gprim] =0,
[&le’ &L’l"m’} =0. (15)

La escogencia mds razonable para el estado cudntico del Uni-
verso durante inflacién es el estado de vacio 0), ya que un
niimero de ocupacién promedio significativo generaria su-
ficiente presién positiva para prevenir inflacion (Liddle &
Lyth, 2000).

Asi, al calcular el promedio estadistico (11), se obtiene la
siguiente expresién para el espectro angular Cj:

ds
B
para la cual se define el espectro escalar de potencias P,

mediante (Dodelson, 2003; Kolb & Turner, 1990; Liddle
& Lyth, 2000; Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008):

C'z=47T — Pso (8)|®5(xun))? . (16)

22
Pio(3) = 25 160s(0)3my, - ()
Como se observa de la ecuacién (5), las escalas cos-
moldgicas relevantes presentardn una mayor desviacién de
la planitud®. Los modos asociados a las escalas cosmologi-
cas relevantes vienen dados por 3 < agHy, los cuales son
iguales a los modos 4 < a, H. cuando éstos salen del ho-
rizonte durante inflacién. Asf, y dado que I < 3, cualquier
indicio de curvatura espacial (si existiese) se observard ana-
lizando el espectro angular C) para grandes escalas o mo-
mentos multipolares pequefios. Para este fin, se requiere el
espectro escalar de potencias definido en la ecuacién (17)
(Marifio & Rodriguez, 2008):

H\? 1
Pso(B S aoHo) = (*i) 75 ;i K>0,

2 o

(18)

4Obsérvese que [a(t)H(t)] ™! define la escala que cruza el horizonte en el tiempo cosmico t.i.e. 3 = aH. De esta manera, entre mis grande sea la escala
q q P g

mayor serd la contribucidn relativa oaT
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H\?
Pso (8 S apHp) = (g) ; K=0,
(19)
Hy\? 1
Pso (8 SapHpy) =~ (g) PRRRLN ; K <0,
R
(20)

para universos cerrado, plano, y abierto respectivamente, en
donde se ha definido Hy = /p/3m?% siendo p la densidad
de energfa del Universo durante inflacién. Las expresiones
(18) a (20) corrigen un error de célculo en las expresiones
andlogas presentadas en la Ref. (Massé et. al., 2006).

Se observa a partir de las ecuaciones (18) y (19) que para
el caso del universo cerrado, K > 0, el espectro de potencias
se suprime ligeramente con respecto al espectro de potencias
del universo plano, K = 0. Para el caso del universo abier-
to, K' < 0 (ecuacién (20)), sucede lo contrario; el espectro
de potencias se ve realzado ligeramente con respecto a aquél
del universo plano. En el espectro angular C; definido en la
ecuacién (16) el efecto de la supresién o realzamiento sélo es
observable a grandes dngulos, correspondiente a multipolos
bajos o { pequefio. Observacionalmente, como se deduce de
la figura (1), se advierte una notable supresién para el cua-
drupolo (I = 2). Lo anterior sugiere, teniendo en cuenta que
el valor medido para C)—, estd atn por fuera de la incerti-
dumbre asociada a la varianza c6smica, que los tipos de cur-
vatura caracteristica de nuestro Universo mds favorecidas por
este dltimo dato observacional son la plana (K = 0) y espe-
cialmente la cerrada (K > 0) (Efstathiou, 2003; Massé et.
al., 2006).

3. Conclusiones

Aunque existen en la literatura numerosos modelos que
permiten explicar las anomalias concernientes a los multipo-
los mdés bajos en el espectro angular ('} de las anisotropias en
la temperatura de la RCF (véase por ejemplo Refs. (Abramo,
Sodre Jr., & Wuensche, 2006; Jaffe et. al., 2005; Jaffe et.
al., 2006; Kesden, Kamionkowski, & Cooray, 2003; Moroi
& Takahashi, 2004; Piao, Tsujikawa, & Zhang, 2004; Ya-
mazaki et. al., 2008)), la inclusién de la curvatura espacial
del Universo para explicar la supresién de C; en el cuadrupo-
lo parece ser mas natural, puesto que no es necesario incluir
modificaciones a los modelos mas simples de generacién
de estructuras. Ademds permite explicar por qué a grandes
escalas existen mejores indicios de la curvatura, mientras
que a escalas mas pequefias el Universo parece muy plano
como lo sugieren las observaciones de ;. Un anilisis adi-
cional que considera el efecto de la curvatura espacial sobre

la relacién entre la dependencia del indice espectral en ¢ con
respecto a la escala y el mismo indice espectral se encuentra
en progreso (Marifio & Rodriguez, 2008). Los resultados
preliminares de este anilisis parecen de nuevo favorecer la
suposicion de un Universo cerrado o plano, descartando en
gran medida al Universo abierto.
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