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En esta contribucion presentamos un sumario de recientes resultados sobre aplicaciones de la
teoria de polinomios ortogonales no estandar (en particular, asociados a medidas soportadas en la
circunferenciaunidad y respecto a productos de Sobolev asociados a vectores de medidas soporta-
dosen larectareal). Consideramos transformaciones espectrales de medidas y su tratamiento desde
el punto de vista de factorizacion de matrices. Finalmente, se abordan algunos problemas de teoria
de aproximacion en espacios de Sobolev.
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Abstract

Inthis contribution we present asummary of recent results on applications of the theory of non
standard orthogonal polynomials (in particular, associated with measures supported on the unit
circle and with respect to Sobolev products associated with a vector of measures supported on the
real line). We consider spectral transformations of measures and their analysis from the point of
view of matrix factorization. Finally, we deal with some problems of approximation theory in
Sobolev spaces.
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1.  Introduccidn

Sea jruna medida de Borel posiliva cuyo soporte os
un subeonjunto T, na finito, de la recta renl ¥ tal gue

i /’m"ﬁ"u' = 4o,
d

para todo n & 4,
De manera univoca gueda definida una succsion de

polinomios mdcicos <, -q wal que

j;::*!:.‘{m}d,u =y kBt mE
1

[P}, . ¢ deromina sucesidn essdndar de poli-
nomios ortogonsles monicos respecto a la medida p.

c . o =1y
bi d, = _]': (DL (z)) " dy, enlonees o soeesicn
=

de ¥ Py . g denoming succsidn cstdandar de poli-
Lzl

nomios ortonormales respecto a la medida e

{1}, = satistace una relacidn de recurrencia a tres
términea

&Py f..!.’l = Fap rEI S R T A (L.1)

domde 3, & B v v 2 By

B términos matsiviales, |4 anterior relacion viene da-
da por

[ Fuiz) [ Ayix) ]
I |r:!.zl I [rr]
@ : M :
Faix) Falr)

domde M e una malriz eridiagonal

e 1 {1 mnmoo---
~1 0 1 i
M —
] fa a1

Estoz polinomios ortogonalos aparecen en diversas
dreas de las mmatemdcicas como la teoria do aproxi-
macion, analisis mendrico [:ﬁﬁrrnu'_aﬁ de cuadratura gaus-
slana, métodos espectrales para problemas de velores en
la frontera), teoria de codigos, sistemas inteerales, ol

[l interds de su estudio ha crecido en los ultimos 20
afios como conscoucncia do sus nplicaciones que han en-
riguecido de manera notahle la tecria clédsica. A mado
de cjemple, en (24 se consideran Lranslurinaciones de
Dl diseretas para familias de polinomios ortogzo-
nales ¢ue satistacen (L.1), entendiendo dicha relacian
comno una ecuacidn de Schrodinger discreta. Die manera
nalinral aparecen las denaminadas transformeaciones es
pectrales candnicas que corresponden a perturbaciones
ol ln moedida @
|

L

=2

iy Christoilel

dit = (& ajdy, a¢l
CEE) Lvarow
elfp — g | M,
com B o= By v 4 la luneidn de Dirae en a.
[i5d) Geronimns

|
dﬁ — dll!‘!- + -1|'-"I|5ru

2 — I

o o F L

La relacidn entre las malrices Lridiagonales asocis
das se establece a través de la factorizacidn LU y UL
de la matriz M correspondiente a la medida p (véase
[1]} mientres que a través de la laclorbacion QR de
M ose puede abordar la irerecidn de la cranslormecion
dip ={z  a)’dp (véase 2.

El aobjeto de cste trabajo es presentar un anslisis ma,
bricial de pelinomics artogonales no cstdndar, on parti-
enlar, de deos silueciones anplinmente estudiadas en la
literatura:

{1) Bl casza de la circunlerencia unidad 1 comno soporte
de una medica wgee define un producto sscalar

.} = f plzlgiz)dy,

doade p,g son polincmios con coslicientes complejos
{véase 23 asi como 7] ¥ [22] desde una perspectiva
numerical.,

i11) Bl caso de arlogonalidad rospocto aoan vootor de
medidis a trovds de on produocto de Soboley
o /.

p=n T

P.q (2 ) dp,

donde Iy © B deaota ol soporie de e medida g, & =
L. (vdase I, (177, [18] ¥ [19]).
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[l marco gereral se analiza en la seccion 2 donde
sn estahlece una conexidn natural entre productos es-
calares penerales, malrices de momenrtos, matrices de
Hessenlwesg v martrices de controlabdlidad.

Er la seccion 3 ee sstudian transformaciones es-
pectrales para medidas soportadas en la eireunforon-
cig unidad, Bn particular, analizamoes los andlogos de
lae de Chrisloffel, Uvarovr ¥ Gleronimns establociendo la
conexién eon las hmclones de Carathéodory definidas
por la snecsion de momentos,

Er la seccidn 4 so consideran las nuevas mmatrices
diz Hessenborg asociadas a wna transformacion espectral
lineal corme cs la de Christoffel asi come dos efemplos
raciomales no linealss.

Finalmente, en la seceidn O prosentamos al;imaos v
sultsdos relativog a matrices do momentos para prodie-
tog de Soboley v sug implicaciones en el andliziz de log
eooticientes de Fourier correspondientes a Joz polinomios
urtegongles auocisdos.

2. Polinomios ortogonales y sislemas lineales

En el espacio vectorial P de los polinomiss en una
variable con corficiontes compleojos introducimos un pro-
ducto ssealar {, 1, 1 oo una aplicacidn de P x P en © tal
que

(£) dop + Fg,r) = midpred | FHgrh com 3 2

S =

TN R T T I I I

(i) dpopt e Wy, pe B J0)

81 se considera ln brse candnicn (2% ),s0 del eapa-
cio P, tensmos asociada la matriz infinita de Gram
i = ':rﬂw:?'}::--u‘ tambign denominads matris de -
mentos, donde v = {28 2% Ba, o n=0,1,..., deno
tard la submatrie prineipal de orden (o — 1] = [0 + 1}
de ln matriz K.

T'cr otra parte. aplicando a la base candnica el méto
do de ortogonalizacidn de Gram-Schmidt podemos con-
struir una tnica fomilia de polinemios {Fa},, ., tal que

ni

() Palz) — Wnwez™ 4+ términos de grado inferlor,

Y
. ) )
(i) (P, Prd — due, para 05 & 5 i, donde 8, p o

L dleeltan de Wronecloer,

La familia {£.} ., s¢ denomine familiz d= poli-
nomios ortonormales respecto al prodocko escalar 5

La familia {H; Wy p se denomina familia de poli-
! CRRR T

nomios orlogonales manicos aeociada al anterior pro-
dicto escalar.

30 mediante wpyy = |[Lm.003% ¥ oemyn —
|[Eolz) Pylz), .o Falzd b denotames los weclores

polindmicos de orden w—+ L correspondientes a las bases
{e" bme ¥ [ Palynn: entonces e deduce Fcilmente

Prn[u‘rm‘f‘.ifnn 2.1
f2) da gt WV — B
VI Mg W ) it

L] i) Vg — fndl-

Caon la anterior notacidn queremos denotar que el pro-
dueto escalar se aplica & cada una de las entradas de las
matrices producto.

Por otra parte, ¢, = Ajteg, donde 4, £
LRl pe pnn matriz triangular inferior con ele-
mentos diagonales positivos, Mas concretamente, los
clomentos  dinpocales son low cocficicnces condoe-
LOTES Kap. 81,1, - - - Bnn de los polinomios ortonormales

Palz), Prizl,. .. Pzl

Teniendo eu cuenta gue

CElpet = Mt (Do Mo Fea (215 (201D

Meps v

donde 4 = v Af, una macriz Hessenberg

LTS BT |

infrrior, s Giono
ZAu'lUlr = ?anxJ"]-ﬂi-'!:11| | !U1 dvglly 4 S |Pﬂ | ||:.2ch,

buhiiy By

P
EATEEE _.-"111,:1 |:|er.|-'fl_.-|.'t|'_-'|.|._ 1 {1: i ..1[\'};]. :IE.Q.:'
o 1,541

ldentileande los entredes cn los dos micmbros de o
pnterior ignaldad, sc ticne
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0 I D]
{ il 1
A7 ML A= ] : R (2.3)
i 0 1
—ily—1 el _aﬂ+'_.1.' Mypt11
oz
donde ey (&% = #pg1 ma {z“"‘l g AT i Ry o b e s (f_ﬂ) — Z, 4+ ugel vomo
thy = [ Bppl bl —ntims .—ﬁ-n+1.1:$ bl o= (00T 1_]I' g B

¥ #a es o mateis de orden (r—+1) = (e 13 con L en la primers subdizgonal ¥ las restantes entradas son nulas.

D (2.3) 20 sigue que ol polincmio caracteristico de
My es precisaments el polinomio "‘3;-1-1..-¢+1Pﬁl 1. o
otTa parte,

! P e a1 { -1
R.-”_ = '.I'l'.l'.;'-r|_+| "L"r|.+' §— '.|.1ﬂ '”i"nl lq'l:r._-- 1."1“ 4 :
[2.4)
AL T, E
o AEIATRL R

Puesta que L, = AZ! es triangular inferior con ele-
mentos diagonales positives, [2.4) es la factorizaeidn de

Cholssky de la matriz K.

En la teoria e sisternas lineales [13] ol par
aat
((F,E:‘ﬂ | » E'-;]); domde ey — (10,000 & o LD 5

denoming par candnico de controlabilidad de la meatris
It,. De hecho, para k=101, ., n

Vo = "fi: ('ﬂ;l’q;ﬂ] F;

wen ¥
H

= &} {Hg.nzl:)kzi:'.‘i;,‘" I:.-F:-[;D :l i

— b (AL ME) (MI] ATY e

(e 1) M2 (M) (e5A, )"

Si denotamos g7 ef AL esto es g, = A ey = Lies
¥, POT LAnto
e
an My )
B = o [grs Mg o0 (M ]
Gn My
= Colx,
(2.3
donde Cy, = [gn, Mate..on, (ME"% g es la maleke de
connrolabilidad asociada al par (347, gn).

Ahora bien, de (2.3} 5o slzue que

i
T L LA T L T
*qn{"ﬂJI = L}Fﬁ ‘iﬂ.!

¥, por faabo,

)
T
=

AC, = Fg
En conclusidn, la matriz de controlabilidad . £
Crolmol panciada al par (M) g,) es la inversa de la
matriz A7,

Fn 2l caso del producta escalar estidndar asociada a
una medicdn positiva josoporkada en le recra real, la ma-
triz ML om uns matrke de Jacobi,

En ol ease del producto cscalar no estdndar asociado
a mna medida, positiva g soportada en la circunferencia
unidac, la matrizs M, e une malrlc casi-unitaria (ver
[15]}.
Definicidn 2.2 [|13), [14]). Le surcsidn (Fy. ga) donde
£, eemtel g 2 OP L po deviornana swecsion gen-
eripdorn de espacios de estads pane la madriz de momen-
tes A s, pava coda ny, o maiviz de contrelabidided de T,
e Cn = [t Patn, oo F o).

Bl par (M}, g, es una sucesitn zeoersdors de os-
pacios de estado asoclada a lo msiris de momentos 1.
Vewnos como ¢ pledes construir por indoceidn dicha
sucesion poneradora de espacios de estado, esto e, pre-
sentaremos un mélodo recursivo que permite dedueir

(M2, tag1 ) & parcir de (07, .0,

Derotaremos My = [rya),

It fig ] 0
1 e - 4
Rﬂ+1 == ¥ = 'IC '
By  Tatlntl
para i = M, con o, © Oy supongamos que hemos
encontrade un generadar de espacios do serado (P, ws)
para la matriz #, . Quersmos cneonlrar oo generador de
capacios de cstado (Fuor, geer) para la matriz 2, de
TELELEITEL LI
: Fo o+ | i | (
Fain= [ 1) J1 e I 2.6
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8i Ry = Ln,Ly, con L, trianpular inforior ¥ clomentos

diagomalss posivivos, denola la lactorisacion de Cholesky
ce la matriz R, o3 facil probar gue

B G = [ I, in
s By Tndlatl
I & b 'lr.-;_ Leta:

! ff:pr:.;* [ 0 [

(2.7)

Eauilhis,

T V=L n—l ey L,._ EL: J‘t'. i
Asi pues, la matris L0 e triansular inferior con ele-
mentos disgonnles positivos y, por consigoiente, [2.7) 65
la lactorizacion de Cholesky de 5 4.

e !'-'~+J = [R+ ¥ ":E—l

{
or otra parte, g, = Liey = [rl-_‘%ln: [ J— :[]] . Doter-

minaremaos, & continuascidn, Fqpq. Dado gque, de acaerdo

Utilizanda (2.6)

3

con (2.3, podemos asumir que
Fo = T (7 + el ) 177,

donde 1y, a8 un vector a determinar en O v e =
0,0 0 1) Ol se signe que

Fopr = Lig (Zor | Bagreleg) Lih

™ T
= B LEE “ppcpl
i Co .':’ll-"-‘
demde
i ; ~amti,l "
U 1 B R : r-]l:r.I CoLc
F

n

v 2, &5 la matria de ovden (n+ 11 = (n 0 1) gue licne 1
e la primera subdiagonal v las restantes entradas son
nulas,

+ -1 i — -1 —po=1.
T [ L7 Lotan | [ #n o L —l it o e T
ek I e G || 0O i )

donde
N (Lntin + 3 B Doaeh IS Sk AR feagell s

Sin mda gque cseoger
By = Ly *szl'ﬁn = fig " i2.8)
de manera que

el

Foa=|. ™ n
+1 — | Ly—= —wg =1, :
L L J:m_]_vl':ﬂJl_.” ,Sﬂ = E.‘:LL" .L_,I_ [P

Asi pues, hermos oblenido explicibamente o v g1
satisfaciendo las condicioncs de anidamiento (2.6].

Ee importante resefiar que las raavrices F,, son Hee
qenbierg snpericres, esla es, las entradas por debajo de
la primera subdiagonal son nulas. Acemds, la sleccida
de 1y en [2.8) tlens uune portancia especial, De decho

; .| R i
e 3 E e e 1 il !
[ b L]Hﬂ bl e 1. .,a:- Tadl,m41
2 e Bl

r . e —1. ot —

‘ Lo (8 — Lyt agel ) L in
tT—=

L J!ﬂ.| i ""':".L:'.

iy — el L;‘I—nl.r:" |

Esto significa que el vector s |-l 1] & 10+ doo
fine un polinomio monizo de gradc n—1 que es ortogonal
a [F, rospoero al producto escalar ssoclado a la matriz
de Gram E.

Obscrvese que Fy, = MY, de acverdo con la notacidn
[2.5].

3. 1Polinomios ortogonales en el circulo unidad
v transformaciones espectrales

Sea F ) O C — T una luneidn compleja que e
analitica en un entorno de = =0 1. o

Lol
Fleh—on QEE:;,E", M
k=1

loniele o € B, w0 para b £ T limosup op # oo
A dicha fneidn le podermos asociar un lincional Tineal
L definido en el espacio de los polinomios de Lauvent
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A — span {:k D hE E} de manera que

L@ I':,,"’] =g,

donde asumimos que ¢y = &, k& © M Lr deline ura
aplicacidn bilioeal {, b en el espacio P de los polinomios
con coeficientes complzios de la SLgumnT.D forma

ke E,

(= Cp (p(zlgi="").

Ta aplicacion hilinesl | |, : sscisface las propiedados
i)y () de los produckos esealares introducidos en la
seceidn precedente, Si, acemds, se satisface (i) dirermos
que £y es un fimcional definido positivo, En este cazo,
existe una medida positiva no trivial g soportada on e
eireunforencia nnidad de maners, que

1 rdr il 4z

a2
2 J’” 1.1.|']

Definicidn 8.1 {[4], [21]}. [ne funcidn complejn F
que admite wno representecion de de fevrer (3.2) donde
pooes wme meedida posftiva se denaming funciin de
Comathéodory (O -funecicn).

Flz] = {Ep: (3.2)

Es immediato probar que £ os C-luncidn =1 y sdlo si
Fosanalliiicnen T — {z e ©: |z < 1} vy Re{F(z}) >0
para |z < 1.

De acuerdo con este remualtada, £ o3 nna C-Mancidn sl

¥ ailo s o una, O-fineidn.

T.a matriz de momentos & asociada o la forma b=
neal ) determinada por un funcional lineal satisface
la propiadad

Pho= {z"" RIS e N

cstores, lns ontradas de cada aubdiagonal oo inmariantes.
La matrie & s denomina matriz de Tesplite (ver 80,

51 asnmimes que las submalrices principales B, do
H oson no singularcs pare todo 0o B, el lincional £
s& denmming cuasi-definido. En este caso, exisle nn
unica sucesién de polinomios mdnicos {®,} ... eon
deg &, = n, de maners que

k=01....n—1 y
e M.

(B, 5%y =10,

W, 2™y =d, £ 0,

La familia [rb"'-'-]:r.';g!'.l go denomins sucesion de poli-
nomios ortogenales monivos respecte al fimelonal 2y
{wver 4], [12]).

Pruposicidn 3.2 ([4, [25], [237).
siligfuce dos tipes de relocione

La sucesidn {Wa}, .-
& B TECUTTETC

e

(8 Mecurrencia ascendente:
Pryplz] — 2Dnlz) + Eug (P 2).
fied Recwrrencia descendente

ezl = (00 %) 2D (2)+ B (03D (), (3.4}

(5.3}

T T
datide B 1z — P E-0)

Las evaluacionos Faq (0 Jde los polinomios ortogo-
uales ez = 0 se denominon cocficienées de reflemion.

TIna demestracion de aste resultado atilizando los
generadores deo cspacics de cslado de la matnz de
Toeplits /i aparece en (14, Sin embarge, ulilisando el
hecho de que o operador de wuliplicacidn por 2 es uni-
Lario respecto a la forma bilineal ¢, F se pueds dar uaa
demostracidn alternativi.,

Lema 3.3, & J; ¢ 5+ es ann matriz con 1 en
lo enti-giogonal privcipal o los restantes entrados son
maddns, Enionces

R

Demastrecion. [0 inmediaca teniendo en cuenta que H,
e85 una matriz Teeplite v hormeitiana, [

Lema 3.4,
T I e
ir 10
Tt
Demostracion. 31 $riz) = 2" + 02" — - + Onn
enlowces Lensmnos
[l:f'n.ﬂ- ERIT 0 Y |]Rﬂ = l'.-l. 0, ....0, -in-].
Considerando conjnugados
Mo B Ll =0 W Uiy
[l Bnty ooes Bngn) JaBle = [0, oo, O, e,
Muluiplicando o la dorecha par J,
[1. {-T'.'I.].' vany g m I, = [f'-'::r.- “a 1-l:l]--

De agui se sizue ol cnuncizdo,
emostracidn de la proposteidn 8.8

() g (2] — 20, (2] € P,

i g — 2@, iz), 2

v, aderds,
=),

parta k 1.2,... Por tanta, ®,.172) —
2P () = XD {2). Evaluando esta ipualdad en
z =0 s tiene A, = T, (00, de donde se slpoe
el enuneisdo.



MARCELLAN, F.: POLINOMIOS ORTOGONALES NO ESTANDAR. APLICACIONESEN ANALISISNUMERICOY TEORIA... 59

) Taga () B (03P 4 (2) T 2T ¥ ademds,

{pia(s) — By (015, (2), 2% =0,

et

para b — 1,2, .. e Tor tante,

"-D'rl.+'.|. I:Z:I — 1 a+1 I:’: ' l'j-’:a+1 [2} - E.‘azmn I:Z:I A :':j 5}

o

Tdentificando los coeficientes de = BI1 ANl

hos miembros de la igualdad anterior. e tiene
" o §

L — L — |®,0000}7, de donde se sigue el

enunciado, C

Corolario 3.5.
f-li::-i—l

- .
7, =1— |8, (], neE M.

Demostracidn, Es una consernencia inmediata de mmlci-
plicar los dos miembroa de la igualdad (3.5} por 28, {2)
v aplicar el producto egcalar, [T

Die agui se sigue que |[$, (0] £ L. Reclprocaments,
dada une sucesion {on f,wq de nlimeros complsjos tales
que Jue| # 1 exisle un doico Tuncional lineal £g Lal
que Ia vorrespondienle sueesion de polinomios ortogo-
nales mdnicos {Bg ), soislove $uy(0) = aq. Para
ello, basta utilizar la recurrencia sscendente ¥ construir
la familia de polinomios manicos {®47 ., de mancra
que los momentos se determinan de [orma recurrents a
partir de

(2laiz), L} = =@, 1(0)d,,.
asto &3,
Comd =10+ @a s = =D 1 (U4,
para v = B oo doy = o
Definicidn 3.6 {4, [23]). Los polinomins monices Ty
de gmide n definados mediante

o S .
0(z) = L (g_—ﬁ (®a(y) - Pal2))) (3.6)

se denominen pebnomios de sequnde cspocic asosindos
el funrional L.

Bz nn sencillo ejercleio comprabar gue
ﬂﬂ+1{z:| = -i"-ﬂ'u(#':' @11+1[.'|:':=”;|:3}

v, por tanto, {Qﬂ-}nzﬂ os una sucesion de polinomios
crioponalss monicos respecto a un luneional linesl £

Proposicidn 3.7 (|21]).

(.!-.:'.- { I‘.:::III:]:ILZ:_ 5-!'”':.3;' = U [2‘:; i
Fign(z -tz = O {z"' S

(i) F(z) =

Fz}

Tiz esta. forma, aparces un privmer ojemplo de lo que
denominarcmaos transfarmacicn espoctital de funcionales
lincales L.

Dhelinieion 3.8, Lhedo vovea Punosicre Boavaafifden ere v
endorno de z — | diremos gue B, funcidn anelbtiza en
uft eftorng de z — [, &8 wia drangforoecion rucional de
B st meisten polmorios A, B, €, 13 tales gue
Al {21+ Biz)

C =) Diz)
B0 0,

F{ A {37

con Az

5 11184 5—i'|1:'1':-\.ic'1r| t]i' |1r_'r]i||c_)rr|'|c:n-_| r_rr1,:_'|gr_|r|u—

51 [cp""]r.g._:-:‘.l]
Tew rndnicos respecio o Cp parece natural analizar las
eondicionea neeesariad y suficientes para I existencia de
una seesidn de polinoemios ortegonales mdnicoms meapee-
toa L. Fale es un problema ahicrio.

Moslroremos o eonlinuscion alpunos ejemplos de
Lransformaciones racionnles,

2.1, Transformacicn de Christoffel. Considérose
un funcional lineal v tal cus la forma bilineal asociada
satisface

(0, 0} — ({2 —ap. (z = aygle,., ae (3.8)

v = (5, (L) 20 denomina transformacisn candnica de
Caristoidal de O,

En 3] v [15] 8o han presentedo condicionss necesarias
¥ suliciontes para la existencia de una sucesion de poli-
newnios monicos orlogonales respecto a v, De hecho

Proposicidn 3.9 (3], [13]). v es cuosi-definido 31
aiito si fu(n.0) # 0, n =M, donde

:'3 il O o

rog ¥ -x'-'f".li Pl {.':'
Kylauy = k L:i—?(
rl

=u

R
Yeamos que Flz) — v + QL?JMJ‘;. donde v_p —
k=1

%) e una transformacidn racional de £

ofd

i

Fx F
g 05} =dEhle
i sy

k—1 k

=k fgi rJ._::J",:-, ). =42 (Ea R A T
Go — GC_ipon) — G0= ke +lalfok

(L+ |af?} e—i — ae. i 1y — Bo_ iy



570 REV. ACAD. COLOMB.

CIENC.: VOLUMEN XXX, NUMERO 117-DICIEMBRE DE 2006

De esta manera,

P[.’é:‘ =t 2}::1’1:3";

k=1
= |:] 4 _l:'l-lz:] g — R - A0y Qi_-!,z t!,'_-_|.E,'rli
b=l
2
_ ‘MZ‘*H | '_?!E [_J I ﬂlz-:l apat

g1

= (1 +af®) # nc1+22‘c~“+’ﬁ
k=0

i
- Em +2 Z P Jj
=2

= (1+ aP) Fiz) - a(es t 2(F(2) +eo))

1. : .y
—-r.r(r:; [ —[Fiz] e --'z,clzflf-

f 2
i o {
Iil+|n a \;IFﬂ rll- )
— oy eyl

Proposicidn 3.10.

Alz)F (2] + Bz

Fiz)— '
G i) '
donde
Alzy = —nz® - - (1 + |« z—un,
B(x) = -—fepz?+ |-1L —fe )z 4wy,
Diz) =

I el raso definido positiva, iteraciones de escas
transformaciones de Christolel han sido estudiadas en

[3] ¥ [11..

3.2. Transformacion de Uwvarov. Considéress un
Bioneiomnal lineal 1 tal qoe la torma. bilincal asociada se-
tisface

Qe = (B gher + Mp(a)gia™" )+ Mp{a~ Jgla), (3.9)
con 2| 1w M= O oo — U, 4 {£F) 50 denomina trans-
formacidn eandniva de Uearor de S,

Proposicidn 3.11. » s cuasi-dafinide 4 p 20lo &

Kyp—1ln,a) 1-l I Ay ‘l[[t.,a .

dﬂthﬁ_ %_j'l'Kn—ll;ﬁ'_]:'}':l K~ lL"-: ..t_,!. 1'

£0
i3
e ol s L

Dhewnwslrocidn. Jupongaines gue v es cuasi-definido v sca
¥ raap lasucesidn de polinomios criogonales manicos
asovinca. Entonces

n—1
Vilz) - @zl + D Ag (2],
F=q
donde
V. Db
»l"-ﬂ._‘i' = W—Jﬁ-
MV ta)® ety — 3V, 1,'@ [r'
d,

Pur tanen,
Volz) = Puizy MVilelFe_ (2.8 ™)
MV, (@ Kaoiza) (311
Evaluando la anterior igualdad en z = nv 2z = &
respecliviamente,
Vi) (L+ MK, q{a.a "))
HT}:“I:{E._
= B, (e)MVi( K. (@ e )
Pr@ ') (1 + ME 187" a))
= & {a ),

1y ! y
W qie,al

de manera que
L5 3 o o __1--.r|r"r,-_.|fr’:|._1:|
Fai=) '@T_;I:z_l—l__Tlii,.,_H:;._ el MM, (2,8 J;_ V. la)

B2 1(z ) K a(z,87 470 "’“{”-’_J

i)
{3.12)
donde
= | Kn-i{wa) ﬁ + Koo (w@)
== ‘-=I Ll ﬂ-i'.—l[fl_],l‘}:l I{ﬂ__“:u—l Y

) (3.13)
#s una matriz no singular dado que (U, 1.0, —
det Ay,
der 4'I'I-:q 1
probar que el polnomio ménico 15, dude por (3120 vio-
rifica

iy = 0 L reciproco es immediate sin més que

AR uk}\,- D, Oshaa—1,
sl a™y, £ 0. O
T3
=ay—12 Zukz"‘; dande v_y, = v (k)
o .'i':=1
es a Lransformacian racional de £

Voamos gue £ z)

A ||I.=f:"‘" —I:I,E‘ ]_,|£_ +]"~Il“ —EI__F.
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Asi pues

(5 )

Flzp =y + M =M 423 [eg | Ma® | Ma #) 2*

o (M+M)+{1—|u]*) (M M}z &(M | M}s?
{z=a)dz-1) :

Proposiciom 3,13,
_ AR (s} — B(2)
Diz ’

"=:1:e

donde

Al = Dix) = (g —a)(dz — 1],
Blz) = (a—az®) (M4 M) — quLHu_uw

3.3. Translormacidn de Geronimms. Considérese
un tuncional lineal v tal que la forma bilineal asocizda
satistaen

fr—ap(z—a)gly = {0 Me,. o=l ENE

v =G, (L) se denomina transformada candoica de
Geronimus de Lp. ntonees

Cp = 1 kl:l_ll_'j 3—{]!. .Z'rrT—ﬂ'-ﬁ:'-,_.
= m [I bl } — Mg — i, &L
{3.15)
. (41 TR, e . o
Haoiendo s, = i la anterior expresion

=k
resulta ser

se=[1+ |a.iz'} fe= oty =t £ 20,

de modo que

=t — b i — o s — ), B

Si hacemos g, =t —Fe_g, & =10,
P R 2-.flr.s;_; , k=

¥y por tanbo,
i e B a0 WA e =
|3 2* e
i id.10)
o — &g — ooy —--- — 4" Tty_q -
_ T ¥ lill.'- =
|EI| i

AHT O

qu = o —fo = —an

fin — £ U
g = :!:" = tl = f.:. = = .

|I'.i'- e il

[

afy apirece oo wn parimetro lhre, De esta forma

bp —aiy = Qi
Y1 o g (3.17)

T ot ;
i |

¥, por banto,
{1 ||?. R) iy = 2e [q“} — L
eslo es, g = B. 51 asumimas e # 1, 15 queda unifvoca-

mente determinado v de (3.17) daducimoes ;. Beiteran
dao (3.16] =e sigue que

&
e Z s
E_‘ Y — - 0. = = 2.
3

Tar tanto, disponemos de un grado de libertad gue oz Ia
eleceidn de gq. Pm' orra parte, muliplicando en (3.13)
por =%,k = |, se tiene

Fiz)=w 1+ |a?) — ey — &80+
201+ [al®) D ma* - 7aZt-
k=l w=I k=]

=14 |o ‘-‘:III-";[:‘}

m(ul I 3(1’.-'(] | f'l';l‘}‘}l
8 £

gy S Ty a
L2 ar.{!:l |
L 54

iy o) - azhz)
= 20 YR 7 i
; (l | | r':p) (=) | mup @0
PR
g ( r:-.zJ
) o

= I:l + |a)? - s .:izj'l Fiz)—vg— o — Tt

i — U ({i ~ .izx} . (318

£

= {1+ 6% Flz) - -i-(‘t'; + % (F (2) — vy —2my z)j]

={1 | |e Fiz)

-]

Por tanteo,

Proposicidn $.13.
=y Al (=) + B(s)
(&)= Diz) |
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donde

— =y

Avgz? — 20m gy =z ey,
a2 | L] [aff) & e

pu e
I I }
|

et S
|

Trermendn en evantn

- Al FENEN
i z)
S TR T
_ Alz) Flo) diy s’ — 2iJm {gqu) 2 — amy
T D) az? | 11 la?lz —a
Alz) . .
= Be) Flz)
E,!..-«-2 F -
= Tl |~:!_F{e|:q ) — o) — 2Tm(go) 2
gz2 (L | wMes—a
_ Az}
~ Bl :.’*IL &)
(8 el i@ o} (1 o) w—0)=
(0 ) (-nz2 {1+ 0@ z — a)
T
L (5 aj (o Ry {1 af (o &)
—n'w’f—l—r| —| l,l?—.rr
s ]
o~ E
oon .E.j = m. En L’ﬁ{ml:h]SthTl
2 Alz)
Tel= —=Fix
Bz D{Z}F‘?}

'::r.'.z.:'z—u:l {£U+E:-) +(L—]a 3:] l:.[;_l—i._;::l z
(1 —&z)la— 2

Alz) 0 1+ &

= CFEl M 5 —

Dz WLl 0— i | 1 -z

|".‘.:|

; fu— =
donde M = Iy = —— '?F!
i

un ejemplo de transformacion de Gerozimus con b =10
ha sido analizaco en [8].

Lo el caso definido positiva,

Proposicién 3.14.

(i) Goolo(Lel=U_4 (L)
(i) Ch 0 Ca (LF) = Lr.

Dernostracidn.

f1) Sea {7 la tuncidn analitica asociada al fincional
Oy (£4). Entonces, de acucrde con ln Proposi-

it 3.10
Y TE ) . 1
iz — izl — (:m;.; — lagy — Gy ) — - )
i W &
donde Alz) — —(F: — 1)z ab 51 H s la fuo-

clin analilicn asociads al uncional G,oC, (CF)

de acuerdo con la l-’mpu::]ciﬂn 3.13,

Lo Z — 1 =0z
Hizl= ——G{z) + M= + -2

A} w— = L —iz

fofaer weds o

{az —1)(z — a)
Mﬂ-l-z If-r"l-l | 3
a— | — iz

: |- i
P
& 1 -z

it

— I'Il:z_] =+

|
=Mzl + M
iz =
donde
o 1 . R Y
M= & g B2
20 1 |ef*
|:.1:'.;_\_| Ben B la fomcidn analitica asocioda ol luncional
v o= (i, '::.l::-[-' 1. Entonces, de acuerdo con la
Proposicion $.13

- z P el & =14z
Flz) = == Fiz)+M + M ——,

Alzd —2z 1—idz
donde A(z) = —{az — 1)z = a).

[ A s la Nneidr analivies ssociads &l fun-
eional C, o &, (LF] de acuerdo con la Proposi-
cion 4. 10 s2 tlene

Klz) = 2] - (ﬁ?-’uﬁ bl @iy ) - REE]
| o, L .
_ h,|+A|z r’ R IT".'Tl 2z
= '\ ﬁ‘—. 1-—- 0z )
J‘ll::l' A = _] z
2 )
= n—% 1 —iz

M),

Lz transformaciones de Charistoffel, Uvarav ¥ Geroni-
s se denominan transformaciones cspectrales lineales
candnicas. En un caso definido positive, cotresponden a
rransformaciones de lag medidas dedas por

dji = | — al* dp,

il = o = MS, + ME, 1, al #1,

i) @ me
Afi = ——b M, + Maa:,  la £ 1,
e ®
respechivalnente,
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Elemplos de transformaciones eapocrrales racionales
prapins aparcecen on lo fleraturs cuaudo se perturban
log pardmesros de reflexidn,
Definicién 3.15. Sen 1Py, b ., wne sucesion de poli-
notnios erlogotieles ndnicos Tespecto o un Juncional
cisi-definids Cp. Denamdnarcmas pofinardoy asocio-

, [ f:“-."ll
dos de {Oy ) -y ponden N, g

j ot los generades
miel

por In recurvenin

i'rr;:;-lru’-"' = 2B (2] + Pr 4 (0) (‘]?_E.f‘”)n (). {319

B Lpan; €3 ol corrospondience luncioual de ortoge
nalidad v 7 denota la luncidn avalilics asocada, se
|z
Proposicion 3,16 ([21]1.

Fu'l: ,\r':.::z.:l _ .F].Ez.]l -'EE‘."] =+ B[ZW
Cilz)Fiz)+ Diz)

doride
Al) = By(s)+ B (a),
Blz) = Qu(z—-Q%(2).
Ciz) = du{z) Bz
IMzy = D) 4050

3i consideramos un desplazamiento en los pardmet-
ros de reflexidn en sentide inverso, se tiene el siguientea
resultado
Proposicidn 3.17 { 21]). Sewn by, by, ..o 0y miimeros
comrplcios con bl =2 L & = 1,2,...,N. 5 medionte
{ il-'“} - denofamos la sweesion de polinenios oriogo-

ni

nales manices generades por los pardmelros de refleaion
(e I B (0012, entonices
= AlzVFizl+ Biz)
P(z) = 22T+ 5L
: Gz} + 1Hz)
dande
A2) = D (z) — (2,
Ble) = Hpla) Gwls),
Cz) = ulz) — B (2],
D(z) — Bysiz) — Buvlz).

Finalmente, si ge considera la sueesidn de pardmetros
de reflexidn {AE, (01)3, donde |A] = 1 v, &1 mediante
T

(B0,

de polinomios orooronales monicos, se tiene

denctamos la correspondiente sueesion

Proposicién 3.18 [|23]1.
Az} F(z] + B(z)

Fiz) = BaFG) + Dz
donde
Alz) =1+ A
Bizl=1-M\
Clz)—1 A

DMzl —1— A

Eeta tronslormaciin cupectral rocional se denomino
Lran=forinacian de Alelsandroy.

4. Polinomios ortogonales en el circnlo unidad
¥y factorizacidn de malrices Hessenberg

A continuacidn, cstudiarems la expresion explizita
de loomeirie de [Hessenberg inferior & inceoducida en
(2,10, que representa la matriz del operador de muleiphi-
caciin por z respecto a la base de polinoming ortonor-
males asociados a un funcional definida positive Cp.

Teniendo en cucnta que (P, B — o, = 0, denote-
mos mediante {0 o correspondicnle fiuu.illu. de

Woimal

polinomios orionermales, esto as, o, (2] = dn Tnlz].
D (3.4) se signe que

Brpr(2) = (1 pas(0) ) 842+ 1 (0 Bpa (o
ntliss — | B+l ! 11'~ T Pl ."l-l-ll._-'-‘]:

cato es, de acnerco ron el corolario 3.5

‘1"":31 + B (0 (2).

= R
lj'3-1—|'n.z."_
i

Pur tanto

rIl'\-c N - et T Ao
.rgl—-ll:él I;I}vg[.-‘\-r_. | ‘II.' +1L[:II[I:1; ||/'r'|
-1 iy i
Dz agui deducimos
Pz ﬁ@p
11 L .l J

Sustituyendo en (3.3)
f':[:'nl::z:l —_ "["‘-E __{-C:I = ﬂ+'| f[.'l:l‘f'"{dl

v utilizando polinomios artonormales, la anterior expre-
sidn se convierto on

. . *
_ dy 4 ¢ e *I:';_ Myizplz
:*ﬁn':.z."_( ] ) ‘-f:'r::—1|.:-u'_¢:'1‘!’+'l.'~|'7'||']iI E i { :I
i ) d
K

Asi pues, hemos probado
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I'roposicidn 4.1 (18], & vz = [alz), @izl ...

yaviz) = Mv(z), entoveces dis evdraday de o reatriz
wiener, dodins por

iy T T :
— (—L) T (0] rh‘?'l:ﬂll, a 0=gFak
it
L
.F”"I":.'J = ff-,'_-+1 4 i i
ST ; =k+1,
(_ i } g +
0, s fa=hk41,
ki=10.1,2, ... Ademds,
MM =T,
MM =T av(0)[=(0)",
1
donde v = M ————.
TL—r o ||l:"'|.| |1|Fi~{|:|:|!

Asi pues, M* es nversa a la derecha de A, mientras
que WM — f os una matriz de rango 1, a Lo mds.

Es bien conocide [23] que e = O 51y solo si logp’ £
LV}, En este caso, M es unitaria, Por otra parte,
& congiteramos ko osobmatrs principal A7, de orden
e+ 1) = {n— 1) e llene

: : -~
Corolario 4.2, 5§ vy, (2] — wolz), w1, .o walzl], en-
tonces las entrades de lo maeiviz M, venen dados por

1

| 5 3
- (i—k) B (B (0), s 0= 7 2 k,
)

A

E=0.1,....m,

L
Ty —4 ¢ ¢ z o
h (;:1) caf=ka

oo B b=

0, sid =kt
con k7= 0,1,2, ..., . Adends,
d.H.j :

iy
tly i

MEMy = Lot — dap1va(Uva (005

MM = T

Pemostracidn. Basta efoctuar los correspondiontos pro-
ductos escalares v observar que low vectores fila son
orionorimales salvo ol dllime que tene por cuadrado de
au norma 1 - %5,

Tn el vdleulo con los productos eseelares de los vec-
toree columnas se uliliza, basicamente, la identidad del
Corolazio 3.0, L

8i consideramos la sucesidm {3}, .. de polinomios
ortonormales correspondiente a la transformada de

Christoffel © del funcional definido positive £p ¥ do-
notamos por A 1o mattiz de Hessenberg asociada a la
sucesion {@y ) abordaremes a contiruacion el anéli-
3is de la relacion cxistonce entre M v A4

Proposicidon 4.3 (14]5.

Mn

h i {erfos(er)
e P rm ro Wem | LRI LT E
x— l< pjjgu[‘zJ =i T :'._-'u-_]— E T"'{}f{zh
M4 LTLEES |

=i
(4.1}
donde by, = K, (a,a)7,

Deesta forma, =i wiz) kealz), wa(z), ... ] ¥
— i - P BT A g x
vz = [Falz), #10z), ... ], entonees (1.1) se escribe
om térmings matricialos
(z —ahwizl — Jviz), (4.2)

donde 5 es una matriz Hessenherg irferior con entradas
e lalggln o
—————r 5 0§k

o g Bichy+1
g = "-?alh;' g Jektd
ad, g F=k+ L
La matrie 5 sodislace
Propusicidn 4.4 {14]%. () 89 =1,
(i) S*8 =T —Fvia)via),
1

donde J= lim =

w—sen [ {n 0]

-

Corolario 4.5 ([15]]. Sea 5, la submatrez prevcipal de
srden {r | 1) = {r | 1) de 5, endonees

4 2
) € 8% R
W ‘c'\'-"h"ﬂ. T |:-'J» 1 ]I Enln-
G e 1 Fon
|,"'1_.' '-“"1': 511 = iI-:l'. { P E v1:l.[_'[r_.'1"':1|._'-'"_]

=41

Para obtoner I relooidon entre las matrices de Heszen-
borg Ay AL introducimes la mateiz triangular inforior
L de cacbio de base viz) = L¥iz)].

Proposicidn 4.6.

(i) L= (M —al) 5"
Gy M af = 51,

Nemastracidn.

) Do que
{2 —al¥(z} = (2 —a) L w(2),
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de [4.2] ee slzue que
Svizi— L HM =alv(z)

Por ranto, LS — M —of ¥ puesto gue 55 =17,
se gipue el resultado,
() Puerto que (x — al¥ (2] = Sw{2), entonces
Fo i "
| A — ﬁfj viz) = Sviz) = SL¥iz),
b} i3

de donde se sipue o cnunclade, O

Abhora bien, si considerameos la factorizacidn QT de
lo malrie (0 —od)®, donde QO = T v K es una matriz
leinngular superior con entradas diagonales positivas, se
fisne

Proposicidn 4.7, 5 (M —al)* = O, cnlonees

M oal= AR

Derqostracidn. Lonicndo en enenta que

T R Lt o i
v, =l vl = LY

asi coro
fvv®, = {{z—av(z—a)v:.
= (M—al)(M—al)”
= R'R,

de la unicldad de la faetorizacion de Choles'oy de una
mnbrls se sigue que L= B Por otra parne,

T L (‘ieir' e {[I) Ty,

= {lz—alV¥¥,

= {(z—a)L-vviL N,

ol PSR O R

— LM —al)lvv'y L *

= LM —alLLE

= LT L R =
Ejemplo 4.8. Sca £ ol funcional lineal azociado o la
medida de Lebesmie normalizada de mancra que

T

I} ] & ..—.-firnlljl
Whdlce — _|'li|:'§.' 'I_]I','ll_‘..'l'""1 :| E .

F—n
Fa hien corocido que la sucesidn de polinomios orconca-
males respecto a L es (2%} .. 51 consideramos la

tranzformeada do Christoffel v de £5 para a = 1, deter-
minaremos la malris de Hessenberg de la familia de poli-
nomiog orlonormales {.ﬁ“}m'.?.j vorrespondiente al fun-
civnal v, Leniznde en cusnra que

a 1 0
T L
il [ —ri

La factorizacion QR de la matrie (3 — wl)" es lal que

1

AR -
I\. J[!-|-.j d F1 L 'E-
Fooa ; i
5 1 k4 s A
! —5{_&__'_,_,} A
k] i
(. B ofrg oS,
Y _1—,,1 % J' & '!'::
ar—h=l Ay ;
— I é .
Phe i (.__1 [, o oj=kR-—1
Y r o
o, gl ot

Por tanto

M —al = Q'R = (g — obu gl 5.

dondea
£ i, st FEk42,
-_,i'[x—l_ll:k'+3.l E L
T 1 &t Ji= L | 1,
Wi,y =
i a i N o
[{ESETE=AE I=5%
- i1 : .
e e i<k
y IRt e TR S R R

51 consideramos la sucesidn {!:IETL}n;‘:!1 de polinomios
ortoacrmales  corresporwdionte A la fransformads. de
Alekzandrov v del funcional definido positien Lp ¥ de
notanos por M o malrie de Hessenbery asoviads a la
suession | Fr b0, abordamos a vontinuecion el wndlisis

de o relacion exdstente coten Moy 34

Puesto que :fﬁ'_h{[]_‘_l = A0, A = 71, deducimos

dal Corolario 3.5 que — , 7oz 0, junto con

= 14 Xdy— i1 =X e HD
thy = ————— . Fisto signifira g = —
0 (T R — (1= A iato sipnifica que d, 7
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Die acuerdo con la Proposicidn 4.1, las entradas de la
tatriz M son las de la matriz 44 sabvo las ole 80 BNCTEn-
tran en la primera columnna que resulten de multiplicar
la primera columna de A por A, Asi pues

Proposicion 4.9,
M=Adiagid 1,2, ...,
com [A =1
Finalmente, sl consideramos la sucesidn {3..}, ., de
polinomine ortonarmales correspondiente & la transfor

aeion e asod i‘l{it'm do orden N dehinida en la seocidn
3, sahemos que B, A0 =8, 4 5(0), n—1,2,.. .

Dado quae
d, = 2
st g ¢=,,4.][[]J|
iy
= 1— @m0
S T
{—Eﬂ.-|- N

da acuerdo con la Proposicion 4.1, las enlrudas de la
matriz de Hessenbere M correspondicnte a la sucesicn
1@x by vienen dadas por

[ ERAY =
— (2] Bppamd;im & 0Lk,
[
Mg g=4€ F73
’ s sioj=h
an 1 a
L 0, si §>k+1.

Salvo las entradas de la primera colurmna, que satistacon
g, = Wik a0, & = M, las restantes enlradas satisfacen

g ¢ =i s lgjsk
':Iﬁﬁhd- = TR | A N = j' =& | |_I
0, i j=k4+1L

Por tanteo,
Proposicicn 4.10.
AT diag (D (00, 1, =(z9"arzy, Nz

donde £ 3 ln mairiz infnilo con 1 en o swhdiagonal
principal inferior y los resfantes enfrades son muos.

1

Polinomios ortogonales ¥ espacios de
Sabolev

Tl estudio de polinomios ortomonales respecto o un
producsto cscalar de Solwley

e Z [ P o S e d g (), P51y
k=0"
donde p0o= (g, g, .. ) es un veclor de medidas pos-
itivas de Borel donde of soporte de g, E=0,1,..., W
es un subeonjunto L, de la rocta ronl v opog < 1P, aparece
en diversaz ateas de Matemdtics Aplicada,

(i) B wjuste por minimos cuadrados con condiciones de
suavidad, dichos olinomios constituyen la base natural
en los subespacios de apresimacidn.

i) Bn series de Fourier, el andlisiz de loe lendmenos de
Ciibbe ge puede mejorar utilizando tales polinomios tal
¥ ooomo s mueskia en cxperinenlos mnéricos 9.

(##] Finalmente, la utilizacién de diches polivomics en
el tratamiento de metodos espectrales para problomas
cea valores en la frontera es mds competitive que la
consideracidn de polinomios ortogonales estdndar.

Sidenotamos mediarte B la matriz de Gram del pro-
ducto escalar (3.1) respeeto a lu base candnica {27

e 2l
y mediante Y L matris de Gram del producto escalar
estancar relativo & la modida gy, 7 = 0,10 N, en-
Leanees

Froposicidn §.1.

A
R=3 ZFDyR™D (24", {5.2)
k=0

fi TR
donate 11, = diag (dJ'\] a0 d“ll:l

ks K)o
(135 T

Les matrices B™ sun mwleives e Haokel,

51 eonsideramas la ancesidn do polinomios ortogonales
respecto a (3.1, las entradas de la matriz de Hessenberg
asocinda no se pueden determingr de mancra explicita
eume aemos realizado en la seccldn 3 para el caso da los
polinomios crionormales eo la cireunferencia unidad, No
ohstentz, en almunos casos particnlares &0 que sc puede
aburdar esle problems.

Considercmos (5.1) con & = 1 3 diy Adfiy . El
par de medidas {(pg, ) se dics ceherente |10 si las
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correspendicntes succsiones de polinomios ortogonalss
mimiens { Fal o ¥ {50}, sstdn relacionadas medi-
LA . H

Pz i)

spll I (5.3
n

.5?’1-:5 :'

i1
donde {bn},., e nna sucesidn no nula de nidmeros
rcales,

X i i A ATy

De aqui se sigue que si {Q%}, ., es la sucesisn de
polinomios ortogonales monicos respecto al producto es-
calar de Soboleyv, se tiene

n+1

Pag1(2) -+ b ——Fal®) = Q11 (z) +Zamum

d=0
donde
{ Py 1(2) + 0 22 P l), Q220 3

Ty g = TP R R e v = =1},
{.f:ilf]‘\(:;r:Jl,r LT

para g 95 n—1vx

Blhy, [ P2 {mhdps

(Qnizh Qalx)ig

Por tento, hemes establocido una velacidn alzehraica
sencilla enure los polinomios {Q;}L}ﬂ}n ¥ U} de ma
nora que

Pol@) + cnPayiz) = QA(x) + el NQE_1 ()., {5.4)

g 15 =

donde ¢ = oo 2%, enfA) = dn_in-1. 0 2 2. En

términes matriclales, si alz) = [Polz), Pulx), ...]" ¥
S S .

qlz) = Qg'm} e € R (5.4) resulta ser

bl
J

Aalx) = Bqlz], {6.3)

donde A v & son matrices Didingonales nleciores con
entradas diagonales 1.

Por tanto, 91 A cs la matriz oridiagonal asociada a
la Bamilin { P}, 00 eslo es, sals) = Majz)l, y M es la
mithrix de Hlessenberpg asociads a la familia {Qi}n}u’

psto es, pgis) - Maiz) de (5.9) se sigue que

AMaiz) = BMalx),
osto o6,
AMA™LBg(z) = BMals).
Por tanta, deducimoes e siguients resuliado
Proposicidon 5.2, 5% ef por de medidus (jun, ) s oo-
herende, o malriz de Hessenbery M asociada o fa Familia
de pelinoming artogonales mdndons de Sobolew o

M= (B l4) M (B714)

-1

donide A3 gon s maodvices Mdingonales gue har sido
introducidos en (5,30,

La descripeion de todos los pares coberentes de me-
diddis ha sido obrenida en |20]0 lsencialments, una de
ellas es la medida de Jacobi o Laguerre ¥ la otra es una
tranzformada espectral lineal de la anteriar.

A ey de ejeniplo, en el enso Tagueree se Lenen Lees
sltuaciones

() {rif.p.:. = {x + u)x* e~ dr,
g o

djy = e e, a0l e = L

i {Lﬁ;:.;; =&~ Tl 4+ M),

. i
i, e fdn, Mo b

)

dus = x%e T,

foren frota B 0 P

L] 4 e e )

S Ay = —————dn 4 Mile + al,
T+ a

aalyax =1 M=0

En el caso de Jacobi, se tienen las signientes zitua-
clones

o = (el =) = )
i
A = (1 x]%(1 | .'::_]‘?d:.r:, w F =0, > -1,

dug = (1 — 2% ldz + Mé{z 4

(#) 4 X ;
S di =(1-z)%dr, ax0,MMz0
e — (1 — r'|""| Ve,
s (1 — 2y {1 4 £)P+t i ;
(i) diyy, = ——aw + Ma(z | a),

=i
e B A e R B 1 e

D Lo velaeidn (5.4) se sigue o interesanle aplicacion
al tratorniento de la series de Fourier respecto a familias
de polinomios ertogonales de Soholev. Sea

1'-5"”--’={j':RHR : jf"’;dm. < --m1/f"”c£;:‘| = ,,C.},
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Lienotaramos mediante 8, b, ¢ los vectores enlumnas
cuyas (14 L-dsimas comporentes son, respoctivarnonto,

8(n} = f VP (g
bin) — [,f"[.;::l.‘:fﬂl_‘_uﬂ}:ml

fin) — -:: Flawh -l"?} :;r.r.:I:}S ;

D [5.5) se stzue quo
B — Aii + ADb,
donde B = diag(1,2,. .. 5.0

Peor tanto,
Propuosicion 5.3.

G=R"'4i | AR DL

De esra [orma se pueden deternminar s cneficientes
del desarrollo de Fourder de ls funcidn § respecto a los
polinomios ortonormales de Sobolev en téroinos do los
coelicientes de Fourier de [ respecto a {Fo} o, ¥ los
coeficientes de Fourier de f* respectn a { .‘n‘ﬂ}ﬂ?n.

Upn interesante problema es el andlisis de los errores
de aprosimecion f— Sy f, donde &y denota el provec-
tor N-gsimo de Fourier respecto a las familias {{Z;l'f_: }ﬁ._w:
1Patonn ¥ {Su)ane ToSpoctivamente. Lag correspon
dienles eslimaciones en términes de & permitivion la
comparacitn entrs la aprosimacisin estindar ¥ la aprox-
Imacidn e Soboley, hasta shora s3lo realizaca ontre ol
vase Legendre ¥ el Legendre Sobaoles [140].
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