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En este articulo extendemos, al problema de minimos cuadrados lineales de rango com-
pleto, el resultado presentado por Martinez & Sanabria [3], en el cual se reduce el costo
del algoritmo estéandar para calcular el estimador jackniffe para minimos cuadrados lineales
cuando, ademés del problema prinicipal, todos los subproblemas involucrados son de rango
completo.
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Abstract

In this article, we extend to the full rank linear least square problem a Martinez
& Sanabria result [3], which reduces the cost of the standard algorithm to compute the
jackknife estimator for the linear least square problem when, beside the initial problem, all
the involved subproblems are full rank.
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1. Introduccion.

En las dos tltimas décadas, los estimadores basa-
dos en técnicas de re-muestreo han ganado importancia
debido a las facilidades computacionales de los nuevos
tiempos. Pero, como paralelamente ha aumentado la di-
mension de los problemas a resolver, las facilidades com-
putacionales no eximen de la necesidad de buscar algo-
ritmos maés eficientes para los célculos. En [3], usando
convenientemente propiedades bésicas del dlgebra lineal,
se propone un algoritmo mucho mas eficiente que el al-
goritmo estandar para el cdlculo del estimador jackknife
para minimos cuadrados lineales (EJMCL), el cual fun-
ciona cuando el problema de estimacion inicial y los sub-
problemas involucrados son de rango completo.

En este articulo, proponemos una modificacién al al-
goritmo anterior, de tal manera que conserve la eficien-
cia sin requerir condicién alguna sobre los subproblemas
involucrados en la estimacién jackknife. Para lograr este
propésito, inicialmente, recordamos la definicién del es-
timador jackknife para el problema de minimos cuadra-
dos lineales de rango completo, luego presentamos el al-
goritmo estandar para el calculo del EJMC y los aportes,
para mejorar dicho algoritmo, hechos por Martinez y
Sanabria. Posteriormente, presentamos una nueva ca-
racterizaciéon de la o las soluciones de los subproble-
mas de minimos cuadrados (no necesariamente de rango
completo), requeridas para el cdlculo del EJMCL. Final-
mente, con base en el resultado anterior, proponemos la
modificacién al algoritmo planteada anteriormente, la
cual es el objetivo central de este articulo.

2. Estimador jackknife para minimos cuadrados
lineales (EJMCL).

Como se planted en [3], dado un pardmetro 6 y un es-
timador T = t,,,(Y1, . .., Y},) de este pardmetro, se puede
construir otro estimador, utilizando la técnica de jack-
niffe, la cual consiste en corregir el estimador inicial con
base en el promedio de los m estimadores que se ob-
tienen al aplicar el procedimiento inicial de estimacién
a cada una de las submuestras que resultan al eliminar
una observacion de la muestra inicial.

Formalmente, dada Y7,Ys,...,Y,,, una muestra
aleatoria de wuna poblacién caracterizada por un
pardmetro 0 y T = t,,(Y1,...,Y,,) un estimador de
0, se calculan los estimadores

Ti = tmfl(Ylv"'7}/;71;}/;+17”'7Ym)7

para i =1,...,m, y luego se calcula el estimador
1 m
T; = — T— - 1T;
7= E (m (m )T;)

i=1
:mTf(mfl)i% (1)

=T+ (m-1) <;izg>

llamado estimador jackniffe [1].

En particular, dado el conjunto de observaciones
(aF, ), donde a; € R", m > ny «; € R, el proble-
ma de estimar z tal que «a; = a;TFLE, para ¢t =1,---,m,
por el método de los minimos cuadrados, se reduce a
encontrar 7 tal que

14Z —yll2 = min ||Az — ][z,

donde A = [a1,- ,am|T vy = (a1, ,am)T, lo cual
se conoce como el problema de minimos cuadrados li-
neales (PMCL). Un PCML es de rango completo si las
columnas de A forman un conjunto de vectores lineal-
mente independientes; en caso contrario, se dird de rango
deficiente.

Asi, el estimador jackniffe para minimos cuadrados
lineales es

mo o~

J:szf—(m—l)zﬁ,
iz

donde Z; es tal que
14iZ; = ill2 = min |4z —yill2 ,
con

T
Ai = [CL17"' s Ai—1, Qj41,° " 7am]

T

Yi = (Oé17"' s OG—1, Q1,5 " ;am)

3. Algoritmos para calcular el EJMCL.

Por lo descrito en la seccién anterior, el algoritmo
para calcular el EJMCL de un PMCL de rango comple-
to se divide en tres pasos:

ALGORITMO ESTANDAR.

0. Dados A € R™*"™ de rango completo , y € R™,
1. Resolver mﬁ'@nHAa? = yll2,
reR™

SALIDA: T .
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2. Parai=1,---,m
Resolver min ||A;z — y;|[3,
meR’ﬂ
SALIDA: T;.

3. Calcular z; = mz — (m — 1)2:J
£~ m,
i=1

SALIDA: ;.

Si las matrices Ay A;, parai = 1,--- ,m son todas de
rango completo, los problemas de los pasos 1 y 2 se re-
ducen a encontrar las soluciones tinicas de las ecuaciones

ATAz = ATy vy AT A= ATy, parai=1,--- ,m.
En otras palabras, a calcular

T=(ATA)IATy y = (ATA) ATy,
para i = 1,--- ,m, respectivamente [2].

En [3], bajo estos supuestos, los autores proponen un
algoritmo que reduce el costo de los cédlculos de Z;, una
vez T estd calculado.

ALGORITMO MODIFICADO 1.

Parai=1,--- ,m.

{Resolver AT A;z = ATy}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular §; = aiTzi .
- Calcular 0; =1 — 6;.
- Calcular 8; = led — ;0.
- Calcular z; =& + (5— - ai) zi.

SALIDA: T;.

Para este efecto, con base en ciertas relaciones entre las
matrices y los vectores involucrados y la propiedad de
matrices inversas dada por Shermann, Morrison &
Woodbury [2], Martinez & Sanabria obtuvieron el
siguiente resultado [3].

Teorema 1. [3] Dadas las matrices

A= [al,"' ’am]T € R™x™
Ai = [ah ety B—1, Q41,0 0 7am]T S R(’m—l)xn 5
de rango completo y los vectores y = (aq,- - ,am)T c
R™, y; = (1, ,0i—1,Qi41, )T € Rm=1) g

solucién de AT A;x = ATy, estd dada por
A C )
Ti=r+ | —— —a; )z,
oF)

donde T es la solucién de AT Az = ATy, z; es la solucién
de ATAz=qa;, 0, =1— aiTzi yd; = AZTy7

Desafortunadamente, el algoritmo mencionado sélo se
puede implementar si tanto la matriz A, como las ma-
trices A; son de rango completo (o; # 0). No basta con
que A sea de rango completo, puesto que esto no impli-
ca que las matrices A; lo sean, como se puede ver en el
siguiente ejemplo.

Si

— ==
OO ==
o O O =

1
1
1
0
-1 -1 -1 =2
3 3 3 1

es facil ver que las matrices A, A1, As, A5 y Ag son de
rango completo, pero A3z y A4 no lo son.

Nos propusimos entonces, encontrar una caracteriza-
ci6n de la o las soluciones de AT A,z = ATy;, basada en
la solucién de AT Ax = ATy, independientemente de si
A; es o0 no de rango completo, para modificar el algorit-
mo anterior manteniendo su eficiencia en el cdlculo del
estimador jackniffe.

4. Caracterizacion de la o las soluciones de
T _ AT
Ai AiX = Ai Yi-

Lema. Dadas la matriz A = [a1,- -+ ,a,]T € R™X" de
rango completo y la solucién = de AT Ax = ATy, donde
y= (a1, ,am)T €R™ sio; =1—alz =0, entonces
aiTi —o; =0, donde z; es la solucién de AT Az = a,.
Demostracion. Si
A'L = [alv Q-1 Q41,0 0 7am]T S R(m—l)xn )
Yi = (a1, 1, i1y )T € ROPTD
di=Alyi, S=ATA S, =ATA; y Sigi=d;,

tenemos que, como d = ATy =d;+oja; vy S = Si—&-aiaiT
(véanse los lemas 1y 2 en [3]),
T

3—a; = al S7Hdi + ia;) — o

a?S‘ldi + aia?S_lai — o

zszL + ozi(ziTai -1

2187 +ai(2la; — 1)

21(S — aial)Zi + ai(zFa; — 1)
218z — 2l aial T + (2] a; — 1)
:
= (1-2zla)alz; + (2 a; —1)
= (1-za)(af T — ai)

a

a

= T T T
T — z; a;a; T + (% a; — 1)
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de donde resulta obvio quesio; =1 —ziT a; = 0, entonces
alz —a; = 0. O

En [3] se demuestra que si o; = 1—al z; # 0, entonces
A; es de rango completo y, por el teorema 1,

~ ~ Zdei
T, =X+ — G |z -
op)

Veamos que en caso de que o; = 0, utilizando el
lema anterior, podemos determinar algunas soluciones

Teorema 2. Bajo las mismas condiciones del lema an-
terior, si o; = 1 —al'z; = 0, se tiene que T; = T + yz; es
solucién de AT A;x = ATy, para todo « € R.

Demostracion. Sea v € R,

(S — aal ) (@ + vz)

= ST +vSz —a;a] T — yaal z
T

i

Si(T + yzi)

d+~ya; — a;al T — ya;al z;
= d+~va;(1 —alz) —aal @ .

T

Usando la hipétesis o; = 0, por el lema anterior, a; T =

a; y por lo tanto S;(Z + vz) =d — a;o; = d;. O

Para completar la caracterizacion de las soluciones de
S;x = d;, obtuvimos el siguiente resultado.

Teorema 3. Bajo los supuestos del teorema 2, si T; es
una solucién de S;x = d;, entonces T; = T + ~y;2z; para

T
. . . z: d; .
algin ~; € R. Ademas, si o; # 0, v; = —— —a; ysi
o; =0, v; es cualquier nimero real.
Demostracion.
Sizi = d;
T\~
(S — a;a; )177 = dl
S/ZL'\Z - aiazTEi = (d — aiai)
~ T~
SI’Z' = d-— o;a; + a;a; Tj

d — aja; + Bia;
d+ (6 — a;)a; .
Asi que

z, = S7Hd+vap)
S7rd + ;S ta;
T+ vz .

Sio; # 0, S; es invertible, por lo tanto Z; es tinico y por
2Fd; .
el teorema 1, v; = == — ay. Si 0; = 0, por el teorema

k2
2, v; es cualquier numero real. O

5. Algoritmo modificado y mejorado para
calcular el EJMCL.

El anterior resultado, nos permite implementar una
ligera modificacién del algoritmo propuesto en [3] para
ser eficientes en el calculo del estimador jackniffe para
minimos cuadrados lineales con la condicién unica de
que A sea de rango completo. El algoritmo modificado
y mejorado para calcular Z; aparece a continuacién.

ALGORITMO MODIFICADO 2.
Parat=1,--- ,m.
{Resolver AT A;x = ATvy;.}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular §; = al z;.
- Calcular o; =1 — ;.
Si ag; 7é 0,
{ Solucién tnica}
ﬂi = Z;Td — O[251

K2

Yi = TG

oF}

Si no,
{Escoja una de las infinitas soluciones}
v = 0.

end si

T =T+ iz

end para
SALIDA: ;.

Al comparar este algoritmo con el propuesto en la sec-
ci6én 7 de [3] (algoritmo modificado 1), podemos concluir
que la diferencia aparece por la posibilidad abierta que
existe de que o; = 0 (subproblema de rango deficiente),
en cuyo caso el subproblema i tiene infinitas soluciones.
En este caso, sugerimos tomar como solucién la misma
del problema inicial (y; =0 = Z; = 7).

En consecuencia, como se demostré en [3], este algo-
ritmo reduce el costo de soluciéon de los subproblemas
aunque no sean de rango completo; mas precisamente,
reduce de

n%(m —1) n?
> +n(m-—1)+ 5
a m[3n+n?] el nimero de flops requeridos para el célcu-
lo del estimador jackknife de minimos cuadrados linea-
les (EJMCL) para un modelo lineal de rango comple-
to, siendo n el nimero de parametros a estimar y m el
tamano de la muestra.

Es mds, como se mostré en las conclusiones de [3], si
no se necesitan los EMCL de cada una de las submues-
tras, se puede obtener el EJMCL sin calcular los EMCL,
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mediante la expresién (véase la seccién 9 de [3])

1 m
xJ:§+—§ YiZi

m —

1=

con la ventaja adicional de saber que algunos +; son cero,
lo cual simplifica la sumatoria de la expresion anterior.

6. Conclusiones

En este articulo se ha caracterizado completamente
el conjunto solucién de los subproblemas de minimos
cuadrados lineales que resultan en el calculo del esti-
mador jackniffe de minimos cuadrados lineales bajo el
supuesto de que el problema inicial es de rango comple-
to.

Este resultado permite mejorar el algoritmo propues-
to en [3] para calcular el mencionado estimador, sin
requerir que los problemas involucrados sean de rango
completo, manteniendo la misma eficiencia de cémputo.

Aligual que en [3], este resultado permite hacer cdlcu-
los mas eficientes siempre que el algoritmo que se utilice

para resolver los diferentes subproblemas de minimos
cuadrados lineales que el estimador jackniffe requiere
resolver sea el mismo que se utilice para resolver el pro-
blema de minimos cuadrados lineales inicial.

Queda como un reto, para nosotros y nuestros lec-
tores, el estudio de las soluciones de los subproblemas
de minimos cuadrados lineales para el caso de rango ini-
cial deficiente
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