MATEMATICAS

EL PROBLEMA DE CAUCHY ASOCIADO
CON UNA ECUACION NO LINEAL
GENERALIZADA DE SCHRODINGER

por
Omar Duque & Guillermo Rodriguez-Blanco!

Resumen

Duque, Omar & Guillermo Rodriguez—Blanco: El problema de Cauchy asociado
a una ecuacién no lineal generalizada de Schrodinger. Rev. Acad. Colomb. Cienc. 30 (116):
353-360, 2006. ISSN 0370-3908.

Se estudia el buen planteamiento local en espacios de Sobolev H® (R), con s > 1/2, del
problema de valor inicial asociado a una ecuacién no lineal generalizada de Schrédinger y se
muestra el buen planteamiento global (bajo ciertas condiciones de los pardmetros) en H® (R)
para s = 2y s = 1. Ademds se obtiene un criterio de blow up cuando el dato inicial ¢ estd en
el espacio F1 (R) = H' (R) N L} (R).
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1. Introduccién

En este trabajo estamos interesados en estudiar el
problema de Cauchy asociado al problema de valor ini-
cial

iOyu+ DO*u+ PO*u+ BlulPu+ K |u|*u=0;
reR, teR
u(0) =¢
(1)

donde D, P, B, K son pardmetros reales con D?+ P? #
0y ¢ € H® (R). Méas precisamente, estudiamos el buen
planteamiento tanto local como global del problema (1)
en los espacios de Sobolev H?® (R). La ecuacién difer-
encial parcial (E.D.P.) de (1) modela fenémenos fisicos
que se presentan en 6ptica no lineal y en teoria de ondas;
mayores detalles a este respecto pueden encontrarse por
ejemplo en [4] y en las referencias dadas alli.

Los siguientes funcionales:

I () = Ju (@)1 = 6l 2
y
2 2 2 B 4
Ew(®) = [0}~ P[]}~ 5 lu @},
S )l

3)

son conservados por el flujo generado por (1) y serén de
utilidad para obtener estimativas apriori para las nor-
mas [jul|, con s =1,2.

Observe que la E.D.P. en (1) es una generalizacién de
cuarto orden de la E.D.P.

i = 0u+ Auru; A=—-1,1 (4)

conocida como la ecuacién no lineal de Schrédinger. El
buen plantemiento tanto local como global de (4) en
espacios de Sobolev H*® (R) ha sido ampliamente estu-
diado, vea por ejemplo: [2], [8], [9], [12], [15], para mayor
informacién. El caso p = 5, conocido como caso critico,
ha sido de interés, porque sus soluciones explotan en
tiempo finito, dicho fenémeno es conocido como blow up,
véase, por ejemplo, [1], [2], [3], [13], [14] para m&s infor-
macién a este respecto. Los primeros resultados de blow
up para (4) fueron obtenidos por Glassey [10], como
consecuencia de la siguiente identidad para la varianza

d2

5V =E(9)

donde
Vi) = /332 u|® da

R

2
£(8) = ool ~ -5 Il

Dicho resultado desperté el interés y nuevos criterios de
blow up fueron obtenidos a partir del estudio de la es-
tabilidad orbital de (4). Para més informacién a este
respecto véase [1].

En este trabajo, probaremos que (1):

1. Estd localmente bien planteado en H*® (R) si
s>1/2.

2. Esté globalmente bien planteado en H? (R) si
P #0.

3. Estd globalmente bien planteado en H! (R) si
P=0y DK <0.

4. Est4 globalmente bien planteado en H! (R) si
P =0, DK > 0y ||¢]|, es suficientemente
pequetla.

5.8 ¢ € F,(R), P = 0, DK > 0, BD < 0,
ll¢l[, = C (donde C es una constante positi-
va (18)) y alguna de las siguientes situaciones
ocurre:

(a) E(¢) =0y DIm [ 2¢d,¢dx < 0, o,
R

(b) DE(¢) <0, o,
() DE(¢) >0y

DIm /x$8m¢dx < —\/W”MbHO
R

entonces, la solucién local de (1) explota en
tiempo finito.

Nuestros resultados de blow up para (1) son seme-
jantes a los obtenidos por Glassey [10], salvo que la
férmula de la segunda derivada de la varianza V (t), es
mas complicada. Seria desable hacer un estudio mas pro-
fundo del blow up para (1) con P = 0. Con esto en mente
creemos que el estudio de la estabilidad orbital podria
ser de utilidad como ocurrié en (4), para obtener crite-
rios adicionales de blow up para (1) con P = 0.

Antes de comenzar el desarrollo del trabajo, fijaremos
la notacién que sera usada:

1. S(R) es el espacio de Schwartz.

2. 5" (R) es el espacio de las distribuciones tempe-
radas.

3. U es la transformada de Fourier de u € S’ (R).
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4. H* (R) = {u €S (R): (1+€)Paer? (R)}

con s € R, es el espacio de Sobolev de orden s,
dotado de la norma
1/2
.= | [+ mers) .
R
inducida por el producto interno

(u, ), = / (1+€)°a(6) 7 (©)de.

R

Informacién adicional sobre estos espacios puede
ser consultada en [5], [11], [7].

5. C([0,T] : H? (R)) es el espacio de las funciones
continuas u : [0,T] — H?® (R), dotado con la
norma usual [[ull, ., = sup [[u ()],

[0,7]

6. Para s, r € R,
F,, (R) = H* (R) N L? ((1 +a?)" dm)
dotado con la norma usual

L (i

ul

En el caso r = s escribiremos F). (R) en lugar de

F,.,(R).
7.
A= POt + D2, (5)
Fu) =i [B|u|2u+K|u\4u] (6)
8. Por comodidad escribiremos el problema (1) en
la forma
Ou = iAu+ F (u) (7)
u(0) =¢ € H*(R), s > 1/2.

explit Alo = {exp it Q€] 9(6)}

donde, Q (€) = D (i€)* + P (i€)* y ¥ es la trans-
formada inversa de Fourier, es el grupo generado
por 34, con A como en (5).

2. El problema local

Comenzaremos nuestra labor con la siguiente proposi-
cién:
1
Proposicién 1. Siu, v € C([0,T]: H* (R)) con s > 3
entonces,
IF (u(t) = F @), <

(lw @2+ o @2+l @ + lv @112) [lu ) — v @),

para alguna constante C' = C' (B, K, s) > 0. Ademds,
[F (u) = F (v)]l5 00 < Ellu—vll; o (8)

5,00 —

4 4 2 2
donde k = C ([[ulll o + [0l oo+l o + [10)2.) -

1
Demostracion. Que H® (R), con s > —, sea un &lgebra
de Banach, la desigualdad de Young (28), las identidades

FPf=lgPg=1fP(f-9)+Fe(f—9)+9° (F-7)
y
1 =lgl* g =11 (f = 9)
+IPgf (F—9) +1f179° (F-9)
+1gl*gf (f —9) + 1917 9* (F - 7).

implican el resultado. O

1
Proposicién 2. Sis > 3 entonces (1) es equivalente a

la ecuacién integral

u (t) = exp [ti4] d)—l—/o exp [(t — 7)iA] F (u(7))dr (9)

en el siguiente sentido: Si u € C ([0,T]: H® (R)) satis-
face (1) entonces satistace (9) y siu € C ([0,T] : H* (R))
satisface (9) entonces,

u(t+h)—u(t)

it
11m h

h—0

=0.

s—4

—iAu(t) — F (u(t))

Demostracion. Este resultado es cosecuencia del méto-
do de variacién de parametros, del lema de Sobolev y
del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.
Los detalles de la prueba son semejantes a los expuestos
en [11] para la ecuacién de Schrodinger. O

Teorema 3. El problema de valor inicial (1) estd local-
mente bien planteado en H® (R) para s > 1/2.

Demostracion. La idea de la prueba es aplicar el
teorema del punto fijo de Banach para resolver la
ecuacion integral (9). Con este fin, para M > 0
consideramos el espacio métrico completo

Xm (T)={ueC([0,T]: H* (R)) : |lu(t) — exp [itA] §|
<M, vtel0,T]},

S

con la métrica du (u,v) = |lu —v||, -
Sy

Como consecuencia de la proposicién 1, existe

T M ! >0
=mins —, —
0 01702+1 )
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donde
Cr = O (M +lo,)° (14 (M + [19],)*)

Cz =20, (1+ (M + 911,)°) (M + |8])*
y Cs es una constante positiva que depende de B, K y
s; tal que si 0 < T < T} entonces,

Au (t) = exp [itA] ¢ + /0 expli(t —7) Al F (u (1)) dr

es una contraccién en Xy (T'), (mayores detalles sobre
este hecho pueden encontrarse en [6]). Por lo tanto, el
Teorema de Punto Fijo Banach y la proposicién 2 nos

permiten concluir que (1) admite una dnica solucién en
X (7).

Ahora, si u, v € C([0,T]: H* (R)) son soluciones
de (1) con datos iniciales ¢ y 1 respectivamente, la
ecuacién integral (9) implica que:

[[u () —v @),
t
<lo=vl+ [ IP@E) = Flo@)l,dr
y por la proposicién 1 tenemos que

lu(t) = v (@Ol <[l =l +/0 klu(r) = v ()l dr,

2 2
donde k = C(||u||syoo+|\v||s7oo+||u
Luego

4 4
$,00 + ”v”s,oo) :

lu(t) —v(@Oll, < [l — ¥l exp [KT],  (10)
que es una consecuencia de la desigualdad de Gron-
wall (25), nos da la unicidad de las soluciones de (1)
en C ([0,7] : H®* (R)) y una dependencia continua débil.
La dependencia continua, es consecuencia de (10) y de
la continuidad de Ty como funcién de ||¢||, . En efecto, si
{#n},en €5 una sucesién en H*® (R) que converge a ¢ en
H?® (R) y T* satisface 0 < T* < Ty (||¢||) entonces exis-
te N € N tal que n > N implica que la solucién u,, de
(1) con dato inicial ¢y, pertenece a C ([0,T7%] : H* (R)) .
Por lo tanto, eligiendo T' = min {11, ...,Tn,T*}, donde
T; con j=1,..., N es el tiempo de existencia de la solu-
cién de (1) con dato inicial ¢;, obtenemos que u,, €
C ([0,T]: H® (R)) para todo n € N. En consecuencia, si
u e C([0,T]: H® (R)) es la solucién de (1), tenemos que

[un (&) —u@)l; < ll¢n — ¢l exp [knT]

donde k, = C ([l oo + 10l o+ el + )
para todo n € N y t € [0,7]. Puesto que,
|lun (t) — exp [itA] ¢nl|, < M para t € [0,T], entonces
lin ()], < M + [l - Como ¢ — ¢ en H* (R)

entonces existe C' > 0 tal que |u, (¢)||, < M + C
para t € [0,T] y todo n € N. Asi que, existe E > 0
tal que ||un||§OO + ||un||;1OO < E, para todo n y
c*=C (||u||§OO + ||u\|§oo + E) > ky, para todo n € N.
Por lo tanto,

l[un = ull; oo < llon — ol exp [C*T],

y
lim |ju, — u||sm =0. O
O
Teorema 4. El problema de valor inicial
iOpu+ DO?u + Blul®u+ K u|*u=0 (11)
u(0) =¢ € F. (R),

estd localmente bien planteado en F). (R) para r € Z*.
Es decir, (1) con P = 0 estd localmente bien planteado
en F,. (R).

Demostracion. La prueba es similar a la del teorema 3,
con ligeras modificaciones, entre ellas la desigualdad

1E (u) = F ()l g, oo = sup [[F'(u(t)) = F (v ()5,

te[0,T]
<C sup fu(t)—v(t)|p,
te[0,T)
= Cllu—vllp, o (12)

donde
2 2 4 4
C = Cr (Il oo + 1013, 0 + Nl oo + 01, o) >0

para u, v € C ([0,T] : F, (R)) con r € Z™, y la equiva-
lencia del problema (11) con la ecuacién integral

u (t) = exp [itD@g] o+

t (13)
/ exp [i (t — 7) DOZ] F (u (1)) dr,

0
en el siguiente sentido: Siu € C ([0, T] : F; (R)) satisface
(11) entonces satisface la (13) y siu € C ([0,7] : F, (R))
satisface (13) entonces u satisface (11) en el siguente
sentido,

=0.

r—2

lim
h—0

M —iAu(t) — F(u(t))

Detalles adicionales de esta prueba pueden encontrarse
en [6]. O
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3. El problema global

Para establecer los resultados globales es suficiente
mostrar que la solucién local v € C ([0,7] : H* (R)) de
(1) es uniformemente acotada en [0,7] y esto se logra
usando la dependencia continua, las desigualdades de
Gagliardo-Nirenberg (26) y las leyes de conservacién (2)
y (3), las cuales se obtienen multiplicando la E.D.P. (1)
por @ y Oyu respectivamente, tomando parte real e ima-
ginaria respectivamente, integrando por partes y usando
un argumento de densidad (vea [6]).

Teorema 5. Si P # 0 entonces (1) es un problema

globalmente bien planteado en H? (R) .

Demostracion. Al considerar la ley de conservacién (3)
obtenemos

Jo2u ]2 = 2 10,u 012~ 2 @)1t -
P 2P
ol -2

La desigualdad de Gagliardo-Niremberg (26) junto con
la desigualdad de Young (28) implican que:

0zully < C ||02ul|, [lully = Cy ||82u!|0 181l
Cl QHaQ ”0 ||¢HO

2 9

15
lullts < C, ||amuuo||u||o=cz losully oz (1)

Co 2 6
< <2 (lowully + 115)
6 2 4 2 4
lull§s < Cs lidwully lullg = Cs D2l 15

donde C7, C5, C3 son constantes positivas. Combinan-
do (14) y las desigualdades (15) obtenemos que

2 A2 2 ia2, o2, Blole
o2 02 < -+ ge2 o2 02 + L12la.
donde
R
ELHLLN
= 0
es decir,

02 (1)][; (1 - 8e2) <

Eligiendo ¢ tal que 1 — 3% = 1/2 tenemos que

Blole
g2

|02 #)||; < M lo]]5 (16)

2
donde M = —. La cantidad conservada (2) y (16) im-

€
plican que, existe C' > 0, tal que,
2 2
lu(B)llz < Cllolly

para todo ¢t € [0,T]. Es decir, ||u(t)|, estd uniforme-
mente acotada en [0, 7] y por lo tanto, u puede ser ex-
tendida de manera unica a [0, 00). O

Teorema 6. El problema (1) con P = 0 estd global-
mente bien plantedao en H' (R) si:

1. DK <0,

2. DK >0y |¢, es suficientemente pequena.

Demostracion. La cantidad conservada (3) implica que

E(9) K

0 (B3 = 2 4w Ol + 25 e ()%
luego,

. _E(9)  |B] Ko

1950 ()15 < =5~ + 5757 e Oz + 35l (Ol

Usando (15) tenemos que

E(o B|C 6
o)z < 2 4 12 2<82|axu||g+”fgo>

D 4|D|
a5 w0l
y eligiendo ¢ de manera que 1 — |f|| 52 e = % tenemos
ool < 220 1 BLCE
4|Df" (17)
P2 @))%

En el caso, DK < 0, de (17) se deduce que ||8xu(t)|\(2)
estd uniformemente acotada en [0,7] , pues
2E (¢) |B|” C2
=16l -

ou ()| < +
[0-u (t)]lg < D 11D0P

En el caso, DK > 0 usamos (15) nuevamente para
obtener:

2E (¢) | |BI’C3
dpu ()3 < +
Iow @l < Z5% + 2 1ol
2KC
+ 2 |0zull3 16115
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de modo que ||, (t) ||g estd uniformemente acotada en

[0,T7] si
3D \*
0<loly< () =09

Por lo tanto, en ambos casos tenemos que ||u(t)H? =
2 2 2
19llo + 10zu (D)o < ll¢llg + C (¢) para t € [0,T], donde

2E B C3
¢ 9)= 220+ BLGE 1. 0

4. Criterio de blow up

El criterio de blow up, es consecuencia del resultado
local con dato inicial en Fj (R), de las leyes de conser-
vacién (19) y (20), de las seudo leyes de conservacién
(21), (22) y de la desigualdad de Heisenberg (27).

Proposicién 7. Siu € C([0,T]: H* (R)), es la solu-
cién local de (1) con s =1 y P = 0, entonces u satisface
las siguientes leyes de conservacién: Para todo t € [0,T]

I(u(t) = u@)ll =llel; (19)

y
B(u(®) = D0} 5 [u @l - 5 u s
E(u(0)) = £(0).
(20)

Demostracion. En el caso ¢ € H? (R), (19) se obtiene
multiplicando la E.D.P. de (1) por @ tomando parte real
e integrando por partes, y (20) se obtiene multiplican-
do la E.D.P. de (1) por d;u, tomando parte imaginaria
e integrando por partes. Y por densidad, junto con la
dependencia continua, se obtienen las férmulas para el

caso ¢ € H! (R). O

Proposicién 8. Siu € C ([0,T] : F, (R)) es la solucién
local de (1) con ¢ € F, (R), donde r € Z*, entonces

i 1’2 u 2 xr = SL'T u X
dt/R u(t)]*d 417/R (t)0,u(t)dz  (21)

Y
d2 2 2
ol lu (t)|” de = 4D < 2D ||0u (t)||, —
R
B 2K
S O - 5 WOl ) (2
B
4D {286+ 2 ()]} e
parat € [0,T].

Demostracion. En el caso, r > 2 la férmula (21), se ob-
tiene de multiplicar la E.D.P. de (1) por 2w, de tomar
la parte imaginaria e integrar por partes. La férmula
(22) se obtiene de multiplicar el conjugado complejo de
la E.D.P. de (1) por 2z0,u, de tomar la parte real e
integrar por partes. Usando un argumento de densidad
junto con la dependencia continua se obtinen las férmu-
las en el caso r = 1. Mayores detalles pueden verse en
[6]. O

Teorema 9. Siu € C([0,T]: Fy (R)) es la solucién lo-
cal del problema (1) con ¢ € F; (R), P =0, DK > 0,
BD <0yC < ¢l donde C es como en (18) y alguna
de las siguientes situaciones ocurre:

(a)
(b)
()

E(¢) =0y DIm [, 2¢0,¢dx < 0, o,
DE(¢) <0, o,
DE(¢)>0y

DIm/Rxaamgbdx < *\/WHJ;QZ)HO )

entonces existe T* € RT tal que tlﬂ% 102w (£)]lp = o

Demostracién. Supongamos que el problema (1), con las
condiciones dadas, es global en Fj (R). Integrando dos
veces (22) entre 0 y ¢ tenemos

zu (8)]2 = 4DE(¢)t2+4DtIm/:c$%dx
R

t s
+2BD// (7)) drds + ||z
0 0

por lo tanto
|zu (t)||2 < ADE (¢) > + 4Dt 1 3224 2
ru (B} < ADE (@)1 +4DtIm | 25 2dr + a0l

Las condiciones (a), (b) y (¢) aseguran la existencia de
T* € RT tal que

ADE (¢)T*? + 4DT*Im/ ﬁ%dx +|lzgl2 =0
R

luego

i D% =o.
im llzu ()|l

La desigualdad de Heisenberg (27) junto con (2) impli-
can que

[9llo = llu@llp < 2[lzu () [10zw @)l (23)

y tomando limite cuando t — T* ~ en (23) obtenemos
que ||¢||, = 0, lo cual es imposible. O
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5. Apéndice
Teorema 10 (Lema de inmersién de Sobolev). Si
1
>—-+k,
s 3 +

donde k es un entero no negativo, entonces H® (R)
estd contenido continuamente en el espacio CE (R)
de funciones con k derivadas continuas tales que

\x1|1,i>noo O%u(x) = 0 paran = 0,...,k. La inclusion con-

tinua significa que existe Cs > 0 tal que

k
e =D 103ull, < Csull, - (24)

n=0

Demostracion. Véanse [14] y las referencias dadas
alli. O

Teorema 11 (Desigualdad de Gronwall). Sean k €
L' ([a,b]) con k > 0y f,g € C([a,b]: R) tales que
f@)<g()+ fat k(s) f (s)ds para a <t <b. Entonces
t t
<o+ [ ke | [ k@i aas

para a <t <b. Ademds, si g es constante entonces
t
ft) <gexp [/ k(r) dr] . (25)
a
Demostracion. Véanse [11] y las referencias dadas

alli. O

Teorema 12 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg). Si
u € H* (R) donde k es un entero positivo, entonces exis-
te C' > 0 tal que

[4 1-6
107 ullp < C IO ullLq ull - (26)

donden <m <k, C=C(n,m,p,q,r), 0 € {%71} v

1n0<im)+(19)i.

p

Demostracion. Véanse [14] y las referencias dadas
allf. O

Teorema 13 (Desigualdad de Heisenberg). Si u €
F; (R) entonces

2
[ullg < 2lzullg |0zl - (27)

Demostracion. Véase [11]. O

Teorema 14 (Desigualdad de Young). Si z, y > 0,
1 1

p, ¢q>1y —+ — =1 entonces
P q

zy < — 4+ =—. (28)
b

Demostracion Véase [11].

Algunas de las propiedades importantes de Fy, (R)
son las siguientes:

Teorema 15. F,, (R) es un dlgebra de Banach con
respecto al producto de funciones para todo r € R si
s> e decir, existe Cs, > 0 tal que siu, v € Fy, (R)
entonces uwv € Fy . (R) y

., < Corlul

[uv] e, vl - (29)

Demostracion. Véase [11]. O

Teorema 16. Si u € F,, (R) = F, (R) entonces para
todo par de enteros no negativos m y n tales que
0 < n+m < r existe una constante positiva C, ,, tal
que

"0 ully < Crm [|ullp, - (30)

Demostracion. Véase [11]. O

Teorema 17. Siu € F,,(R) = F.(R) con r € Z*,
entonces U € F,. (R) y

[l g, = llull g, - (31)
Demostracion. Véase [11]. O
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