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Sea (M, g) una superficie con una métrica riemanniana la cual es topoldgicamente un toro. El
teorema de uniformizacién implica la existencia de una inmersion conforme o: R? — M la cual es
una aplicacion cubierta con fa propiedad que el grupo /_de difeomorfismos p: R* — R* tales que
2 0 p =0, esta conformado por traslaciones en R’y es isomorfo a Z2. La demostracion clasica de
este teorema utiliza herramientas de topologia algebraica y de ecuaciones diferenciales parciales
sobre espacios de Sobolev. En este articulo demostraremos este teorema en el caso particular de un
toro minimo inmerso en la esfera unidad 3 dimensional, $, de una manera sencilla e innovadora,
mas precisamente, estos teoremas seran una consecuencia del estudio del operador de forma en
toros minimos en $°. En lo posible, trataremos que este articulo quede escrito de una manera auto-
contenida, con ¢l fin de darle un valor pedagégico y con el fin de inducir al lector en el estudio de
toros minimos en la esfera 3-dimensional. Recordemos que una de las conjeturas mdas importantes
de la Geometria Diferencial Clésica es la conjetura de Lawson, la cual esteblece que el Ginico toro
encajado minimo en S° es ¢l toro de Clifford.
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Abstract

Let (M, g) be a torus with a riemannian metric g. The Uniformization theorem implies
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the existence of a covering conformal map ¢ : R° — M such that the group Hy of diffeo-
morphisms g : R — R® such that gop=¢,isa subgroup of the group of translations in R?
and is isomorph to Z2. The classical proof of his theorem uses tools from algebraic topology
and PDE’s in Sobolev spaces. In this paper we will give an alternative and easier proof of
this theorem in the case that M is a minimal immersed torus in the unit three dimensional
sphere, §°. We will achieve this theorem by studying the shape operator of minimal torus
on the sphere. One of the main ideas of the this paper is to induce the reader to the study of
minimal torus in S%. Recall that one important conjecture in differential geometry is Law-
son's conjecture. This conjecture states that the only minimal embedded tori in % are the

Clifford tori.

1. Introduccion.

Sea §% = {z = (#1,72,73,24) : |7)° = 1} la esfera
unidad contenida en R*, M una superficie topolégi-
camente un toro y £ : M — 5% una immersién. Ya
que M es un toro, M es orientable y existe una apli-
cacién diferenciable v : M — $3 con la propiedad
de que para todo m & M, v(£(m)) es perpendicular
a &(m) y a dén(TwmM) C RY Ya que toda inmersién
es localmente un encaje, muchas veces en este articu-
lo, cuando estemos realizando argumentos locales, como
cdlculo de derivadas covariantes o laplacianos, identifi-
caremos M con &(M) v TpM con dé,(TmM) C RY.
Usando esta identificacién se tiene que la diferencial
de v, dvy, : TpM — d&, (T M) puede ser vista,
ya sea como una aplicacién lineal de d&n,(TmM) a
@€ (T M) 0 una aplicacién lineal de 7,,M en T, M.
En la anterior afirmacién hemos usado el hecho de que
dvm (T M) no sélo es un subespacio de R* sino tam-
bién un subespacio de dé, (T}, M). Al operador de for-
ma en m lo denotaremos como Ay, : TpM — TpM y
estd dado por A,(v) = —dvm(v). La métrica rieman-
hiana que se considerard en M serd la inducida por
la métrica estdndar en S? y la inmersion £. Més pre-
cisamente, g{m)(v, w} =< d&n, (v}, dfm{w) > para todo
me My v,w € T,M. Es bien conocido que el op-
erador A,, es auto-adjunto, es decir < Ay (v),w > =
< v, Ap{w) >. Nétese que de la misma forma como es
natural identificar un vector v &€ T, M con d&,(v) €
R4, es natural denotar a g(m)(v,w) como < wv,w >;
en la ecuacién < A, (v}, w > = < v, Ap(w) >, esta-
mos utilizando esta identificacién. Ya que A,, es auto-
adjunto, existen dos reales k1 (m) y xa(m) y dos vectores
unitarios y perpendiculares Vi{m) y Va(m) en T, M,
tales que Ap, (Vi(m)} = ki(m}Vi(m), y An(Va{m)) =
Ka(m)Va(m). Los valores k1{m) y ka(m) son llamados
curvaturas principales y el promedio de las curvaturas
principales es llamado la curvatura media de la inmez-
sién £ y denotado por H({m)}. Diremos que la immersién

M es minima si H(m) = 0 para todo m € M. En ade-
lante supondremos que nuestra inmersion £ : M — 5% es
minima, por lo tanto x1(m) = —xk2{m), y denotaremos
a a(m) = {n1(m)|. Es conocido, véase [L] por ejemp-
lo, que debido a que la caracteristica de Euler de M
es cero, entonces la funcién a : M — R nunca se an-
ula, esto garantiza la existencia de campos vectoriales
Vi: M — R'y V,: M — R? diferenciables, unitarios
v ortogonales los cuales satisfacen que A(V}) = al] vy
A(Vz2) = —aVs. Estos campos vectoriales serdn muy im-
portantes en este articulo y haremos referencia a ellos
en varias ocasiones. Veamos un ejemplo concreto de una
inmersién minima. Sea

Un calculo directo muestra que T ¢ S3, v{z) =
(-1, —-Z2,T3,%4) s una aplicacién de Gauss, las cur-
vaturas principales son £1(z) = 1 con vector propio aso-
ciado V() = v2(—z3,21,0,0) y k2(z) = —1 con vector
propio asociado Va(z) = v/2(0,0, -4, x3). Por lo tanto,
tenemos que 7" es un toro minimo encajado en S? y por
ende cualquier movimiento rigido de T serd también un
toro minimo. Estos toros son conocidos como toros de
Clifford y hasta el momento, ellos constituyen los dnicos
ejemplos conocidos de toros minimos encajados en S3.
La conjetura que establece que los toros de Clifford son
los tinicos toros minimos encajados en S* es conocida
como la conjetura de Lawson.

b3} =

1
T= {(I1,$2,$3,$4) e R xi+a2 = 2’ T+l =

Dados dos campos vectoriales V y W en R™, deno-
taremos por ¥ la derivada conexién natural en R", es
decir, si dV denota el diferencial de V y DV denota la
matriz jacobiana de V vista como una funcién de R™ en
K™, entonces la siguiente relacién se tiene,

(VwV)(z) = dVa(W(z)) = DV(z)W(z),

para todo z € R™. En el caso de que V,W : M — R*
sean dos campos vectoriales tangentes definidos en M,
VwV denotard la conexién de Levi-Civita en Af. Ndtese
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que ([D, Capitulo 3])
Vw V{m) = {dV(m)(W(m)}T paratodome M,

donde, para cualquier vector n € RY 757 denota la
proyeccién ortogonal del vector n en el subespacio dos
dimensional T, M < R

Este articulo estd organizado en 4 seccioues. El
primer teorema de la seccidn 2 y toda la seccién 4 pueden
ser omitidas por el lector experto en el drea, pues ellas
presentan resultados bien conocidos en geometria difer-
encial, aunque cabe rescatar que cn estas secciones se
han introducido pequeiias variaciones a las demostra-
ciones cldsicas con el fin de hacerlas mds asequibles a
una mayor cantidad de lectores.

Antes de continuar, los autores desean agradecer a la
Pontificia Universidad Javeriana por su ayuda econdmi-
ca que permitié el desarrrollo de este articulo.

2. Estudio del operador de forma para
superficies en S°.

Consideremos una superficie M como en la introduc-
cién. En esta seccién utilizaremos las ecuaciones de Co-
dazzi para demostrar ciertas relaciones entre los campos
vectoriales construidos a partir de los campos vectori-
ales Vi ¥ Vo v la funcién curvatura principal positiva
a : M — R definida en la seccién anterior. Estas rela-
ciones nos permitirdn definir la aplicacién cubierta con-
forme de R? en el toro que satisface las condiciones men-
cionadas en el resumen. Con el fin de hacer la exposicién
més ficil de seguir para los lectores no especialistas en
el drea de la geometria diferencial, definiremoes el tensor
derivada covariante de A, DA, y luego demostraremos
las ecuaciones de Codazzi.

Definicion 2.1, Si A denota el operador de forma de la
superficie M inmersa en S3, se define el tensor derivada
covariante de A en el punto m € M como la aplicacién
lineal
DAg T M x TpM — Ty M
que toma dos vectores v, w € T,, M y los envia al vector,
DAn(v,w) = V, AV) — A (V, V),

donde V' es un campo vectorial definido en una vecindad
de m con la propiedad que V{(m) = .

Se demuestra que DA(v, w) es independiente del cam-
po vectorial V, siempre y cuando V{m) = v. A contin-
uacién enunciaremos y demostraremos las ecuaciones de
Codazzi.

Teorema 2.1. Sea M < S° C R? una superficie. En-
tonces DA (v, w) = DAy {w,v).

Demostracidn. Sean V' y W dos campos vectoriales
definidos en una vecindad de m tales que V(m) = v
v W{m) = w. Utilizando la definicién de DA y la de
tensor de curvatura. obtenemos que

DA (v, w) — DA (w,v) =
VpA(V) — AV V) — VLAWY + A (VW)
= Vy AV} — Vo A(W) — An(IW, V])

= —VuVvr+ V. Vv + viw,t-']V
(R(W,V))T =0T =0

donde R es el tensor de curvatura en R &

Usando las ecuaciones de Codazzi podemos encontrar
ecuaciones para las derivadas de los campos vectoriales
V1 v Vo correspondientes a los vectores propios del op-
erador de forma. Veamos esto,

Proposicion 2.1. Sea M una toro minimo inmerso en
S? y toniemos los campos vectoriales Vy, V3 y Ja fun-
ciona : M — R como en la seccidn 1. Las siguientes
ecuaciones son ciertas,

= Dyt
a. V\/lvl =—‘3—Vn+au~m

b Vi Ve = — DM“V Ty, Vh
c. ﬁvzvl = D‘“ G)V Vi, Vi

- D
d VplW= —‘—lift—)Vl —av —m,

donde Dy, (¢) representa a la derivada de a en la direc-
cionde Vi parait =106 2.

Demostracion. Ya que para todo punto m € M los vee-
tores m, v(m), Vi(m), Va(m) forman una base para R?,
existen reales aq, b;, ¢, y dy, 1 = 1,2,3,4, tales que

Vi Vi = a1Vi +a2Va 4+ agr + aym

Vi, Va = bi1Vi + baVa + baw + bym

t‘;’vm =V + Ve + e+ om

Vi, Vo = d Vi + daVo + dsv + dym
Al derivar la ecuacién {V7, V1) = 1 en la direccién V7, se
obtiene que

- 1
o = (Vi W3, V)) = §VV1(V1,V1) =

Analogamente al derivar la ecuacidn {(V2,V2) = L en la
direccién V, obtenemos que dy = 0. De la misma man-
era se prueba que ¢; y by son cero. Ahora, si derivamos
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la expresién (V;(m),m} = 0 en las direcciones ¥} y V3,
obtenemos que
ag=-1 by=0 ¢4=0 y dy=-1.

Si utilizamos ahora las ecuaciones (Vi, v} = 0 y las
derivamos en las direcciones Vi v Vi, obtenemos que

az = (Vy Vi, v} = =(W, Vyv) = (B, A1) =a.
De la misma forma se deduce que
d4 = —a.

Al derivar la ecuacién {V1,V2) = 0 con respecto a V; y
V5 obtenemos que

a2=—b1 A d1:—62.

A continuacion se usa la ecuacidn de Codazzi
DA(V1,V3) = DA(V,, V1) para encontrar by ¥ ca.

DAW, V2) = Vi, A(V1} — A(Vy, V1)
= Vip{aVi) — A(e2V2)
=Dy, (a)V1 +aVy, V) — CQA(VQ)
= Dy, (a)V1 + acoVa + acaVs
== DV2 (a)V1 + QGCQVQ

DA(V2, V1) = Vi, A(V2) — A(Vy; 12)
= Vy; (—als) — A5 V1)
= —Dv,(a)Va ~ aVy, Vo — 1 A(V})
= —Dv,(a)Vz — ab1 Vi — e V)
= —Dy,{a)Ve — 2alh V]
Igualando

Dy, (a)V1 + 2acoVa = — Dy, (a)Va — 2aby V7,

(Dv,(a) + 2ab1) Vi + (Dy, (a} + 2ac2) V2 =0,
de donde podemos concluir usando la independencia lin-
eal de los vectores V) yVa que

Dv,‘,_(a) _ Dvl(a)
=g Y@=

Esto concluye la demostracién de la proposicién. M

El siguiente lema establece una férmula para calcular
el laplaciano de una funcién definida en M en términos

de las derivadas con respecto a las direcciones 1.

Lema 2.1: Sean M un toro minimo inmerso en $%,
NW:M->RLV,: MR ya: M — R como en
la proposicién anterior. Si f : M — R es una funcion
diferenciable, entonces

AfF =V, Vi f+ViVyf

1
- %(Vvla Vv, f+ Viza Vi, f)

1
=vv1 Vvlf + VV;; vV2.f - 2_a<va5 vf)

Demostrecion. Por definicion Af = divVf donde
para todo campo vectorial X en Af

divX(m) = (Ve, X, 1) + (Ve X, €2)
donde {e;,e;} es cualquier base ortonormal de T, M,
en particular tenemos que

divX = (Vy, X, V1) + (Vi X, V3)

Ya que Vf = Vy, f V1 + Vi, f V4, entonces usando la
expresién anterior obtenemos que

Af =(Vv (Vi f Vi+ Vi f Vo), V1)
+ (Vi (Vv f Vi + Vi, f V), V2)
=Vv, Vv, f + V. f (Vi, Vo, V1)
+ Vv f (VVQVM V2) + Vi, Vi f
=V, Vu, f+ Vi, Vi, f

i
- %(v‘ﬁa vV:f'i' sza VVz.f)

Terminaremos esta seccién con el siguiente lema cuya
demostracion utiliza la proposicion y el lema anterior.

Lema 2.2. Sean M un toro minimo inmerso en 5%,
Vi:M > R, Va: M= R yva: M- R como
en la proposicion anterior. Las siguientes férmulas son
ciertas,

1 1
a"2V1,a”2Va)=0 y Alna=2 -2’
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Demaostracion. La primera ecuacion se demuestra usando la proposicién 2.1, veamos esto,

1 1 1 1 1 1
[a™2Vi,a"2Vo] =a Vi, Vol + @ 2Dy, (@ 2)Va —a" 2Dy, (a”2)W;

1 1 1 1
=gt (Vy, Vo = Vi, V1) +a 2 ——3DVl (a)Vo| —a 2}— 3D‘/E(G',)Vl
2a2 2a2
_ Dy, (a) Dy, (a} Dy, {a) Dy, (a)
- 1] _ 2 1 . 1 2 _
¢ ( 2a Vit 2a Ve 2a2 Vot 2a? =0

Para demostrar la segunda ecuacién, calculemos primero la curvatura de Gauss K de A en términos de a v sus
derivadas,

K =(R(V1,Va)W, Vo) = (Vi Vy V1 = Vi, Vi, Vi + v[\’g.Vg]Vh Va)

A% Vv, (a
:(sz [M%] _vvl |:_ Vi (U)V} +V (Vo Va—Viy i )V1,V2)

2a 2a
2 3

— [VVZ (a)] VVQ sz (a‘) [vvl (a)] VV; VV] )

—_ 2@2 + 20‘ - 20'2 2(1 <V( vv,,r.)v_i_vt (..)V)Vl,Vg)
__[ul] | VuVn@  [w@ | VuVul@ Vel (Tl
- 2q2 2a 2a2 2a 2a 2a

v\/1‘0"/'1 (a) VV VVZ ((L) 3 2 2
=t T g Vo) 4JV“(”
_VVIVVI (G;) szvVé (CL) . i 2
N 2a + 2a 4a? Val

Ahora, ya que S? tiene curvatura seccional constante igual a 1, la ecuacién de Gauss nos dice que K = 1+ x5 = 1—a?.
Combinando estas dos expresiones para K obtenemos que,
VuVule) , VuVn@) 3
2a 2a 402
Usando esta dltima ecuacidn y el lemma 2.1 obtenemos que

Val® =1 -a?.

Alna = Dy, Dy, (Ina) + Dv, Dy, (Ina) — i(v Ina,Va)
11
= DV; ((,1._1.DV1 {a)) + DVz((L_lDVQ (a)) — ﬁa(Va, Vﬂ.)
1 .
= —a™2(Dy,(@))? + (Dv, (@)?] + a~"(Dw, Dis(a) + Dy D ()] — 505170l
3 1
— -2 24 o 12all — a) + 2 27 L 2
a”*|Val|* + o™ [2a(l - a*) + Q(LIV&[ ] 20‘2[?7&[

=2 —2q°

Lo cual termina la demostracién. B

3. Una aplicacién cubierta para toros minimos para una demostracion mds elemental, invitamos al lec-
en S, tor a leer el apéndice al final de este articulo.

Lema 3.1: Sean M un toro inmersoen 5%, X y Y
dos campos vectorialesen M y 8 : M xR —-= M y
n: M x R — M los flujos asociados a los campos vec-
toriales X y Y respectivamente. Si[X,Y](p) = 0 para
todo p M, entonces los flujos conmutan.

En esta seccidn construiremos una aplicacién cubier-
ta de R? a un toro M inmerso en S2. Antes de continuar,
escribamos uno de los lemas més importantes de la de-
mostracion. Este lema puede ser encontrado en [B], o
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La demostracién de este lema estd en la seccidn 4.
Ahora enunciemos el resultado més importante de esta
seccidén

Teorema 3.1. Sea M un toro minimo inmerso en S°,
a: M — R la funcién curvatura principal positiva, Vi y
Va, los campos vectoriales unitarios definidos en la sec-

cionl, X =a"2ViyY =a"3Vy y 8: MxR— M
y n:Mx R — M los flujos asociados a los campos
vectoriales X y Y respectivamente. §i pyp es un punto
fijo en M, entonces la aplicacién ¢ : R — M dada
por
o(z,y} = Oz(ny(po))

es una aplicacion cubierta tal que el grupo de difeomor-
fismos p: R* — R? es un subgrupo, isomorfo a Z?, del
grupo de traslaciones.

Demostracion: Por la definicién de flujo, tenemos que

%(I,y) = X(é(z,y)) y ya que [X,Y] =0, por el lema
3.1, deducimos que

Bz, y) = 0z (ny(po)) = ny(0x(po))

a
Por lo tanto, también podemos concluir que a—w(’c, y) =

Y (¢(z, y)). Puesto que los vectores X(p) y Y(p) son
linealmente independientes para todo p € M, el teorema
de la funcién inversa implica que ¢ es un difeomorfisino
local. ¢(R?) no es vacio porque ¢(0,0) = pp € M. Para
demostrar que ¢ cubre todo M basta demostrar que
#{R?) es abierto y cerrado porque M es conexo.

Claramente ¢(R?) es abierto porque ¢ es un difeo-
morfismo local y porque R? es abierto. Demostremos
ahora que ¢(R?) es cerrado. Sea p; ¢ ¢(R?) y definimos

&z, y) = Oz{ny(p)) = ny(02(p1))

y demostremos por contradiccion que £(R?) estd con-
tenido en el complemento de ¢(R?) lo que termina la
demostracién porque £(R?) es un abierto que contiene
a p1. Supongamos que £(R?) N ¢{R?) £ 0, entonces, ex-
iste ¢ € M tal que ¢ = £(s,t) = &(u,v), esto es una
contradiceién porque de ser cierto se tendria que,

Plu—s5,v—1) =0_o(n-1(0u(m:(p0)))} =8 -s(n-2{q)) = p1.,

lo cual es imposible porque estamos suponiendo que
m ¢ #(R?). Por lo tanto ¢ es sobreyectiva. Demostremos
que Hy = {p: R > R® : pop = ¢} estd conforma-
do por traslaciones, es decir, que si ¢{p(r,¥)) = o(z, y)
entonces p(x,y) es una traslacién.

Sea A = ¢~!{pp). Para cualquier a = (s5,t} € A de-
finamos p,(z,y) = (z + s,y + £). La siguiente igualdad

demuestra que p, € Hy
(palz, 1)) = O (ny(8:(ne(p0)))) = by (p0)) = &(z, ) -

Demostremos ahora que cualquier elemento en Hy es de
la forma p, para algin a € A. Dado p € Hy, tomem-
os h = p;! o p donde a = p(0,0). Nétese que a € 4
porque ${p(a)) = ¢(a) = po. Ya que Hy es un grupo, se
tiene que h € H,. Notese que h(0,0) = p7(p(0,0)) =
pa Ha) = (0.0). Ya que

h(0,0) = (0,0) v &(h(x,y)) = olz,9),

entonces podemos deducir del hecho de que ¢ es local-
mente invertible, que h es la aplicacion identidad, por
lo tanto p = pq.

El anterior argumnento demostrd que (i) Hy esta con-
formado por traslaciones, (ii) el conjunto A es un con-
junto sin puntos limites (ya que ¢ es localmente invers-
ible) y (iii) A es ur subgrupo del grupo aditivo R? el
cual es isomorfo a Hy.

Una vez conocido el grupo H, se verifica facilmente
que si p = ¢(r,y) € M, entonces existe un abierto U de
M que contiene a p tal que ¢~ (/) es abierto y tal que
¢ restringido a cada componente conexa de ¢~ {U) es
invertible. Para ver esto basta tomar abiertos [/ de M
y V de R? tales que ¢(V) = U y tales que ¢ restriugida
a V sea inyectiva. Se verifica que Uge 40, (V) = 07 (U),
que ¢o (V)M dp(V) = B si a # by que ¢ restringida a
cada ¢q (V') es inyectiva. Esto completa la demostracién
de que ¢ es una aplicacién cubierta. Resta demostrar
que el grupo A es un grupo isomorfo a Z2. Empece-
mos notando que A no puede ser el conjunto {{0,0)},
porque de serlo, tendriamos que ¢ seria inyectiva y por
lo tanto un difeomorfismo. Esto es imposible porque un
toro es compacto y R? no lo es. Sea a; # (0,0) un el-
emento en A4 con la propiedad de que |ey] < |a| para
todo a € A, este a1 existe porque el conjunto A no
tiene puntos limites. Ya que A es grupo, tenemos que
el conjunto B = {na; : n € Z} estd contenido en A.
Demostremos por contradiccion que A # B. Si A fuese
igual a B, entonces, definiendo la relacién de equivalen-
cia (z,y) ~ (s,¢) sl (x — s,y — t) € B, tendriamos que
C = HTO es topologicamente un cilindro, en particular
C, con la topologia cociente inducida por R? vy por la
relacién de equivalencia no es compacta, por otro lado,
la aplicacion

oz v)]) = olx,y)
estd bien definida por la definicién de A y claramente de-
fine un homeomorfismo entre C y M, lo cual es imposible
porque C no compacto y M si lo es. Por lo tanto A # B
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y podemos tomar un vector az € A\ B, az # (0,0) con
la propiedad de que |a2| < |a| para todo a € A\ B.
Definamos

D ={na;+maz:n,me M}

Claramente, ! C A porque 4 es un grupo. De-
mostremos que A = D. Primero, note que por la defini-
cion de a1 y as tenemos que ¢ es inyectiva cuando la
restringimos al conjunto

E={ra1+ya:0<z <l 0<y<l1},

ya que si ¢(c) = @(d) para algin par de puntos en F
tendriamos que al menos uno de los 9 vectores de la
forma

c—d+negp+maz con nmecZ —1<nm<l,

no pertenece a B y tiene norma menor que las|, esto
es una contradiccién porque todos estos 9 vectores son
elementos de A. E! hecho de que ¢ sea inyectiva ex E
garantiza que A = D porque si existiese un vector € en
AN\ D, entonces seria posible encontrar enteros r y s tales
que g = e-+ra; +sag pertenece a K, es diferente de {0,0)
y tal que ¢(g} = po = ¢(0.0), lo cual es una contradic-
cién. Esto termina la demostracion que H es isomorfo
a Z? y por lo tanto la demostracién del teorema. ®

Corolario 3.1. Si M es un toro minimo inmerso en §°
¥ go es la métrica inducida por S®, entonces la métrica
g = agp es una métrica plana.

Demostracidn. Basta verificar que si tomamos esta
métrica g = agy v tomamos los campos vectoriales X
v Y y la funcién ¢ como en el teorema anterior, se tiene
que

g(X, X) = gla™ V10”31
= agg(a"%Vl,a_%Vﬂ
= aa"lgo(Vl, Vl) =1 B

lo cual es equivalente al hecho de que g(‘g—i, %‘;—}} = 1.

De la misma manera se verifica que g(X,Y} =0y que
g(Y,Y) = 1. Estas igualdades implican que ¢ es una
isometrfa local cuando tomamos la métrica g en M. Ya
que R? tiene curvatura 0, concluimos que g, por ser lo-
calmente isométrica a R2, también tiene curvatura 0, es
decir, es una métrica plana. i

Observacién. Este corolario confirma la ecuacién para
el laplaciano de Ina en el lema 2.2 y la ecuacion para
que un cambio conforme de la métrica sea una métrica
plana. Es conocido que g = e*/ gy es una métrica plana

si y solo sl (véase [K])
Af K =0, (1)

donde el laplaciano es tomado con respecto a la métrica
inicial go y K es la curvatura de Gauss del M con re-
specto a la métrica gg. En nuestro caso 2/ = a y por lo
tanto f = % In{a}, pero por el lema 2.2, tenemos que

Af=1-a>.
Nétese que en 11ltimas, mediante el estudio del operador

de forma, hemos encontrado una solucién explicita a la
ecuacién (1) en derivadas parciales.

4. Apéndice: Demostraciones elementales de
algunos lemas.

En esta seccidn presentamos varios lemas que se em-
plearon en la demostracién del teorema central, el Teo-
rema 3.1, los cuales a pesar de ser conocidos, pues en
esencia, estos lemas hacen parte de la demostracion
del teorema de Frobenius, los presentaremos en este
articule por completés y porque las demostraciones que
mostramos tienen unos pequefios cambios que los hacen
mas faciles de entender para el lector que sélo tiene un
buen dominio de cédlculo avanzado. Enunciemos y de-
mostremos estos lemas

Lema 4.1. Sean X y Y dos campos vectoriales en R2

v8:RPxR—- R’y7: R? x R iRQ los flujos asocia-

dos a los campos vectoriales X y Y respectivamente. Si

(zo,yo) es un punto fijoen R? y & : R — R? es la curva
&(t) = DA i{Be(w0,y0)) - Y (B (w0, 30))

entonces & '(0) = [X.Y](zo,yo), donde D es la derivada
con respecto a las variables espaciales x y 4.

Demosiracion. Sea p un punto en una vecindad de
{z0.v0) € R2. Se pretende demostrar que

d _~ =~ =~
| iP0B)| = -DXO).
=0
Para ello partamos de a_t('ﬂ;(p)) = p; entonces

D&_,(8:(p))- DBi(p) = I y para t =0, Dfip(p) = D(p) =
I, lo que unplica que D8p(6o(p}) = I y ademds

K%Dg_t(at (P))) .Dé, (P)+D§_t(é—t(p)). %Dé’f' (p)] t=j 0
d _~ - 4 -
[Em_t(m (p))} N Li_t Dé, (p)] = 0

= -DX(p)
t=0

[% D@:,:(at(p))] == {%Dg*“’)}

t=0
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li’a.:ra comprobﬂgr la ﬁltirILa igualdad, suponga que
Be(ur, uz) = (Or(t, uy,uz), O2(t, ur,uz)) v X(ur, uz} =
{(b1(uw1, uz), ba(uz, ug)) entonces
- duy,  Ous
Dé(p) = N N (p)

96, 9%

6111 81.!2
[ 886, 886,

i A, _ Bt 3u1 ot @

| 8t6u, Otdus
0 08, B o
6u1 ot duy Ot

8 06,

L duy ot

- 8b,  Oby
Bu; Bus | _
= (0:(p))

Bby  Obo

L Buy  Bus

porque £6,(p) = X (Be(p)) = (81(Be(p)), b2(B:(p)))- Asi

al(o) — [%Dﬁ_t(@“t(mo, y@)):f

0 99,
Bug ot

}m’(xo,yo)
t=0
+ [Dg—-t(gt($0=y0))]t=o ggf’(ar(-’fo’yo))J

= —DX(z0, yo)¥ (o, o) + D,\??(Io,yo)
= [)?,37](550,3!0)- u

t=0

Lema 4.2. Sean M un toro inmerso en 5%, X y Y dos
campos vectoriales en M y # : M xR — M yn:
M x R — M los flujos asociados a los campos vectoriales
X y Y respectivamente, Si (zo.y0) es un punto fijo en
Mya:R— M eslacurvaa(t) = dbf_.(6:(p))-Y(8:(p))
entonces a'(0) = [ X, Y|(p)

Demostracién. Sea ¢ : B2 —+ M una parametrizacién
de M. Se cumple entonces que

X(p(u,v)} = a1 (u, U)g—z(u, v) + o, v)%(u,v)

Y{p(u,v))

81 definimos los campos vectorialei X y Y en R2 como,
X(u,v) = & (u, v)e; +az(u, viee y Y{u,v) = b (u, v)ey +

= e ~ g
= b (u, v)%(u,v) + ba(u, U)a—f(u,v) .

ba{u, v)es entonces, se verifica facilmente que

dp(X(r,8)) = X(p(r.s)) v dp(Y(r,s)) =Y (p(r,s)).

Més atn, si [X, ¥](u, v) = & (u, v)er +E(u, v)es, usando
la definicién de “bracket” entre dos campos vectoriales
en coordenadas (véase [D]), se tiene que

X, YY) = B (. 0) 92 (,0) + Bt 0) 2 )

Sean f: R2x R — R2 y i R? x R — R? los flujos aso-
ciados a los campos vectoriales X ¥ Y respectivamente,
y demostremos que

(i (1, v)) = Bu(p(u,v)).
Nétese que la curva v{t) = ©(f:{u, v)) satistace ¥(0) =

Q&(U,U) Y
(6) = dp( Py (R (Biu,0)

= X (p(6y(w, v))) = X(+(2))

Por lo tanto. & (g(u,v)) = +{t) = go(gt(u,v)) lo cual
era lo que deseabamos probar. Esta filtima igualdad la
podemos escribir como,

f_i(w) =pob_iopu }
Nétese que si tomamos p = (,a( v), w = B(p), en-
tonces w = (z) donde z = #,(u,v). Mas ain, usan-
do la relacidn que existe entre YV y Y, tenemos que
dgp(z)(f"(z)) = Y (w). Terminemos la demostracién com-
probando que si a(t) = d0_,(8:(p)) (Y (6:(p))) entonces
a '(0) = [X,Y]{p). Por la regla de la cadena se tiene que

df. 1 (w)(Y (w)) = de(u,v) o df_,(2) o D™ w)(Y (w))
=dip(u,v) 0 df_4(z) o D™ {w){ D (2)(¥ ()))
=dp{u,v) o dg_t(z)(?’(z)).

La igualdad anterior muestra que si definimos

&(t) = DI_4(8:(p) - ¥ (8c(u, v))

entonces, a(t) = dy(u,v}{alt)), de donde se de-
duce, usando el lema anterior, que a '(0) =
dp(u, v){[X, Y](u,v)) = [X,Y](p). ®

Lema 3.1. Sean M un toro inmerso en S°, X y Y
dos campos vectoriales en M y 8 : M xR - M y
n: M x R — M los flijos asociados a los campos vec-
toriales X y Y respectivamente. Si [X,Y](p) = 0 para
todo p € M entonces los Aujos conmutan.

Demostracidn. Para cada m € M definamos an,(t) =
_e(6(m))Y (6:(m)). Por el lemma anterior tenemos
que am '(0) = [X,Y](m) =
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Sea B(1} = a,(t + 7) luego 3'(0) = «’(t). Por otro
lado tenemos gue
B(1) = dO—t—r (814+(2))Y (Br4- (1)) -
Como 6_;_{z) = 0_(f_.(z)), entonces,
d0_s—r(2) = dO_,(6_r(z)) 0 dO_.(2).

Haciendo z = 6;...(p) se cumple que

B(r) = d8-4(6:(p)) © A (0e1- ()Y (Be4- (p))
Si definimos g = 6,(p), se obtiene que

B(7) = df_{g)(df- (- (9)}Y (6-(q))) -

Por tanto 3{1) = df_,(q)(ag{7)). De aqui se obtiene que

d
Eﬁ('r) = dG_t(q)g

Como ap'(t) = 0 se cumple que p(t) = ap(—t) =
0,(0) =Y (p) portanto df(8_:(p))Y (6_:(p)) =Y (p).
Si g = 0_.(p) entonces p = B;(g) y se tiene que
d6:(q)Y (q) = Y (6:(q)). Sea F = f; entonces se cumple
que dF ()Y (g) = Y(F(q)). Sea 1, el flujo asociado al
campo vectorial ¥ y consideremos las curvas §(s) =
ns(F(g)) y (s} = F(ns(a))- Ellas cumplen que 5(0) =
m(Flg)) = Flg) = py (0) = F(ml(q)) = Flg) = p,
por tanto §(0) = (0). Ademés se tlene que

8'(s) =Y (4(s))

ag(7) = 0.

¥

7'(8) = dF(na ()Y (ns(@)) = Y (F(ns(g))) = Y (%(s)) -
Por el teorema de existencia y unicidad se tiene que
(s) = ¥{s), lo que implica que n,(F(q)} = F(ns(q)),
es decir que 7:(0:(q)) = 8(ns(q}); por tanto los flujos
conmutan. B
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