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Para hallar expresiones o encontrar valores numéricos para algunas propiedades fisicas y
fisicoquimicas en sistemas en que las particulas se distribuyen totalmente al azar (o que pueden
considerarse, con buen grado de aproximacién, como si lo estuvieran) en algunas ocasiones es necesario
disponer de las funciones de distribucién de las n-ésimas particulas més préximas a alguna particula
genérica. Sin embargo, a nuestro conocimiento, no existe una férmula generatriz que permita obtenerlas
y s6lo se dispone de expresiones particulares para las 4 primeras funciones, dos de las cuales se
encuentran reportadas con errores. En este trabajo se deduce tal formula generatriz, se indica la manera
de usarla, y, a modo de ejemplo, se listan y grafican las funciones particulares hasta el quinto orden.

Palabras clave: funcién de distribucion radial, férmula “generatriz”, n-ésima particula mas
cercana, distribucién al azar.

Abstract

In order to find expressions or to find numerical values for some physical or physicochemical
properties in systems in which particles are distributed totally at random (or that can be considered,
in good approximation, as if they were) sometimes it is necessary to have distribution functions for
the nth-nearest-neighbour particle around some generic one. To our knowledge, a general formula
does not exist which allows obtain them. There are specific expressions reported for only the four
first functions, a couple of which with some mistakes. In this paper such a general formula is derived,
it is indicated how to use it, and the particular first five functions are listed, including their plots.
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Introduccién

Conocer la funcion de distribucién espacial de particulas de
algin sistema es fundamental para la resolucién de algunos
problemas flsicos y fisicoquimicos en diferentes areas del
conocimiento (S. Chandrasekhar, 1943; Hadad ef al, 2003;
Inokuti et al. 1965; Tewari ef al 2006; Tonooka ef al., 1997).
Particularmente, existen varios sistemas en que las particulas se
distribuyen totalmente al azar o pueden considerarse con buen
grado de aproximacion, como si lo estuvieran. (Tonooka et al.,
1997; A. Tewari & A. M. Gokhale, 2006; M. Inokuti & F.
Hirayama, 1965; C. Z. Hadad, 2007) Consecuentemente, s
muy importante disponer de alguna formula generatriz para
obtener las funciones de distribucién de las n-ésimas particulas
mas préximas a alguna particula en una coleccidn al azar. Sin
embargo, a nuestro conocimiento no existe tal formula general y
solo se dispone de expresiones particulares para las 4 primeras
funciones (S. Chandrasekhar, 1943; K. Tonooka ef al., 1997).

Fue Chandrasekhar quién primero mostré en 1943 (S.
Chandrasekhar, 1943) para un problema de astrofisica, que la
funcion de distribucion radial para el primer vecino mds cercano
en una coleccién de particulas ubicadas al azar es:

F(r)= 4mcr? exp(— 4mr3/3) D,
en donde ¢ es la densidad de particulas.

Por otro lado, Tonooka ef af, (Tonooka ef al., 1997)
trabajando en un modelo estadistico para la luminiscencia
en solidos amorfos, en que los centros Opticos pueden
considerarse como distribuidos de manera aleatoria, dedujo
las funciones de distribucion para los 2%, 3%, 4* vecinos
mas proximos. Sin embargo, aunque las graficas de las
funciones mostradas por el autor parecen ser correctas, las
expresiones matemdticas reportadas contienen errores en
las 3* y 4™ funciones.

En este trabajo se deduce una formula de recurrencia
para encontrar la funcion de distribucion de la n-ésima
particula mas préxima a alguna particuta en una coleccion
al azar, en términos de la funcion inmediatamente anterior.
Ademas se indica la manera de usarla, y, a modo de

ejemplo, se obtienen las funciones, F, (r), para n = 2,3,

4 y S, corrigiendo con ello F5(r) y F,(r) listadas por
Tonooka et af (Tonooka ef al., 1997).

Férmula generatriz

En una distribucion aleatoria de particulas en el espacio,
la probabilidad de que la n-ésima particula mas proxima a

una particula est¢ ubicada entre # y r+dr, F,(r)dr,
es igual a la probabilidad de que no se encuentre entre 0 y

'3
r,1- IF" (7, )dr, , multiplicada por la probabilidad de
0

encontrar cualquier particula en la capa esférica entre r y
r+dr, F(r)dr, y, ademas, en los casos n>2,
multiplicada por las probabilidades de encontrar a los
(n-1), (n-2),...,1 -ésimas particulas mas cercanas

entre 0 y 7, IFn—l(rﬂ—l)drn—l’IFn-Z(rn—Z)drn—2 s
0 0

;
IF 1 (r,)dr, . respectivamente. De esto se sigue que:
0

F.(r)= (1 - ]Fn (rn)drn][]ﬂ-] . )drn—l}

| [Fdn (Fry, @
i)

En donde, de acuerdo a Chandrasekhar (S. Chandrasekhar,
1943):

F(ry= Amer? (3)
Con ¢, concentracion de particulas, como en (1.

De la expresion (2) se deduce:

-d ln(l - ]Fn (. )drn} = []Fn_l (r,.)dr, ., } -

[]F. (r)dr, JF (r)dr

Integrando esta Gltima expresion entre 0y # y aplicando la exponencial, se llega a:

U= [Fy (), = exp{— T[]F,,_. (P el } 2 [Jﬂ (r)dn JF(r)dr}
[4] 0 0

0
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Introduciendo este resultado en (2) tenemos:

F,(r)= exp{— I[IF o )dr,,_.J ( fR(ran ]F(r)dr}
o\O 0

X [ IFn—l (rn-l )drn—l } o '[ J.F‘l (rl )dr] ]F(r) ) (4)
0 0

r
Desde la forma (2) aplicadaa F,,_; (), se deduce para I F,_ (r,.)dr,:
0

(IF",,Z(P’ —Z)drn-ZJ"'(IFI("])drI]F(r)_"Fnil(r —l)
0 0

[IFn—z @ -2)dr,,-2} it [ JFi(n)dn JF(r)
0 0

IFH-I (rn—l )drn-l =
0

Reemplazando esta Gltima expresion en el exponente de (4) y reordenando, F, (#), queda:

Fn (r) = J'F -1 (rn—l)dr —1 exp[ _[Fn—l (rn—l)dr —-l:|
0 0

X {exp‘} J{]Fn—Z (12 )dr, _2] e []FI (r )dn JF (rdr }
0\ 0

X ( _[F;:—Z (ru2)dry o - IF1 (r)dn F(f)]}
0 0

-~

De acuerdo a (4), Ia parte encerrada entre llaves en esta ultima expresi6n corresponde a F, n-i (7). por lo tanto, la férmula de
recurrencia buscada es:

r r
F,(r)=F,,(r) IFn—l (ryy)dr,_ exp IFn—l (re)dr,y | nz2, )
0 0

Nétese que para 7 = 1, la formula generatriz se alcanza tempranamente desde (4):

FE(r)=F(r) exp(— rIF (r)dr} , 6)
0
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Mode de aplicacién

A modo de ejemplo, calculemos F,, (¥) para n= 2,3,4y 5. La formuia de recurrencia (5) debe emplearse en conjunto

con la definicién de F, (r) (ecuacién 2), pero aplicada a F,_;(¥). Asi, en el calculo de F,(r) debemos obtener

,
previamente _[Fi (r)dr, . utilizando la ecuacion (2) para F,:
)]

=1- exp(— 47er? /3) ™,

TR, {1* Fl»(r)J _F®-F(
0

F(r) F(r)

en donde se ha empleado (1) y (3). Introduciendo este resultado y la expresién (1) en la ecuacion (5) para # = 2, obtenemos:

Fy(r) = 4mcr? exp(— 4rer® / 311 - exp(— 4mer? / 3)]exp11 - exp(—- 4mcr? / 3)] (8).

Por medio de este camino es posible deducir ficilmente las restantes funciones. Las férmulas extendidas para las
siguientes tres son las siguientes:

) =tmer 1ot 3 {1 -exg1 3= x4

X exp[Z - 47rcr3/3 - exp(—47rcr3/3) - exp(] ~dzer’ 3 - exp(—4ﬂcr3/3))] , (9,

F,(r) = 4zer {1 —exp(—4zcr3/3)}{1 ~exp|1-4zcr’ /3 -exp(—4zcr3/3)]}
x{l ~exp| 2- 470 [3 - exp(-4mer [3) — exp —4n;r3/3 - exp(—47rcr3/3))]}
xexp| 3 - 47cr’ [3—exp(—4rcr’[3) - exp(1 - 4mer’ [3 - exp(- e’ f3) )

x exp[—exp( 2—4rer’ [3—exp(—4mcr’ 3)

—exp(l—47rcr3/3«-exp(—47rcr3/3)))], (10),
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Fy(r) = 4mer? {1 - explw 4ncr3,f"’3l}{l - expll —4mer® 3 - exp(— 4mcr’ 3)]}
X {l - expl2 —dmer®/3 - exp(— 4mcr? ,f’3)- exp(l — 4mer’ 3~ exp(— 4cr’ (3 ))]}
X {1 - expl3 —dmer3 i3 - exp(— dmcr® ,":3)- exp(l ~4mcr® 3 - exp(— 4rcr? 3))]}

xexp[—exp(Z —dzer’f3- exp(—47rcr3/3)

~exp(1 - 4cr* 3~ exp(~dmer’ /3)))]
x expld — 4mcr® 3 —expl- dmr® 3)-expll - 47or® 3 = expl- 4mer? 3))
xexp[—exp(Z ~47cr* 3~ exp(~4mer* [3) - exp(1~ dzer’ [3 — exp - 4mer’ /3)))]
xexp[—exp(3 ~47cr* [3-exp(~dmer [3) ~ exp(1 - dmer’ [3 - exp(~der’ /3)))]

xexp[—exp(—exp(Z —dzer®[3 - exp(—4ztcr3/3)

—exp(l—47rcr3/3-exp(—47rcr3/3))))], (11).

En la figura 1 se muestran las graficas de estas funciones. Las expresiones (9) y (10) corrigen las férmulas reportadas en e
apéndice A del articulo de Tonooka et al (Tonooka et al. 1997).
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Figura 1. Diagrama para las primeras 5 funciones de distribucién, con ¢ = 107 particulas/A’
en las expresiones (1), (8)<(11). La curva slida es para F (1), mientras que las curvas
de segmentos corresponden a las restantes funciones, en donde se disminuye el grosor del segmento
a medida que se avanza en la secuencia V = 2,3,4,5 de F,(r).
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Coenclusiones

Este trabajo demostrd que es factible disponer de una
formula generatriz de recurrencia para obtener las
funciones de distribucion de las n-ésimas particulas mas
préximas a alguna particula genérica y que dicha férmula
es facil de utilizar. Ademas, una mirada de las funciones
(8)-(11) permite ver que su extensién y grado de comptle-
jidad aumenta con el orden de la funcion, 1o cual indica que
es conveniente disponer de la formula generatriz nombrada.
Por otro lado, la explicitacion de la tercera y cuarta funcién
permite demostrar, al compararla con las expresiones
listadas por Tonocka et «/ (Tonooka ef al, 1997), que
efectivamente estas (ltimas contienen errores en algunos de
sus términos.
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