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1.

Mi intencidn es dar en estas pdgings un resumen
de alguncs de mis trabajoa sobre integrales singulares
@ hipersingulares, publicados entre 1953 y 1987, com-
pleténdolo con algunos resultados nuevos, ohservaciones
sobre las contribuciones de mis colaboradores v de atros
matematicos, simplificaciones de varias demostraciones
¥ correcciones de errores,

Si bien me acverdo, fue alrededor de 1948 que Jean
Leray me habld de Georges Giraud y de sus trabajos
sobre ecuaciones integrales con valores principales, Me
dijo que valdria la pena estudiar estos trabajos porque
habis mucho que hacer. Yo no segui inmediatamente
este consejo ¥ fue sdlo en 1955 que me interesé por las
investigaciones de Giraud, de manera que hablaré de él
mds abajo en la seccidn 11,

Marcel Riesz fue quien me did el impulso para ocu-
parme con integrales singulares, El estuvo en Paris en el
wverang de 1949 v una segunda vez al principlo de 1951,
Ya con ocasidn de su primera visita menciond que tenia
una idea de cdmo se podria generalizar la transformada
de Hilbert a varias variables, ¥ el 12 de fehrero de 1951,
durante un almuerzo me explicd de que se trataba.

Antes de contar lo que Marcel Riesz me dijo du-
rante aquel almuerzo, tengo que recordar los conceptos
de funcidn conjugada y transformada de Hilbert. Sea f
una funcién integrable en el sentido de Lebesgue on el
intervalo [—m, 7] {0 bien una funcidn localmente inte-
grable, periddica sobre la recta R, con perfodo 27). Su
serie de Fourier

(= 4]
S(f) ~ Z_'?' + (o cos k + by sin k6)
k=1

con cocficientes

avm [ ftjcosktat, b= [ fie)sikea

determina completamente (es decir en casi todos los
puntos) la funcidn f, aungue no es necesariamente
convergente [maximalidad del sistems trigonométrico).
Consideremos ahora la serie de potencias

ol (==
w(z) = Z Tt = Z*;ra.r"tcm k@ + isin k@),
k=0 k=g

donde x = re'®. 8i ponemos v, = ay, + /%, obtenemos

wiz) =% r*{ay cos k# — G sin kF)

k==

+ in“[,ﬂk o8 k# + ey sin k) .

k=0
Por lo tanto, se define la serie conjugada de $(8) por

0
F(8) ~ 3" (~by cos k8 + ay sin k6).
k=1
Cuando esta serie converge, su suma se llama la fun-
el cotfugedn _f'-d& F. Bi por ejemplo fe I3, entonces
2 lae|* + |be|* < 0o ¥ por consiguiente § converge hacia
la funcidén f € L. Se tiene

by 008 k¥ + ay sin k@ = 1 _fft] sin k(8 — t)dt,
¥ 82 comprueba utilizando la parte imaginaria de la pro-
gresion geométrica 3 ¥ que

235in E

Zﬁmk:
2

Esta expresidn se simplifica si restamos la mitad del dlti-
mi tErming de la suma;

ms£ —cos (n 4 = }i

t 1
ol = —ma{n+§}t

2 1. 1 = cosmt
T —ESmnt: —
Eslni Em.r:.E

Asf la n—ésima suma parcial modificada de 5 es
- 1 [ 1— -
50 =g [ 11 =2 g,
R

¥ la funcidn conjugada, =i existe, estd dada por el valor
principal de Cauchy:

RN § dt
ﬁﬂnﬁmrmmﬂﬂm%! )

2,

Otro camino para llegar a la expresidn (1) de la fun-
cion conjugada es la sumacidn de Abel de la serie de Fou-
rier. Para eato es preferible servirse de la forma compleja
de la serie ¥ escribir

b (==
S(8)~ 5+ (akcoskd + bysinkf) = Y epe'®

k=] k=—na
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dande

Im J_
es decir ay = ok + Coky b = Hoe — 0og), 0 560 0 =
%I{ﬂ#—:’-b#}parakzﬂrc_gnE.;.Pnnimdnz-re".,

la serie

a=2{ fit)e~ ke,

a0
) = 3° i
e

converge para ¥ < 1, ya que por €l lema de Rlemann los
coeficientes cp tienden a cero, ademds w es une funcion
armdnica en |z| < 1. La fdrmula para la suma de la serie

geométrica da

L+ re't
ki
]+'Ezr"£' =
k=1
¥ por ko tanko
o : L=
z pll gikl — l+22r*‘cmk:!
M =y k=1
'|+1'E“ _ 1_,.2
1-veft  1—2rcoat+rl’

Reemplazando el valor de ¢ en la serie que define
u(re'®) se tiene

1 [ - :
Wy A ik(E—t)
u(re') = - _.”“E e,
desde luego obtenemos para la suma de Abel de la serie
S la expresitn
re) = 5 [ SO gt
= — 2rcoa{f —t) + 12
La expresidn a la dﬁ'edm &8 la integral de Poiszon de la
fumeién f.
Ahora bien,
1+ret 2rsint
1-re?  1—2Zrcost+r?’
y por lo tanto la funcidn armdnica conjugada de u(z) es
@ __}_f' rein(d — )
vre®)=C | R o

donde a la derecha tenemos la integral confugoda de
Poisson de f. Observemos que cuando r — 1, 1a integral
ﬂ{reﬂ'] tiende formalmente a

3 | IO s -5 [ 10—

tEIJ'.l—

dt,

e decir a la integral cuyo valor principal define ﬂﬁ'} efl
(1}, ¥a que

sint  Zsin(t/2)cos(t/2) 1
1-cost 2sin®(£,2) - tan(t/2)
3.

Serin facil demostrar ahora el teorema de A, Pless-
ner [67] segln cual si f & L% entonces f existe,
pertenece a L? v se tiene ||f]lz = | fllz. Sin embargo
prefiero hacer esto en el caso andlogo, casi idéntico, en
que f es una funcidn definida sobre la recte R en vez del
“toro” porque las fidrmulas son mds sencillas. Sea pues f
una funcidn medible sobre R tal que (1 + Jz[*)71f e
integrable. Su infegral de Poisson

1 )
o) = 2 [ SO

resuelve el problema de Dirichlet para el semiplano su-
perior, e8 decir u(r,y) es arménico para s € Ry >0y
el limite de ulx, v} o5 flxr] para casi todo © € R cuan-
do y — 04, como lo veremos més abajo. La funcidn
uilx, i) es la convoluckin con respecto a la varlable & de

.. i . 1 vy
la funcidn f y del nicles de Poisson Fjy(z) = Wm'
Ahora bien para 2 = = 4+ iy € O se tiene

i i i T =iy 1 ¥ (S

xsﬁ;|a| wa:3+y“_ﬂ'=:9+yi+;::3+y*'
Por consiguiente el niicles confugads de Polsson se de-
i . .
fine como Qy(z) = gy 1 ¥ la integral conjugada
de Poisson de [ es
1 x—t
- —_— S —1
va) = Qe o) = + [ )t
la cual tiende cuando y — 0+ hacia la integral (en ge-

neral divergents)
1 dt
: L flt)===.

La funcidn conjugade (o fransformada de Hilhert) de f
si: define por el valor principal
1

flz) = (Hf)z) = lim — el ! {tlﬁ_

Marcel Riesz me explicd una vez que esta transfor-
macidn leva el nombre de Hilbert por la razdn de que
él considerd en su curso sobre ecuaciones integrales el
andlogo discreto: sea a = (ag) € %, es decir [|a|] =
¥ |ag|* < 0o, ¥ pongamos by = Ek;_t:k. Hilbert de-

mostrd que b = (b;) € I* y se tiene ||Blz < #llall2 ([20,
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pag- 226]). Quiero demostrar el andlogo del teorema de
Plessner:

Teorema. Si f € LR} entonces f existe en casi
todas partes, pertenece a L*(R) y || flla = || f]l2.

Reproduciré la demostracidn que se encuentra en el
libro de Titchmarsh (96|, 5.3, Theorem 91, pig. 122),
la cunl utilicé para generalizar el teorema a varias varia-
bles. Desgraciadamente la referencia a Titchmarsh se
omitié scckdentalmente en [28].

Lema 1. Sea [ una funcidn medible sobre B tal que
{1+ |z]*1" f(x) es integrable. Entonces para casi to-
do x € R se tiene u(z,y) = Py * fiz) — f(z) cusando
g = 04,

Demostracion. Observemas ante todo gque segin un
teorema de Lebesgue ([106, I1.{11.1), pdg- 65]) para casi
todo © & K se tiene

1
- - dt = [, 2
X R )
Ya que
v _1 ™ _ds
f ::—t} +yd w1482
_lﬂmﬁﬁ-ﬂﬂl i
)
podemos escribir
o — fit
@) -t =L [~ LSBT

Partimos la integral en tres: Iy, Iz, Iz correspondientes a
los conjuntos de integracitn |z —¢ <y, y<lc—t =1,
|z =t > 1 ¥ suponemos que para T se cumple la condi-
citn (2) de Lebesgue.

Se tlens
1

eSS O R (O

v esta expresion en virtud de (2) tiende a cero cuando
y = M.
Para tratar [ introduzcamos la funciin

#p) =wipz) = f |flz) = Fie)|at.

|2=t| <o

Entonces

113 =

A =

f fiz) = Jit) dt
y<le—ti<1 (T =t + 32

=

=5 |

| Fz) = fiE)| 1
fﬁlr el I:.'I!—t'F dt_ F]gd"ﬁ'i.l'-"'}

-E([%ﬂ}] s [ e )

Ahora bien,

(“ u:":'!‘r]) 1( (1) - '-?(y,'l) 0

cuando y = [+, Por otra parte
-ﬂl{ﬂidp f P'[PJJP + !-"JI( fp{.ﬂ]

Puesto que ﬂ < £ sl pes sufickentemente pequeno, se

e W W
o[ aesa [ a5
=e(l - ) €&

1
¥
Luego I3 — 0 cuando y — 0+. Finalmente
] |fiz) = fitl]
Il = = it — 0
M| < T Sla—gz1 (2 =)

cuando y — 0+, con lo cual el lema queda demostrado.

Lema 2 ([96, Theorem %2, pig. 124). Sea f una
funcidn medible sobre R tal que (1 + |=[*)71 f(x) sea
integrable. Entonces para casi todo x € R se tiene

1
40— = t —
iz, y) ﬂﬁi_;.g,f“zvr
cuando y — 04.

Demostracidn. Descompongamos la diferencia en dos in-
tegrales
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4 r—1 dt - i= T ] 1
L‘ﬁ ]f-"_t}g"'yg jl‘t-ﬂrtilﬁﬂz_t fll—nl-:u fl:t:l E}=+¥?dt+jl:-£|};ﬁ }([1'_5]'=+!-" E—t):ﬂ

Observernos de una vez que para 0 < a < b tenemos

f 4
agli-zjch T —F

¥ f —-i,——‘r_* dt =0
axlt—zi<y (£ = E)% 4+ 3*

porque las funciones a integrar toman valores opuestos en puntos simétrices con respecto a . Entonces

r—t
UI;- <y fm":’ -t} + Ia"{ﬂ

cuando y — 0+. Por otro lado
r—=t 1

[t 15

t 1
d <o j; ICRYCTEY

-

(t—tl 4y z-t

¥, por consiguiente,

[rs'll— l<1 fit) ([3’ —Iﬂ; t+_!|"§ oz i 3) a

<y £ e HO - 1EI

(= t{{z = t)* +47)

it
= = ¢|{{x = £)* + 37)

2 _ dt o [ dele)
<ot [ -t e [ 2,

donde hemos usado la notacidn utilizada en la demostracidn del Lema 1. Se ve similarmente como en aguella de-
mostracidn que la dltima cantidad tiende a cero cuando y — 04 Finalmente tenemos que

L-qm” }( 1;2:-1'

La idea de introducir la funcidn w{p) e integrar por
partes me fue sugerida por Marcel Riesz quien tenia
gran experiencia en este tipo de computos por haber in-
vestigado la sumacidn de series de Fourier ([71]; [74, No.
25, pdgs. 104-113]; [106, TIL5]).

cuando g = O,

4,

Para continuar la demostrackin del Teorema, necesito
recordar alguncs hechos del andlisis de Fourier. Conside-
raré funciones definidas sobre la recta real R, pero todo
es casi lo mismo sobre R®, o sobre el toro T = R/,
o mis generslments sobre un grupo conmutative local-
mente compacto [40], [T6), [92].

Sen p un nimero real, p > 1. Por [P = LFR)
denotaremos el espacio vectorial de las funciones f
definidas sobre R que son medibles (en el sentido
de Lebesgue) y tales que |f|P es integrable. En ver-
dad no son las funciones mismas los elementos de 1P,
sino las clases de funciones, considerando equivalentes

1
_!)dt <

— 1

2 fiz)
! jl:—:sl‘-zi ¢ - IFEm

r-:iua funciones cusndo tomen el mismo valor eon la ex-

cepeiin posible de un conjunto de medida cero (es decir,
cuando son iguales en casi todas partes). La expresion
Ifllp = { [g |f(2)|Pdx)*/P es una verdadera norma sobre
L¥: 8 || f|| = 0, entonces f es el elemento 0.

La primera cosa & sefialar es la desipualdad de Halder:
51 f e LP g e L7 y los exponentes satisfacen a :i-+$ =1,

entonces fg € L' y | fallh < 0fllpllglly. La desigualdad
vale también pars p= 1 ¥ g = oo, donde L™ denota el
espacio de las (clases de) funciones acotadas v medibles
¥ [|g]lac €8 €l extremo inferior de los nimeros M tales
que |giz)] < M paracasi todozr e R, Sip=g =12,
la desigualdad lleva el nombre de H. A. Schwarz (sin

la letra t). La generalizacidn siguiente es inmediata: si
1 1 1
fEL—"gEL"y-+-——¢f1 entonces fg e LT ¥

P
Ifalr < I fllslgll: En efecto
f lalds < ( [(51rypieazy f (IgI")o/r /e,
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La transformada (o integral) de Fourier Ff = f de
una funcidn f € LY(R) se define por

Ff(E) = fig) = Jﬁ Flr)e-2mist gy

Obviamente f € L¥(R) ¥ Ifll= = Ifli. Ademds
f es continua por una aplicacidn directa del teore
ma de la convergencia dominada de Lebesgue, De he-
cho, 8 £ — a, entonces f{m}le‘f""‘f —tﬁf{z}e‘m“ ¥
|fiz)e®" =] < |f(x)l, lego f(£) — fla). Andloga-
mente al Lema de Riemann en la teoria de las series de
Fourier, f{£) tiende a cero cuando €] — 0.

La transformada conjugada de Fourker se define por
Fole) = [ stale™etds,
R’

81 f pertenece también a L', entonces vale la relacién
de reciprocidad

FFflz) = L flg)e™™rdg = f(z).

En general ,;f ne es integrable, de manera que para
obtener [ a partic de [ se pecesita algin método de
sumacidn, por ejemplo el de Cesiro:

flz) = le_.n_Lﬁi (1—%) FlejetmiEe e

(|40, VI,1.11, pdg. 125]).
Sen ahora 1 < p < 2 y p’ el exponente conjugedo, es
decir 1 + l = 1. Para definir la transformada de Fou-

rier dgun elements [ £ LF se utiliza el hecho de que
LY L7 es demso en LP. Dado f € L* so considera por
ejempls la sucesion [ ;) definida de la manera slguients:
felz) = flz) s |z| < k¥ fulz) = 0si |z| > k. Entonces
les elementos Ff, pertenecen a LF v cuando k — oo
tienden hacia un elemento de L¥ en el sentido de la
norma, este elemento es por definickin Ff = felr.
Se tiene || flle = || fllp: desiqualdad de Hausdorff- Young
(|40, pdg. 142]; [92, V, §1, pdg. 178); [96, Chap.IV, pdg.
96]). En particular para p = p’ = 2 la aplicacidn f — Ff
es un lsomorfismo lsométrico de L? sobre si mismo, es
decir | fllz = |If|lz (Teorema de Parseval-Plancherel).

La convolucidn de dos funciones integrables [ v g se
define por

foglz) = L 1z - w)oly)dy.

Puesto que

firss@lan < [ [ 19 - notuidis

- f“ loly)ldy L |flx — y)lda,

se tiene [|f « gl = [|flllgl. Méds generalmente, si

1 1
5+52 1,f e P g € L7, entonces se puede definir

1 1 1
J &g que pertenecerd a LT ¢on = = = + = = 1 ¥ satisface

r p 9
a IIJ]I’=-9||r < || Fllollglly {desigualdad de Young, (92, pég.
178)).

Formalmente se tiene
j[ fx — ygly)e™ ™ dyds =
f flz = e Imitent gy f aly)e=medy,

e decir

Fifrgl=Ff).Fg
([86, pag. 51)). Esta frmula vale por ejemplo cuando
felr,ge L, p<2,q<2 ([96, 4.7, Th.TT, pag. 106]).

La relacidn entre el producto ¥ la convolucidn aclara
por qué f =g pertenece a LT, Bi f € LF\ g € L9, en-
tonees f € LF i € L‘i' ¥ por la desigualdad de Holder

. I 1
fleL",dﬂl‘lli-E;:—+ =E———E.Dmdelu35u
1

3 l? P
feg=FlfgleLeon - =1--=-4--1

=
| =

5.

Ahora podemos seguir con la demostracicn del Teore-
ma Nuestra primera tares s encontrar la transformada
de Fourier del nicleo de Poisson F, v del nicleo conju-
gado f';li-' Una aplicacitn sencilla del teorema del residun
mueskre que

f T e el (3)

o 4 1
En efecto

1 _t'(l 1)
24+1 2\z+i z-i)°

S8i @ > 0, integramos & lo large de un semicircule Cj
en el semiplanc superior cuyo didmetro es el intervalo
[~ R, R| del eje real. 5i R > 1 entonces el polo z = §
estd en el interior de CF, desde Juego

4 zd 4 1 Y 2
M

EOLE EOLE 4
e _ & A o _
f = 2miRes, = =2xi-e" = we ",
e
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Puesto que || = [¢™*.e~%F| = g~*F « 1, la intagral
sobre la parte curva de CF tiende a cero cuando R — oo
¥ ge obtiene (3]

En el caso a < 0 se integra sobre el semicireulo C'; en
el semiplano y < 0. 5i R > 1, entonces C'; contiene el
polo 2 = —i en su interior. Ahora también ay = 0, luego
[#*%] < 1 ¥ la integral sobre la parte curva — 0. Puesto
que a = —|a| ¥ la direccién de la integracidn sobre el
didmetro e opuesto a aguella en la cusl inbegrsmos so-
bre R, obtenemoe otra vez (3).

[Un cambio de variables nos da ahora la transformada
de Fourier de F,. En primer lugar con y > 0 tenemos

fm gar 1 f lu.-ul:':l:_u"u] ( ) N l —laly
_.:.EI?'!'EJE m{ijz"'l _H“—c I
por consiguiente
O i R
FRYO =L [ Gde = e

Para calcular |a transformada de Fourier de @y (z) =
EF,{:,‘I utilizaremos la fdremula

Fleflz)) = —5— -!.'Ts’r (&) (4

la cual se obtiene derivando I:m:n el signo inbegral cuando
zf(zx) es integrable, y cuya validez general resultard de
las consideraciones de la seecidn 10, Se tiene

FQE) = S FaR ) = & (~5m 5 ) PRI =
_ l( zslw::f) e=ImUlEl = _jgan . g~ 3R0lEl
_Pongamos G(§) = —isgnéf(€) v sea glz) =

(FG)(z). Se tiene
(f = Cy)iz) = (g * Fy)lz) (5)

va que las transformadas de Fourber de ambos lados son

iguales a i
~isgn e (),

Por el Lema 1, g+ P, converge hacia g € L? cuando

y — 0+, Del Lema 2 v de (5) resulta que

1 it
;L""I - flty =5 — 9i=)

para casi todo £ € R cuando y — 04, es decir fEx'ur.e
v pertenece a L2, Ademds

1£ll2 = llgllz = Gz = Ufll2 = 1 £ll2-

cone bo cual el Teorema queds completaments demostra-
duo,

6.

La generalizacion de la transformada de Hilbert
que MMarcel Hiesz me propusc en febrero de 1951
estd definida por

@ = "B [ r0E e ©
La funcidon g = Hf toma sus velores en R"™, es de-

cir e8 una funcidn vectarial g(z) = (miz), ..., galz)).
Riesz conjeturd que si f € LYR") = L[? entonces
(Hfix) existe para casi todo £ € R®, que g €
L*(R") = L?, donde sobre L*® se considera la norma
lgllz = (fpo Ejar las(z)Pdz)'2, que |lglla = £z
v finalmente que H{Hf) = —f, donde para definir
H se considera el producto escalar glz) - (z - 1) =
3 w1 9i(£){z; = t5) bajo la integral (6). Fue slo algunos
dias mas tarde gue nos pusimeos de acuerdo sobre la man-
era de definir el valor principal: se debe integrar fuera
de una hola |x| < g v tomar el limite cuando p — 0.

El argumenta heuristico con el cual Riesz llegd a su
conjeturs estd besado sobre su generalizacion de la in-
tegral de Riemann-Liouville, llamado también potencial
de orden o, que pars une funcidén f apropiada sobre RE®
se define par

(Raf)5) = s s o, (O =t

5i f decrece muv réapidaments al infinito, la integral
tiene sentide pars 0 < Ro < n, v por prolongscicn
analitica para los otros velores de oo € C, como lo ve-
remos muy detalladamente mis abajo ([73], [T4, No.47,
pigs, 671-T93]). Las propiedades esenciales del operador
Ry son: Ry(Raf) = Rosof . Raf = f ¥y Roaf = -AF.
Sin# 1, entonces para el valor o = 1 obtenemes
_ _ingt floy
R flz) = Drlnt 1T o Jx - ﬂn—]”‘t"
Esto es lo que Pierre Humbert [39] llama un prepo-
tencial: Si consideramos el espacio (n+ 1)-dimensional ¥
notames por (T, ¥) = (L1, ..., Tn, i) los vectores de R%+2,
ENtONCes

r(el) fit)
) = 5 o (e =i+ e

es el walor en [z, y) del potencial newtoniano de una
masa o carga repartida sobre el hiperplano ¢ = 0 con
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densidad f. El limite de ®(x,y) cuando y — 0 es
Ra flz). Llamando ahors

_9 _ (i i)
V= ay Y YT\ Oam
loa gradientes parciales, — 7z Ry f es la expresidn (6)
que deade el articulo [9, pig. 906) de Calderdn v fyg-
mund se llama la transformada de Riesz. El calouls for-
mal TRy TR = ARy # By = ARs = =Ry rinde
verosimil la reciprocidad conjeturade por Riesz.

E=z razonable suponer que

Viz,y) = - 9 $(z,y)

l1 1
:[Em],r}:f it ]{II _ ¢|zx_,. H§J{n+l'|."ﬂdt
tlende hacla M fx)] coando g — 04, es decir
Qulz) = ;iﬁ,.?z =E+ ;],n:m NE
ea ahora muestro nicles conjugads de Poisson. La inte-
gral de Poisson
Uz y) = — w7y Tz, )

N y
- HTL_T%"? fR_ fle) (lz—tF + g,i}i:nﬂ].-'“idt

reguelve el problema de Dirichlet para el semi-espacio
¥ = 0, ea decir ALY = 00 v Nz, y) — flz) cuando
i — 04. El micleo de Poizaon es pues

r{24t) v

xintl)/2 .[|:|;|1 + yi}tn+l]f='

Cuando n = 1, debemos considerar en vez del poten-

cial newtonisno €] potencial logaritmico en el plano, que
corresponde al prepotencial

Py(z) =

Rifiz) == fit) log | — t)dt.
Entonees la expresidn para la funcién conjugada es
flz)= ——f flt) log |z — ¢| dt

¥ &4 bajo esta forma que Titchmarsh la introduce al
principic de su discusion ([96, 5.2, Theorem 90, pag.
121)).

7.

La demostraciin dada en [28] a las conjeturas de
Marcel Rliesz sigue paso por paso la demostracidn
dada arriba en el caso n = 1. En primer lugar, hay

que averiguar 8i el coeficiente que figura en la defini-
cidn de Fy(r) es cormecto, es decir si es cierto que
Jpn Fylz)dz = 1. Con el cambio de variables t = zy e
introduciendo coordenadas polares se tiene

df
jrr.- (1+ |t|=].in+1=."

]r v[.i“l:r] (1+ T-C!ji:n+1].|'!3

'rl.ll'! n—]d.r
1—- (2] Jo (143
donde dw ez el elemento de superficie sobre la esfera S(r)

con radio r. Con el cambio de variable & = % BE W (e
la dltima expresion &5 igual &

Eln.ﬂ..l'! -] ds

[(3) Jo (1+smine
Todavia en Paris, caleuld esta dltima integral separada-
mente pars . par ¥ para n impar, reduciendo el ex-

ponente inbegrando por partes, Une ves llegado o Bo-
gotd en el verano de 1951, ensefié el curso de Analisis de

tercer semestre en la Universidad de los Andes utilizan-
do el texto de Reddick y Miller, de donde aprendi que

la integral vale
Tl3) V7
ri=) 2
Entonces nuestra integral original es igual a
lnt13/2
(=)
que es efectivamente el reciproco del coeficients en
Fylx).

Los andlogos n—dimensionales de los Lemas 1 v 2 se
demuestran casi palabra por palabra como en el caso de
una dirmension,

Las transformadas de Fourier de los miclens de Pois-

SO1 500
FRYE =%y F(Q,)E) = —lme-“#'ﬂ
La primers se encoentra en el libro de 8. Bochner (|3,
(21), pag. 189]). Pero como & utiliza la funcidn de Bessel,
di una nueva deduccidn empleando una férmuls debida
a Leray concerniente a la transformada de Fourler de
una funcidn radial, que sprendi el afic anterior en su
curao sobre ecuaciones diferenciales parciales del tipo
hiperbdlico (47, No. 13, pdgs. 29-30]). Para la transfor-
mada de ¢}, utilicé también la férmula de Leray, pero
no directamente ya que (Jy no es radial. En el curso

|:'| |2 2‘} LR l|'
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de la computackin me topd con uns integral que me
parecia imposible de caleular. Por pura casualidad en-
contré en el libro de Magnus y Oberhettinger [49]
que la integral se puede expresar mediante la funcidn
modificads de Hankel, que después se elimina del re-
sultado final. Fue sdlo treinta afics méds tarde, al leer
¢l libro de George O. Okikiolu (|59, Chap. 5.2, pdg,
328)), que me di cuenta que mis esfuerzos eran initiles
ya gque F{Cl, ) se deduce en una manera muy sencilla de
F(F,) utilizando el andlogo n—dimensional de (4).

La demostrackin se terming como en el caso n = 1.

Se define G(£) = Fié’if{ﬂ- es decir, & = (Gy,...,Gn)

es una funcidn vectorial, con componentes Gj(£)

L —1%_?[{], que satisface a

et = Z Bl \jeras = 1708 = 113

Sea g = (g,...0m) € L? tal que iy = @401 = § < n).
Entonces |[gllz = [|Gllz = || fllz. Por otro lado

FsQu=0+F
va que la transformeda de Fourier de cualguier lado es
_;é_lg—*wlft Fi€). Para casi todo = € R™ &l miembro

g la quierdse tiende hacia M, el de la derecha hacia
g € L2 Luego M [f(x) existe, Hf pertenece s L? y =n
norma s igusl a || f|lz. La reciprocidad sigue de que

£ £

En 1924 Marcel Riesz (|T2); |74, No.29, pigs. 360
362; No. 33, pdgs. 410-436)) generalizd el resultado de
Plessner. Ya Plessner demostrd que =i 1 < p < oo
v [ € LF, entonces f{z) existe en casi todo = € R.
Riesz demuestra que f también pertenece a [P v que
Ifllp < M| fllp, donde la constante M, depende sdlo
de p. Dame Mary Lucy Cartwright [10] publicd la
correspondencia entre . H., Hardy vy Marcel Riesz
acerca del teorema. Hardy quiso ver la demostracidn va
que £ ¥ su alumnoe Titchmarsh habian ensavado de-
mostrar el resultado sin éxito. Marcel Riesz le envid la
demostracidn detallada con ¢l cuento muy divertido de
la maners en que la habia encontrado: “el paso més ime-
portante es olvidar €l teorema de Parseval”. Relats que
en un examen did a un alumno con poco talento el prob-
lema muche mas fcil gue corresponde al caso p = 2,

Empezd o reflexionar como podria éste demostrarlo si
no conccia el teorema de Parseval, v esto la did la idea
de la marcha a seguir. Hardy le contestd el 5 de enero
de 1924 que la vida del alumno no serd sin valor (pero
nunca entenderd por qué). El gran matematico argenti-
no Alberto P. Calderdn did una nueva demostracitn
del teorema de Marcel Riesz [5] con la cual empesd su
brillante carrera, como 1o relata Robert Fefferman en
la introduccidn de la tercera edicion del libro de Zyvg-
mund [106].

En un trabajo histdrico, dedicado o Marcel Riesz
con la ocasidn de su sexagésimo quinto cumpleafios,
el susodicho Calderdn vy Antoni Zygmund [6] de-
mostraron el andloge n—dimensional del teorema de
Riesz. Yo me encontré con Zyvgmund en 1951 en Parls
¥ él me habld del artfeulo que estaba por aparecer, de
manera que no lo habis visto cuando redactd mi nota
|28]. Asi no sabia que como motivackin ellos también
se refieren [en el caso no= 2) al comportamiento de la
funcidn notada V'(x, v) mds arriba, cuando y — 0+.

Calderdn y Zygmund toman una funcidn 0 definida
sobre la esfera unidad 5, _; de R™ que satisface

w)dw = 0,
L -

condicidn que figura ya en obras anteriores([560,Chap II,
Th.1, pdg. 156]) ¥ cuyo verdadero significado se entiende
sflo a base de la teoria de las funciones holomorfas con
valores distribuciones. Suponen ademas que {1 satisface
una cierta condician de tipo de Lipschitz v consideran
para £ = 0 las integrales

fel) = )L—rlz- " (H) %#

Demuestran el siguiente resultado:

Sl <p< ooy fe PR, entonces f, tiende,
cuando & — O+, en el sentido de la norma de LF{R") y
en casi todo T € R™ hacia una funcidn f que pertenece
a [P, Ademds, | fllp < Clf|lp, donde C = 0 depende
sdlo den, p oy 01

El vaso de la transformada de Hiesz corresponds a
Yw) = w = (wy, . i) € Su-i. Calderdén v Zyg-
mund volvieron en otro articulo [8] a integrales singu-
lares, en el cual presentan demnostraciones simplificadas
de algunos resultados usando la transformeds de Hiess.
Desde entonces el nimero de los trabajos dedicados a
laz integrales singulares ha legado sepuraments a més
de mil. Gran parte de su teorfa se puede estudiar en los
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libros de E. M. Steln [38], [80], Stein y Weiss [92],
Christ [11] y los apuntes de Alejandro Ortiz F. [60].

Puesto que conocia el teorema de Calderdn-
Zygmund, traté de demostrar en [28] que la reciproci-
dad H(Mf) = - f vale también para f en [P, 1 < p <
ooz, (0 Thorin, quien did une famosa demostrascidn
de una peneralizacidn del teorema de convexidad de
Marcel Riesz ([%], [95]), que segiin J. E. Littlewood
(|48, pdg. 20]) se basa sobre la idea mds impudente en
matemaiticas, encontrd un error en mi demostracidn. A
pesar de no tener puesto académico (trabajaba para una
compafia de seguros), Thorln mantenia contacto con
la vida matemsética, v Rieszs le prestd mi manuscrito,
Quisiera dar ahora una demostracidn correcta, basada
sobre la sugestion de Thorin en su carta a Rlesz del 2
de febrero de 1953,

Sea pues f € L con 1 < p < oo, Consideremos una
sucesidn [ f,) de elementos de LP 1 L? que converge ha-
cia f cuando v = oo en el sentido de L7 v en casi todo
punto ¥ € R". Pongamos g = Hf, g. = H[f.. Entonces
por el teorema de Calderdn-Zygmund g pertenece a
L*(R™) y lgllp < Myllf|lp. Por otro lado g € L? N L?
¥ g —gulle = Mpllf — fullp, asi que g, — g en L¥{R").
Por el resultado que vale para p = 2 se tiene Mg, = - f..
Por el teorema de Calderdn—Zvgrmund

ntl
Hyglz) = lim M

g+l qrin+13/2 git) [z —1)

lz—t|2e |z — g+t

exizte, pertenece a LF y se tiene
Mg + fa-"p = ||Hg — Hou|lp < Mpllg — gl — 0
cuando » — oo. Finalmente
IHy + flle = 1Hg + fullp + I fe = £l = 0,
es decir Hg = = f.

8.

En nuestra comversecidn de febrero de 1951, Mareel
Riesz insistid sobre &l hecho de que la funcitn

Wiz, y) = Ulz,y) + Viz,y)
= Uz, y)es + Vilz, yler + - + Valz, y)en

de la seccidn 6 satisface a un sistema de ecuaciones di-
ferenciales que generaliza el de Cauchy-Riemann y que
fue introducido por el matematico sulzo R. Fueter [17]
y sus discipulos [79], [87] para definir funciones regulares
en dlgebras:

arr a8y a1

E— ._|.-—“='|:|,I
Tr

& tan T ta

o _ & 8 _ %
gr;  dy ' 8z dz;

eg declr divil = 0, rotW = 0. E. M. Stein v Guido
Weiss [00], [91], [101] construyeron una gran teoria de
espacios HF en el semi-espacio superfor " = Ry v en
s borde R™ que generaliza los espacios de Hardy intro-
ducidos por Frigyes Riesz [70], hermano de Marcel, v
e tiene una enorme importancis en andlisis armdnkon,
Mas tarde Stein escribld un articulo en colaboracidn
con Charles Fefferman [15) quien demostrd que el du-
al de H! eg &l espacio BMO de funciones cuyo prome-
dio tiene une oscilacidn acotada, Introducido pooo antes
por John v Mirenberg, lo que le valdria la Medalla
Fields a Fefferman. La teoria estd expuests de maneris
muy clara v detallada en los libros de Stein [88], [B9]
v de Stein—Weisa [02]. Con un desliz curioso de ter-
minologia, Stein vy Weiss dan al sistema de Fueter el
nomhre “sistema de Riesz®([92, pig. 234|) y Ch. Fef-
ferman en su elogio de la obra de E. M. Stein ([186,
pig- 10]) lo llama “ecuaciones de Stein-Weiss".

10,

En los afios 1952 v 1956 el matemdtico francés
Laurent Schwartz {con la letra #) visitd Bogotd v
ensefid varios cursos en los cuales se sirvié de la teoria
de las distribuciones que & inventsd [B0], ¥ por la cual
recibid le Medalla Fields en 1950, Este contacto me hi-
zo ceer en cuents que la mejor manera de tratar las
transformadas de Riesz era considerarlas como la con-

volucitn de la distribucidn v.p. W con una funcidn

¥ (o, mejor, con una distribucidn).

Draré cuenta de los resultados obtenidos relativos a in-
tegrales singulares e hipersingulares empezando con un
breve bosquejo de la teoria de las distribuciones (fuera
del lbro de Schwartz citado arriba, recomiendo [26]).
MNotamos por T (o por T{R"™) si es necesario) el espacio
vectorial de las funciones o definides sobre K™, con va-
lores en K o C, que tienen derivadas parciales continuas
de todos los drdenes v cuyo soporte

Suppy = {z € R™: {z) # 0}

es compacte. Una distribucidn (de Schwartz) T sobre
R" es una aplicacion lineal p =< T\p > de Den R
o C que satisface la condicidn siguiente: para todo con-
junto compacto & C R" existe una constante M = 0y
un numers enterc me > 0 tal gue

| < Ty = | = Mmio i [#°(2)]  (T)
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para todo w € D con Suppye © K. Aqui nos servi-
mos de une notacidn hoy generalmente utilizada: p =
(M- n) € N"™ e un multi-indice, es decir una
n—tupla de nimeros enteros g; > 0, v |p| = py+ oy,

ﬁ&:uﬂ:ﬂiﬁi:;ﬂj=§m_ﬂ—_3.ﬁw-af’...ﬁnl
i

La deslgualdad {7) expresa el hecho de que T es una
forma lineal continue sobre T pars una cierts topologia
localmente convecca. Una sucesidn () en D converge a
cern para esta topologia s existe un conjunto compacto
K < R tal que Suppy, © K para todo v, y & para
todo p e N™ la sucesidn (0%, (x)) converge uniforme-
mente hacia cero. Desde luego el espacio T¥ = T¥(R")
de las distribuckones es el dual topoldgico de T,

Ejemplo 1. Sea f una funcidn localmente integrable
sobre L™, es decir integrable sobre cada conjunto com-
pacto K C R". Entonces

[ raretaraa] < [ 176adide  mexloto)

pars todo o0 € T con Suppyy © K. De esta maners f
define una distribucién que podemos notar Ty o simple-
mente f si no hay peligro de confusidn,

Ejemplo 2. La distribucion de Dirac 4 se define por
<, == (0],

Inspirado por los casos cuando T = T para una fun-
cidn [ aproplada, Laurent Schwartz introdujo las op-
eraciones siguientes pars distribuciones.

Diferenciacidn. 51 T € T v p € N", entonces
< PT,p == (-1 < T 870 >

para todo ¢ € T, Asi por ejemplo < 8%, o=
(— 1)1 & a(0).

Multiplicacign, 5e nota por £ o £(R7) el espacio de
todas las funciones definides en R™, con valores en R
o C, que tienen derivadas parclales continuas de todos
los drdenes. Una sucesion { f. ] de elementos de £ tiende
hacia f £ £ si para todo conjunto compacta K C R
¥ para todo p € N® la sucesidon (6°f,) converge hacia
& [ uniformements sobre K

ST ey f e £, entonces la distribucion T ze
define por < fT¢ »>=< T, foo > para todo ¢ € D,
Eatd claro que fip € D, v la regla de Leibniz muestra
que fT es en efecto une distribucidn,

Las altimas dos opersciones, v mayoria de las opere-
ciones con distribuciones en general, se pueden definir

igualmente por continuidad aprovechando el hecho de
que por ejemplo T o £ es denso en TV,

Soporte, 3i 11 s un subconjunto abierto de T™, se
dice que T" € T o5 cero en 11 8 < T, == () para toda
@ £ D eon Suppy Z I El soporte SuppT de T e el
complemento de la reunidn de todos los conjuntos abier-
tos en los cuales T vale cero, Obwviamente Supp T es un
conjunto cerrado. Por ejemplo Supp § = {0}.

Las distribuciones con soporte compacto forman el
espacio £, dual topoligico de £.

FProducto fensorial, El producto tensorial de dos fun-
ciones f v g definidas en R" es la funcion definide
en R™ x R" = R™ por (f @ g)(z.9) = fz) - glu).
Desde luege el producto tensorial de las distribuciones
5,T € T¥(R"™) es la distribucién $2T € D'(R*) defini-
da por

L HET, e >=< 8¢ > Tih >

para @, & DIR"). Para averiguar que la definicidn
tiene sentide, es menester probar que las sumas finitas
E:_] wilz ) (y) forman un conjunto denso en D{R").

La definicidn de la convolucidn, que pars nosotros
tiene mayor importancia, es mas delicada. 50 F v g son
dos funciones integrables sobre B®, entonces de Lo defini-
cidn de su convolucidn (véase seccidn 4) resulta que

< frgpm= L ) L Sz~ palbela)dydz =

= fn i f“ _flzlgly)els + y)dedy.
Esto sugiere definir la convolucion de 5, T ¢ T'{R™) por
<8xTp>=<8@T 2>

para ¢ € T{R™), donde ¢ es la funcidn (r,y) —
wlr + y) sobre R*. El problema con esta definicidn
es que > tiene soporte compacto dnlcamente cuando
@ oes idénticamente cero,

Laurent Schwarte en su seminario sohre la besis
doctoral de Alexander Grothendieck ([81, Ex-
posé 22]) propuse una definicién muy general de la con-
volucidn de dos distribuciones.

Notemoe por B el espacio de las funciones » cuyns
derivadas de todos los drdenes existen, son continuas y
acotadas. Una sucesidn () en B tlende a cero en el
sentido de la topologia de B si para todo p € N™ s
sucesidn (6%p,(z)) tiende uniformemente & cero sohre
R" cuando v — oo
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Desipnameos por By el subespacio cerrado de B que
consiste de las funclones  tales que para todo p & N®
la derivada 8% tiende a cero al infinico, es decir da-
do g = 0 existe B > 0 tal que [#p{z)| < £ cuando
|z] = R, Obwviamente T < By, ademds D es denso en By
¥ la inyeccion T = By es continus, por lo tanto el dual
topoldgico B de By se puede considerar como un sub-
espacio de TF, es decir sus elemwentos son distribuckones.

Sea T € B} y ¢ € B. 5i (i) es una sucesidn en By tal
que para todo p € N™ la sucesidn (3P, converge hacia
%, uniformemente sobre cada subconjunto compacto
de R", entonces la sucesién (< Ty, =) converge hacia
un valor que por definicion es lgual a < T, =,

En particular =i notamos por 1 la funcidn que vale
una én todo punto x € R™, entonces tiene sentido la me-
presidn < T, 1 > que se lama la infegral de T v se nota
tambilén [ T'. Por consiguiente la distribuciones en By se
dicen integrables. (Laurent Schwartz escribe T¥, en
vez de Bj).

Das distribuciones §, T € T'(R™) son convolubles si
para todo ¢ € D(R™) la distribucién 25 @ T es inte-
grable. Su convolucidn se define entonces por

< 5:T =< 82T 1>= f-,.::":'SET.

Por ejemplo 8§ ¥ T son comvolubles siempre cuando para
todo conjunto compacto K C R" lafaja K& = {{z,3) €
R -z 4y € K} intersecta Supp S = Supp T en un con-
jumto compacto,

MNorbert Ortner observd que equivale decir gue
para todo ¢ € T{R™) la distribucitn =5 @ T tiene
soporte compacto. Puesto que £ < By, la condicidn im-
plica efectivamente aquella de la definicidn. En particu-
lar 5§ ¥ T son convolubles si uno de ellos tiene soporte
cOmpacto.

Durante el afio escolar 1950/51 Clande Chevalley,
¢l gran algebrista francés, ensefid un curso sobre las dis-
tribuciones de Laurent Schwartz en la Columbia Uni-
versity de Nueva York, en la cual introdujo otra defini-
cidn de la convolucidn. Si f es una funcidn definida
sobre R™, entonces se suele escribir f{z) = f(—=z) ¥
(raflix) = f{zr—a). La regularizada Tep de T € T'(R")
por @ & T{R") es la funcidn infinitaments diferenciable
dada por

(T*p)z) =< T\ 1pf >.

Chevalley dice que § y T son convolubles si para todo
@ ¥ ¢ en D(R") la funcidn (5« ) (T #1) es integrable
sobre R™, donde < T, »=< T, =. Entonces §+«T es

la distribucidn determineds por
< (5T, d == f[St-,:l} AT » )dr.

Del curso de Chevalley se publicaron apuntes gue
yo nunca tuve la oportunidad de consultar, pero que le-
garon al Japén, donde un grupo de matemdticos: Y. Hi-
rata, M. Itano, H. Ogata, R. Shiraishi v K. Yoshi-
naga escribieron una serie de trabajos sobre convolu-
cidn y multiplicacidn de distribuciones [21], [22], [35],
[103]. En particular, introdujeron nuevas maneras de
definir la comvolucidn de distribuciones ¥ demostraron
que las definiciones son equivalentes, Hirata v Oga-
ta anticiparon un resultado del que hablaré mds aba-
jo, a saber que Pflz|* y Pflz|” son convolubles cuando
Rla+ 3) < —n (|22, pig. 148, ejemplo 2]).

Mientras tanto Laurent Schwartz publicd su gran
trabajo sobre distribuciones con valores vectoriales [82],
[83]. En la primera de las dos entregas introduce el con-
cepto de distribucidn parcialmente integrable ¥ a base de
esto da otra definicidn de la convoluckin. El matemdtico
ruso W. 5. Wiladimirow he dado todavia otra defini-
cidn de dicha operackdn. En un bellisimo trabajo |13],
P. Dierolf v J. Voigt demuestran de manera sencilla
gue todas las definiciones son equivalentes.

A pesar de haber estudiado el seminario [81] de
Schwartz en los anos cincuents, presenté en 1974 la
definicidn general de £ « T" como si fuera nueva [35]. En
esta nota demosteé que las definiciones usuales de la con-

1 1
volucidn {por efemplo cuando [ < LF, g € LT, £+E =1)

gon casos particulares de la definicion general, Bern-
hard Roider en una nota [75] que complementa [35],
demuestra de maners sencilla el hecho ya demostrado
por Shiraishi [85) que las dos definiciones dadas por
Laurent Schwarts son equivalentes. Los dos presenta-
mo& propiedades de la convolucién, de los cuales quiero
enumerar algunas;

51 las distribuciones 5 v T son convolubles, entonees
T v & son convolubles y se tiene ST =T+ 8.

$# T =T para todo T € TV[R").

Definicidn, Se dice que la tripla (R, 5,T) de dis-
tribuciones en T#{R™) es comvoluble si *2R@ 58T €
BL(R™), donde &2z, 1, 2) = (z + ¥ + =), ¥ entonces
< ReSeT,p »=< " ROSET, 1 > para ¢ € D(R").

Sila tripla (&, 5, T) es comvoluble, entonces son con-
volubles Ry S, Sy T, RSy T, Ry 5=T, v se tiene

R+853+T=R«(§+T)=(R«8)+T.
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Esto e interesante porque el famoso ejemplo de Lau-
rent Schwartz:

Ys(@de1)=0, (Vodf)sl=drl=1,

donde ¥ es la funcidn de Heaviside: ¥(x) = 1 para
z =0, ¥(z) = 0 para x < 0, muestra que si la tripla
no es conviluble, la convolucidn no es necesariaments
asociativa.

51 5 ¥ T son convolubles, entonces para todo o € W™
las distribuciones 85 v T son convoluhles v se thene
B S=T)=0"5xT.

Teorema de N. Ortner [62], [63]. Sean § y T dos
distribuciones sobre R™ de los cuales mo suponemos gue
son convidubles, Sea 7 un indice (1 < 7 < n) ¥ supon-
gamos que ¢ cumplen las condiciones signientes:

ia) 8;58 y T son convolubles;

(b} § ¥ &T son convolubles;

{¢) {p*8) T pertensce a la cerradura de £ en 2
para todo @ £ D,

Entonces 5« T = 5« &,T.

Laurent Schwartz descubrid una teoria muy satis-
factoria de la transformacidn de Fourter definiendo 5
no para todas las distribuciones sino adlo para aguellas
que pertenecen & un clerto subespacio de TP [R™ ). Note-
mos S{R"), o sencillamente S =i no hay posibilidad de
confusitn, el espacio vectorial de todas las funciones
definides en K™ que tienen derivedas parciales continuas
de todos los drdenes v que son tales que

(1+ |=[*)™|8%a(z)|

e5 acobado para todo p € N®™ vy m € N, Una sucesitn
{w,) tiende a cero en S si para todo p E N ym e N
la sucesidn (14 |])™ 2. (x)) tiende a cero uniforme-
mente sobre R® cuando ¢ — oo, Los elementos del dual
topoldgico §'(R™) = 8 de & se llaman distribuciones
temnperades. Puesto que el espacio D es denso en & v
la Inclusidn T — & es continua, los elementos de 57
pueden efectivamente considerarse como distribuciones.
Una distribucidn T es temperada si para todo p e IN® »
m & M existe M = 0 tal que

| < Tow > | £ Mmix semn (1 + [2]*)™|8%p(z)|
para todo ¢ € D (o todo ¢ € §).
La dransformads de Fourier de una funcidn ¢ € & o
define naturalments por

#6) = Fol) = [ plale v

donde £.2 = Eyxy 4« 4 £, 1, 65 al producto escalar. La
funcién Fi también pertenece a & y de hecho la apli-
cackin o — Fi es un isomorfismo lineal ¥ continwo en
ambas direcciones, cuyo inverso es la transformada de
Fourier conjugada

Fufrl:.r:l - ‘L- w{{}ghlr.fd&

es decir F o F = F o F ¢s la aplicacién identidad.

Si f e LY(R"), entonces Ff € L™({R") define una
distribucidn tal que para todo @ € 8 se tiene

<Ffo>= | f Fle)e 2= drip(e) de

- f f(z) f (€)™ 2 g
= L Fp>.

Esta identidad e la motivacion para definir la transfor-
mada de Fourier de T £ §'(R")} por transposicidn:

< Flps=<T Fg>
para w £ 5. La trensformada conjugada se define por
una relacidn semejante. De manera equivalente se puede
definir FT" por continuidad ya que hay una inclusidn
continua & — & v & es denso en &' Esta definkcidn

de la transformada de Fourier abarca aquella dade para
LP(1 = p = 2) en la seccidn 4.

JF es un isomorfismo de &' sobre af mismo cuyo inverso
es F. Cuando T tiene soporte compacto, su transforma-
de de Fourier es la funcidn infinitamente diferenciable
E = FTIE) == T exp2mst >, donde exp ?ril- es la
funcidn r — exp 2xif - ¢ de £{R").

Un ejemplo importante ¢ F{4) = 1. La transfor-

mada de Fourier intercambia la multiplicacidén por un
monomio £° = £ . E5 ¥ la diferenciacidn. 8i ponemos

Dym ET-iBj" entonces

F(D*T)E) = £°FT,
lo que muestra la validez general de la fdrmula (4).
Mis generalmente, si P(D) = EI&-IEm a, D" e= un ope-
rador diferencial parcial con coeficientes constantes y
P(E) = B g cm 2ot” #5 €l polinomic que le corresponde,

entonces
F(P(D)T) = P(E).F(T).

Sea Oy el espacio vectorial de las funciones f so-
bre ™ cuyas derivadas de todos los drdenes son con-
tinuas ¥ tales gue para todo p € IN™ existe un nimera
m = mip) € Z tal que

{1+ |=*)™8° f(z)| (&)
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es acotada. Este es el espacio de multiplicadores de &,
esdecirsi f € Oy vy T € 8", entonees fT € 8 y Oy es
&l subespacio mis grande de £ que tiene esta propiedad.

Por otro lado, sea O el espacio vectorial de las fun-
ciones f que tienen derivedas parciales continuas de to-
dos los drdenes y para log cuales existe un m € & tal que
la funchin (8) es acotada para todo p € N™. Obviamente
O < Oy, v el ejemplo de la funcidn eil=l” muestra que
la inelusidn es estricta. Una sucesién (f.) tiende a cero
en O gi existe m € F tal que para todo p € N la
sucesion ((1 + |z|*)™8" f.(z))tiende a 0 uniformemente
gobre B™ cuando v — 20,

Hirata v Ogata ([22, pdg. 148]) introdujeron la
definicién sigulente: las distribuciones temperadas 5 y
T son &'-convolubles i para todo v € 8 la distribucidn
#*8 @ T is integrable. En este caso también se define
5= T por la misma frmula que antes;

< 8s+T,p>=<p?(8aT)1 >,

pero se puede afirmar ademds que S = T' s temperada.
Dierolf y Voigt [13| contestaron una pregunts de Shi-
raishi (|85, pdg. 20]) exhibiendo un ejemplo bastante
complicado de dos distribuciones temperadas convolu-
bles § v T tales que §+ T no es temperada, es decir § y
T no son S'-convalubles. Un poco mis tarde, M. Ortner
y P. Wagner chservaron que en R? las distribuciones

BKF(EI&}J
-
son convolubles pero § + T no es temperada,

Una distribucién T £ 8" es S§'-convoluble con toda
distribucién § que pertenece al dual topaldgico O de
. Inversamente (0, es el subespacio de 7' més grande
cuyos elementos son S'-convelubles con toda distribu-
cidn bermperada.

La transformacién de Fourier es un lsomorfismo de
O sobre Oy, Para § € O v T' € & se tiene la flrmu-
la de canje de Laurent Schwarts:

F(§+T)=F§. FT. (9)

Para generallzar esta formula, Hirata y Ogata (|22,
pég. 150]) introdujeron una multiplicacion para clestas
distribuciones. Una sucesidén (i) en D es una regula-
rizacidn s ¥, = 0, [du(z)de = 1 y Suppty — {0}
cuando v — oo, Si para dos regularizactones (1), (x.)
las sucesiones (1, +5).T) ¥ (5-(x.*T)) convergen en T
hacia el mismo limite P cvando ¢ — oo, entonces se dice
que el producto de 85, T € D' existe y se pone 5-T = P.
Shiraishi e Itano han demostrado que 5 - T existe =i y
sélo i para cada € T existe una vecindad V' de 0 en

S=ﬂ.l'|:‘t.ﬂ.ﬂ( T=§aol,

R" tal que S «T es una funcidn acotads en V', continua
en el punto 0. En este caso < §- T, >= (5 + T)(0).
Vale entonces la sigulente generalizacion del teorema de
canje: 8i 8 y T son &-convolubles, F5 - FT existe y se
tiene (9) (|22, pdg. 151]).

Sea p un nimero real, 1 < p < oo, Schwartz no-
ta Tye el espacio vectorial de las funciones f definidas
sobre R™ que tienen derivadas continuas de todos los
drdenes pertenecientes a LP{R™). Una sucesin (f.) de
elementos de Dp» tiende a cero en Dpe si para todo p €
N* la sucesion de los |6 fllp = ([g. |8 f(x)|Pdz) VP
tiende a 0 coando ¢ — oo,

Las funciones que pertenecen & T'pe son acotadas, de
donde sigue que p < g implica Dge © Dra.

1
El dual topolégico de Ty. se nota T, cuando ; +

= 1, es decir (D, ) = D), donde %* 5 = 1. (No-

La: 8 por eso que no me gusta designar el espacko By
de las distribuciones integrables por D, como lo hace
Schwartz: no es ¢l dual de B = Dy sino de Gp.) Una
aplicackin lineal T' : Dy, — R o C pertenece a D,
gi existen una constante 7 = 0 ¥ un nimero entero
m=0tales que | < T\ > | < f:'zwmm"aﬁﬁl""q-
Loa elementos de D, son distribuciones y se tlene
D D € LP C D, © T, las inclusiones son conti-
muas v T es denso en cada uno de los espacios. 5ip = q,
entonces g' = p', es decir Dy, © Dy v por lo tanto
T © DL,

Una distribucion T € T pertenece a T, si y sdlo si
se cumple cualgquiera de las dos condiciones:

e | =

{a) Para todo € T la distribucidn =+ T pertenece
a L¥

{b) T es una suma finita de derivadas (en el seatido
de distribuciones) de funciones que pertenecen
a LF,

Si f € Dye v T € T, entonces f.T pertenece a D,

1
dundc%=5+%{vémalumclﬁn4].ypmlntanm3
todos los espacios Dy, con s 2 r.

Ya que obviamente § C Dpr para todo p y la
inclusién es continua, se tiene D, < & y las dos
propiedades siguientes tienen sentido.

1 1
Si.S'ED"L,.:,rTEﬂ}_,,mu5+-El,ent.{:nnaaS}r

1 1
T son &'-convolubles v §+T & D} para % = ;4. . ~1.
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BiSeED, yTeED,,conl <p=<2,1<g<32,
entonces F{& + T') es una funcidn igual a F(5).F(T).

11.

En 1954 lleguéd finalmente a estudiar la obra de
Georges Giraud, no s0lo a través de sus propias pu-
blicaciones, sino sobre todo en la presentacidn de 5. G.
Mihlin [50] sobre la cual Zvgmund me lamd la aten-
cion,

Giraud considera una funcidn continua {3z, w)
definida sobre B® x S,y tal gue

f iz, )it = 0
Sa-i

para todo = € R™ (|50, pdg. 156)) v define el operador
“won integral principal®
KAz = J[m LY (I,
i =0 Sfhe—a)ze
Desarrollando £ en una serie de polinomios armdnicos

Nz,w) = ¥}, 0pYi(w), donde k es el grado de ¥, =e
tieme formalmente

(KfMz) = Zﬂ*{ﬂ}f |F#I:Iz|r.+x fityt.

Sin dar alguna indicacién, Giraud [18], [19] define el
simbalo de & por

) FrT )y,
o)) = 3 oule) % (i)

R 5. Seeley (|84, pdg. 311)) dice lo siguiente: “la na-
turaleza mistericss del simbolo no fue eliminada has-
ta dieciseis afios mis tarde por la obra de Calderdm
y Zygmund [6], [7], [9]. de Horvdth [28], [20], [31]
¥ de Kohn [42]. En efecto por el teorema de canje
54T = F(FS. FT) podemos escribir

(Kf)(x) = Zm[x]f.?—'("ﬂﬂ)f[ﬂe:m.edf,

v en [20] demostré que

Yilx) Y _ *a"2T(E) L f €
F |x|“+*)‘ ey “(lél)' 10)

Substituvendo en la integral v escribiendo a en vez de
oK) obtenemos

(K f)z) = j alz, ) F (€)™ =4 .

La expresitn a la derecha es un operador pseudodiferen-
cial con stmbolo . Estos operadores fueron introducidos

::—t) fit)

|z —t J |x— 1"

alrededor de 1965 por A. Unterberger v J. Bokobza
[98], par J. J. Kohn v L. Nirenberg [43] y por Lars
Hbrmander 23], [24], [25], ¥ tienen una enorme impor-
tancia en la teoria de las ecuaciones diferenciales par-
ciales lineales. Sus propledades se pueden estudiar por
ejemplo en las monografiss de Eskin [14), Hérman-
der [27], Kumano-Go [44], Simanca [86], Taylor [93],
Treves 97| y #aidman [104], [106].

Consideraré sdlo el caso cuando 1) no depende de .
La distribucidn K = v.p. Tl:|“]

< H,p == Iimf ) wplz)de,
I

e= fip|z=e | ]™

se define por

donde w = /|| ¥ ¢ € D{R"), Ponlendo o8] = (),
de (1) — {0} = [ ¢/(t)at resulta que

L] 1
_ e
olz) = pl0) + E j; Sty

Sea @yg(x) = f (r.-zr]dz ¥ @(x) = 0 para || > R.

Puesto que
[ dotoyds =o,
|

=|ze f=|™
utilizando coordenadas polares ¥ = rw podemns es-
eribir;

/ ) ix)ar = ff munzmmmm

l|=e |I|

de donde se ve que el limite existe cuando = — (4 ¥ que

the {:}

rﬁﬁm}lﬁﬂf |ﬂ(w]|¢&uZm=b:,

k=1

eq decir K es una distribucidn.

Supongames adicionalmente que {3 pertemece & un
eapacio L#(S,_y) para un [ndice 8 con 1 < 8 < oo
En este caso K pertenece a todos los espacios Dy, con
1 < p < oo, v en particular a &, desde luego es licito
hablar de F{K'}. Del teorema de Calderdn- Zygmund re-
sulta que T — K T es una aplicacidn continua de D},
en .. En |a pédgina 55 de [20] me refiero al teorema de
la grafica cereada relativa a espacios metrlizables. Ahora
bien, los espacios T% . no son metrizables, pero el teore-
ma vale igualmente para limites inductivos de espacios
metrizables,

Para obtener (10) introduje un dlgebra conmutativa
2} sobre el cuerpe R de los nomeros reales engendradia
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por 11 elementos ey, ..., 8, gue satisfacen a
A+l -+l =0
) es un Algebra graduada, es decir le suma directa de
subespacios @y engendrados por los productos
el = ebtele. e
donde |K| =k + -+ ky =37 ¥ ky €3 igual a cero o a
uns. 5i ponemos
= (mer 4+ Tl = 3 Yil(z)e®,
K =2
entonces los polinomios ¥ (x) son armdnicos ya que
Ard =i -z Hed + .+ ed) =0
Ademis los Yy son linealmente Independientes por la
manera de haber escogido la base de @y ¥ su nimero es
exactamente & nlimero de un sistema maximal lineal-
mente independiente de polinomios armdnicos de gradao
i.

Basta pues caleular la transformada de Fourier
de z%z| "% Laurent Schwartz encontrd que
Fl|z]~™%) es igual &

SONEINT T{—k/2) gk
Tlin+ k) /2)
sl k es impar (]380, VILT.13, pig. 257]) v a
Y1)k igln/B+k 1
— + Cin, &
rEErEE) [ g e
si k es par ([80, VILT.14, pig. 258]), donde C(n, k) es
una constante. Schwarte dice que para & > 0 hay que

meter Pf delante de la integral que define |z|~™~%; ex-
plicaré mis abajo el significado de esta notacidn.

De la formula .
Fie'T) = (=1 D¢ F(T)

(2mi)d
DOn
& bl
D = . + el L ..|. —
13 T T ag T

resulta (10) considerando componentes.

Con el mismo métedo 8. G. Samko ([77],[78, pég.
111]) demaostrd que

kganpap (KT O
()" ;;(— : g

cuando o # <k =AU ya #n+ k+ 2 ([ € N), y encon-
trd tambidn las Prmulas en los casos excepcionales, Ya

en 1951 8. Bochner [4) demostrd estas fdrmulas uti-
lizando relaciones modulares gin conexidn con integrales
alngulares.

Clulero aprovechar de esta oportunidad pars sefislar
tres errores de imprenta en [29]):
- pég. 57, linea 4: tachar la palabra “orthogonal®;
- pig. 58, linea 5: tachar “(13)z meter al final: “which
satiafy (1377;
- pag, G0, linea T: reemplazar “op” por "o,

12.

El metesdo que nos sirvid para encontrar un sistema
total de polinomios armdnicos en n variables siree tam-
bién para construir un sistema total de soluciones paoli-
nomiales de una ecuacidn diferencial parcial lineal ho-
mogénea con coeficientes constantes,

Sea m un nimers entero = 1 y

Pl = % a.d
|| =m
Para simplificar supondremos que e = 1, donde
M = (m,0,..0). Por consiguiente a; < m para todo
a # M. Sea como antes Q@ = UQy el dlgebra sobre R
engendrada por loa elementos ey, .., 8, que satisfacen
8 3 jg)am @at™ = 0. Ponemos (Jy = R y para j = 1
el subespacio vectorial () engendrado por los ¢ con
[f] =41 + -+ + jn = j tiene por base los productos
e = ef'ef.elr

con |J| = 3 ¥ 0 < j; < m. Estos vectores son obviamenta
linealments independientes ¥ en virtud de la relacidn

e = - E Bt
OFy <0

cada producto ¢/ con j; > m se puede expresar como
combinacidn lineal de tales productos con o < mi. Para
todo j € N s tiene

Pld)iziey +--- + .'E',-,_En}'f
=j{j=1) - (f-m41)(zrert +Enen) ™Y age™=0.

fer|=m
Entonces poniendao
[Eyeg +--- + Zpep) = 2 FJ':I]':J-
FiZmm

los polinomios ¥;(x) de grado |J| = j satisfacen a
P(8)Y3(x) = 0.
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Los polinomiss ¥;iz), |J| = j, forman un sistemn
maximal linealmente independiente de soduciones poli-
nomias de grado § de la ecuacidn P{ENY =0

Daré la demostracidn detallada de este resultado va
que aquella que se encuentra en [30] es demasiado sucin-
ta ¥ ademds contiene un error descubierto por Walter
Strodt (véase [32, pig. 45, notal).

El nimero de todos los monomios e ...e5* con |of =
ay e F iy = j 68

(n+§_l)- (11)

Efectivamente, i ponemos
hEmip=mtomS - Sjh=m+ -+ =]

entonces (Jy,..., jn—1) €8 una combinacidn con repeti-
ciones tomando n — 1 elementos entre los 7 4+ 1 elemen-
tos 0, 1. ..., j. 5i ahora consideramos (5, jo+ 1. ..., Jn—1+
fi= 2], vemos que ¢l ndmers de estas combinaciones con
repeticiones es el mismo que el niimero de combinaciones
sin repeticiones de n — 1 elementos escogidos entre los
j+n—1 elementos (0,1,..,5+n—2), 0sea

( J—. 1)
m 1
es decir (11).

Para averiguar la dimensidn de Q; se necesita caleu-
lar el mimero de soluciones de
oy g+ tag =3 (12)
con oy = m. Ahora bien, si § < m, la scuscidn (12} no
tiene ninguna solucién con j; > m. 8i j > m, entonces
(12) tiene tantas soluciones con o; > m como
h+k+ -+l =j-m
tiene soluciones en total, es decir
n+j-m-—1
") )
Desde luego la dimension de (J; es la diferencia entre
(11) ¥ (13).

Por la primera computacion de arriba, ¢l mimero de
los términos en el polinomio general homogéneo en n

variables
Yi(z)= 3 Ao’
[F]=f
ez igual a [11). Consideremos los coeficientes indetermi-
nados como un punto (#5) del espacio vectorial sobhre R

de dimensidn (11). La relacidn

E ":r_p-;:l.'-n- =1

|K|=j—m

P{d)Y;(x) =

da relaciones lineales 5 = 0 entre los coefickentes cuyo
namers e5 igual a {13). Miremos cudles son los 5y que
entran en un terming

K & "
Tiex™ =y, T

dadao.
En primer lugar, el térming 8" de P& produce un
término que proviene de

k |
By i g, o B2

en ¥jix). Después los términos de la forma

ky+ + k
'ﬂkl+allkl+|}ll |I'Fn"'l:|'n:=1I HIIE& n*"'zﬂ"-'-n‘

conbribuirdn el términog

ﬂ\:’. . Eﬂ:l okt B‘;L s -ﬂn- E? 1+ ' .-E:-'+“"'

.

& la combinacidn lineal v de los 3. En g un solo
Ay tiene el primer indice 3y = & + m. Para los otros
ky 4oy < k) +m va que oy < m. Llamemos este 3
&l térming conductor. Los térmings conductores de dos
relaciones g = 0 ¥ v = 0 son distintos. En efecto, si

By kg ke = Bht M. dnt

entonees (ky +m, k2, .., k) = (I +m, e, 0 L), 68 decir
K =L

Desde luego, las relaciones lineales s, = 0 son lineal-
ments independientes, en consecuencia e nimero que da
las soluciones linealmente independientes de P, =0
con |J| = j es exactamente dimd},.

Un poco antes, E. P. Miles, jr. ¥ E. Williams
([53], [54]) encontraron el mismo sistema bésico de poli-
nomios arménicos que yo, sin servirse del dlgebra Q.
E. P. Miles jr. encontrd soluciones polinomiales de
obros operadores diferenciales, atn con coeficlentss va-
riables, y aplicaciones de estas soluciones, solo [61), [52],
en eolaboracion con E. Williams [55), [56], [57], ¥ con
Eutiguio C. Young [58). En los afios cincuenta varios
obros autores presentaron sistemas de soluckones poling-
mias de ecuaciones diferenciales: Joaquin B. Diaz [12],
E. Lammel [45], [46], M.H. Protter [68], [69] v M. C.
Wicht [10Z]. En el caso n = 3 ya en 1929 Ketchum
[41] obtuvo 27 + 1 soluciones polinomiales linealmente
independientes de grado § de la ecuacidén AY = 0 con-
siderando potencias w? de una hipervariable w.
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13.

Formalmente, & potencial R, f de orden o de Mar-
cel Riess ez —~dejando de lado por el momento el factor
numérico— la comolucidn |z|* "+ f. Es entonces natural
considerar mas generalmente la convoluckin de |o/®—"
con una distribucidn. Para o > 0 la funcidn o w |g/*~"
eq localmente integrable, pero tenemos interés en definir
la distribucidn |z]*™" también para a < 0.

Marcel Riesz definid su opersdor &, para aguel-
los valores de o para los cuales la integral no comverge,
por prolongacion analitica, De nuestro punto de vista
ea preferible considerar |z[®~" como funcidn holomorfa
de la variable o cuyos valores estan en TY(R") ¥ con-
siderar su prolongacidn analitica. Por tal motivo tengo
que resumir algunos hechos de la tearia de las funclones
holomorfas con valores distribuciones, Trataré de hacer-
lo de la manera més breve posible porgue yva publigué en
cagtellano un articulo muy detallado sobre el asunto en
la Revista Colombiona de Matemdticas [34]. Un resumen
del articulo salid anteriormente [33].

Notemos por £ uno cualguiera de los espacios de
“funciones de prueba" T &, £, v por B su dual topoligi-
oo, e8 decir ¢l espacio correspondiente de distribuciones
¥ & o £, Bea A un subconjunto ablerto ¥ conexo del
plano complejo C. Una funcidn A = T definida en A
¥ con valores T, € E' es holomorfe en A &l para todo
Ag £ A el limite

Ty — Ty
A=adp A — Mg
dTy
exigte; mtalcaa::a]lfmﬂaaanuta-—[ﬂqﬂ] .
d‘:'l' Ay

Las propiedades de las funciones holomorfas con va-
lores distribuciones se deducen del principio fuerte-débad
de Grothendieck {[34,(1.1.4)]): La funcidén A — T € E
g5 holomorfa en A s v sdlo si para todo @ € E ls funcion
A Ty € © es holomorfa en A

Una funcién holomorfa es analifica en el sentido que
tiene desarrollo en serie de potenclas. Mas precisamenta,
gea A — T, £ E' una funcién holomorfa en A Para
Ap € A sea p el radio de un disco ablerto con centro Ag
contenido en A. Para cualquier o < p la serie

ad ld*T}.
Kl dAE

kw0

(Aod(A = Ao)*

converge en E' hacia T, uniformemente para |A—Ag) <
.

Sea shors Ay otro subconjunto abierto vy conexo de
Cotal que Ay O A, ysea A — T3 ¢ E' una funcidn
holomorfa definida en A, Para A € A v ¢ € F ponga-
mos gihw) =< Ty, = 5i para todo o € B existe
una funcién holomorfa A — A(A @) en Ay que coin-
cide con g{A; ) en A (es decir, 5 k(-; ) es prolongacidn
analitica de g @)}, entonces existe una funcidn holo-
morfa A — Sy en Ay con valores en E' tal que 5, =T
para AE Ay < Sy, »=Rhidplpara A e Ay v E E
Se dice que 5, es la prolongacidn analifica de Ty en AL

Supongamos que Ay € A ¥ que A— T, € E' es holo-
morfa en AN {Aq ). Si pars A % A en un disco con centro

Ap B8 tiena

5_ 54
fom o S0

T\ =
A=Ay h— .:.

+ 8o+ Zsku M)t
donde m € M, las 5, (k > —=m] son distnbuulzm-:a &0
E'y S_m # 0, entonces sl m = (), se dice que T, tiene
un polo de orden m oen Ag, en particular & m = 1 s
dice que & polo Ay es simple. La distribucidn §_; es el
residuo de Ty en Ay v S su puﬂ!:cﬁ"rli!a'

Sa = Plaea, T = lim (‘.1'1-~ E .:.4:.}*)

fque g nota también P, . {Juamin en el desarrollo arri-
ba los términos que contienen S con & < 0 faltan, s
dice que T, ea reguiar en Ay. Obviamente T, es entonces
S

El caso més frecuente es cuando en A la distribucidn
T estd dada por une familia { ) de Tunciones local-
mente integrables tal que < Ty, ¢ >= [ falzke(z)dr ¥
A [ fulzie({z)dr es una funcién holomorfa en A para
todo ¢ € E. La prolongacidn analitica S, en Ay D A
de Ty va no estd dade en genecal por funciones local-
mente integrables. Se dice que S, s una pseudofuncidn.
Si 8y es regular en Ag, so escribe Sy, = Plioag Sy donde
Pf tiene el significado “peeudofuncidn™. 5i 5y tiene polo
an Ag, 58 escribe PES,, = Pla-a, fa v ahora P es abre-
viatura para “parte finita". A Schwartz le ha gustado
mucho este juego de palabras,

81 A+ T, € E' es holomorfa en A, entonces para
todo g e W™ la funcidn A = 2°T, es holomeorfs en A, Si
T tiene una prolongacion analitica Sy en Ay O A, en-
tonces para cualguier o € N™ la funcidn A — 2°T, tiene
prolongaciin analitica en A, la cual es igoal a 875, 5i
Ty tiene polo en A, entonces &°T% también lo tiene v
Plyc s, Ty = Pl T

Sea A — Ty € S[R™) une funcidn holomorfa en
A, Entonees A — FTy es también holomorfa en AL
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8i T, tiene prolongacién analitica Sy en Ay 2 A, en-
tonces FT, también tiene prolongacidn analitica Ry
en Ay ¥ By = F8,. 5i T, tiene polo en Ay, enbonces
F(Phi=a,Ta) = Phas, (FT0).

Sea (o )aen una familia de funciones que pertenecen
a E[R"). Supongamos que A — oy £ £ es holomor-
fa en A en un sentido andlogo a la definicidn dada
arriba. 51 A = Ty € T ez holomorfa en A, también
Nis o Ty e T loes.

Bid— 8 e D(R") y A — Ty € P'(R") son fun-
ciones holomorfas en A, entonces A — 5, 2T, = R,
es holomorfa con valores en TY(R*), §i 55 v T tienen
prolongaciom analitics en Ay = A, entonces Ky también
tiene ¥ sigue siendo By = 5, @ T, para A € Ay,

Una funcidn A — 5, € £ holomorfa en A se puede
considerar como funcidn holomorfa con valores en T =i
la componemos con la inclusidn £ < T¥. 51 5, tlene
profongacion analitica en Ay 2 A en tanto gue fun-
cidn con valores en T, entonces 5, € £ tamhién para
AE A ¥ A Sy € £ e holomorfa en A;. Sean ahora
A 8 € £E(R") vy A — T, € D'(R") funciones holo-
maorfas en A. Entonces A — Ry = &y « T es holomorfa,
&8i 8, v T, tienen prolongacidn analitica en Ay o A,
entonces Ay tamblén tiene una v Ry = 5y « Ty para
A = .!'L].

Quiero terminar esta seccidn con un resultado muy re-
ciente de Morbert Ortner v Peter Wagner. Primaro
hay que notar la condicidn siguiente ([13, (1.3), pig.
190]): Laa distribuciones § y T son convolubles s y adlo
si para todo ¢ € T |a distribucidn (@ + )T es integrable
y entonces se tiene < 5+ T, > =< (@« 5T, 1 =. He
aqui el tecrema de Ortner y Wagner (|65, Prop. 9, pag.
ar2)):

(a) Sea A un conjunto abierto, conexo en C y A —
5y e ', A — Ty € T¥ dos funciones holomorfas
en A. 5i se cumple ls condicidn:

(Ta) para todo o £ D la aplicecion A =
(= 50T de A en B es débilmente continua,

enfonces Ja aplicacion A By = 8, « Ty de A
en TV es holomorfa.

(b} Sea Ay un subconjunto abierto, conexo de C que
contieme A. 5i 8, v T tiemen prolongaciones
analiticas en Ay v 51 la condicion [T, ) (es de
cir (I'y) con A reemplazado por A; ) se cumple,
entonces Ry Hene prolongacicn analitica en A
¥ By =5, T vale para A € Ay

Wagner ha dado un ejemplo (todavia no publicado)
que muestra que la condicién (= 53)T € By’ no impli-
ca |a continuidad débil contenida en (Ty ) ¥ que entonces
la comvolucidn no es holomorfi.

14.

Para ®A > —n la funcidn = — |z|* es localmente
integrable sobre R, asi define una distribucidn que no-
taremos por |z|*, es decir

< |zt e = j;_l |22,

En realidad |z|* es temperada v la funcién A — |z|* € &'
es holomorfa en el semiplano |A > —n. La prolongacian
analitica de la funcidn al plano C tiene polos simples en
los puntos A = —n — 2k(k € N, an los cuales sus resi-

duos son

Res N Eﬂ.nﬂ b
Am—n—2k|2[* = STk i [ SLZE] =3 ATAL {14)
Haciendo el cambio de variables A = o — n, obtenemos
la funcidn o — |2*™ que tiene polos simples en los
puntos & = =2k(k € WN). La funcién o — T [g} tiene
polos simples en bos mismos puntos, de maners que el
cociente |x|*~" /T {E} es regular en todos los puntos de
C: es una funcidn entera. De (14) ¥ del valor del resid-
uo de I [E:}l resulta que el valor de |z|*—™ /T {E] £n
2 2

a = —2k e

E—ﬂ'ﬂnﬁ

A

I (=)
Por tal razon es natural considerar le pseudofuncidn
eliptica de Marcel Rieaz

I o a0 M-
R RAC p

cuyo valor en el punto o = —2k es R_g = (-A)*.
El factor I'(252) en el numerador causa que o — R
tenga polos simples en los puntoa A = n + 2k (k € N).

La peeudofuncidn wectorial N, = = 5 R,
estd definida para Ra > 0,0 # n+2k+ 1 por la funckdn
localmentes integrable

T 5

2amn /T (2f2) o
Obstrvese que Ny s el nicleo de la trensformada de
Riesz M de (G).

|-|:l =L
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Generalizando los dos ejemplos anterlores, sea 3 una
funckin integrable sobre la esfera unidad 5,_; de R™,
Introduzcamos los momentos

M, = _[3 WP ()

de £}, donde @ € N™, w* = wi..wi". Ahora no
suponemos gue My = 0 como en la seccidn 11, Pam
RA > —n definimos la distribucién K§! € & por
<KD p»= f 0 (F—j |z ().
Re |z}
La funcién A — KT € & tiene prolongacién analitica
con polos simples en los puntos A = —n — Kk € N)
donde sus residucs son
1
Rispmon-iKY = (1) % — M4,
o=k .
donde ! == !0, En particular, para A = —n se
tiene ([36, pdg. 175])

= PE;,=_,|KE| L

z -n
= Jlim {‘LE! tl (E) f| " elx e + Mow(D) tﬂgr} :

Vemos entonces que la condicidn My = 0 usads por Gi-
raud, Mihlin y otros significa que K es regular en el
pumto A = =y le “pacte finite.® un “valor principal”de
Cauchy.

Teorema ([36, Th. 3, pdg. 185); [61, Satz 1, pdg.
23]). Sea (1 acotada y medible sobre 8,_) ¥ pongamos
po=RA 8T e T'(R™) es tal que (14 |z|21*T es inte-
grable, entonces T y K son &'- convolubles y se tiene
FiT = KT = FIT).F(KY) en el sentido de Hirata y
Dgata,

Yo demostré solaments gue son comvolubles. La
& '—convolubilidad se debe a Norbert Ortner, Pe-
ter Wagner ([00, pdg. 474]) mostrd que la condicidn
0 e LY5,_1) no es suficiente para que el teorema sea
cherto,

Reciproco (|61, Satz 4, pég, 20]). SiT € D’ y Pz
son convolubles, entonces (1 + |[21*2 € B}, (u=RA).

Corolario (|36, Corol. del Th.3, pdg. 189]}. Sean 0,
¥ (tp dos funciones acotadas ¥ medibles sobre 8,1, ¥
Hil], K las distribuciones que les corresponden, Si

R(A+ v) < —n, entonces H‘E” ¥ K* son convolubles.

En particular ([61, Satz 6, pig. 31]):

1] Sia= -2k o 0= -2k entonces R, v Rg son

&'-convolubles [obwvio);

2) B # =2k v 0% =2k, entonees K, v Ra son
convolubles si ¥ sdlo & R{a + 3) < n.

En ambos casos se tlene Ry + Rg = Raqp ([61, Satz
9, pig. 40, pig. 44]).

La pseudofuncidn N, = — 77 R,y corresponde &
la funcidn vectorlal 3w} = w sobre S,-;. Se tiene
Nog_y = [=1)*¥*1 7 (A*f) para £ € N, vy en particu-
lar

. &
Noa=-vi=-5 bz,

Las N, son &'-convolubles en los casos eiguientes [61],
[63], [65]:

E]—-I-—

1) Sia=2k-108=2&k-1, entonces N, v Na
son §'-comvolubles;

) Sia#%k-1y3+#2k -1 entonces N, ¥ Ng
son & —convolubles si v sdlo si Vo + J) < n,

En todos loa casos ge tiene N, * Ng = —H, 45, lo que
contiene el caso particular Ng = Ny = =4, e5 decir la
reciprocidad del operador M de Riesz. En efecto

Na # Ng = FRay1 * FRas1 = BRay1 * Rgyr
= —Ry_3+ Rgyy = —Hasp.

Cusndo n—2 < o+ 7 < n,esdecir n < a+5+2 < n+2,
las distribuciones K,y ¥ Aayy no son convolubles: es
entonces que ¢l Teorema de Criner de la secckin 10 sirve,

Josefina Alvarez y Christine Carton-Lebrun |1
dieron una demostracidn circular del teorema sigulente:

Sea T € &, Entonces las tres condiciones que siguen
son equivalentes: {a) (1+ |z|*)~™3T € B}; (b) T es &'-
convaluble con Ny; (c) (1+]z)*) V2T &5 &' — convoluble
con Ry,

Ellas investigaron también la S'-convolubilidad de
T & & con una componente de la distribucidn vecto-
rial Ny ([1, Th. 15.6, pdg. 246]).

En un articulo eserito en colaboracidn con Norbert
Ortner v Peter Wagner([38]: véasa también [G4])
hemes considerade las distribuclones

r{n—.3'|+} - 7 —
Ks = zﬁxnf?r(—ﬂ;EJP' (E) =
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donde la potencia ¥ se entlende en el sentido del dlge-
bra ) asociada al operador de Laplace A (véase la sec-
cidn 12). Las componentes de esta distribucidn vectorial
son las escalares Pﬁ'}[::,'llu:]""-‘, donde las ¥; son un sis-
temas linealmente independiente maximal de polinombios
arménicos de grado j. Hemos calculado las transfor-
madas de Fourier de estas distribuciones v demostrado
I regla de convolucidn Ky ; + Kpp = Kyguti-

Para concluir, chservemos que el método de Mar-
cel Riess congiste en encontrar un semigrupo K, que
liga el operador diferencial —A = H_s con su solu-
cidn elemental (o fundamental} Rz que satisface —ARs
= Ry = 4. Se puede decir que R, = (—4A)™%2, Riesz
construyd un semigrupo andlopo pera el operador de on-
das O =58 —8§ —... - §2.

En un articulo, desgraciadamente poco conocido
[100], Peter Wagner conside-rd un polinomio arbitrario
P de n indeterminadas con coeficientes reales, Con la
avuda de polinomics ssociados a P, debidos a Joseph
Bernstein y Mikio Sato [2], s¢ ve que P*, definido
originalmente para |A > 0, tiene prolongacidn analitica
meromorfa & todo el plano complejo. Wagner llama
Ty, = FP* el grupo de convolucidn (Faltungsgruppe)

1 1
del operador P{—Eﬂ'}. Se tiens F{—Eﬂ}ﬂ, = Thi1

y en particular T es solucidn elemental de P{—%&j‘

para [ € N. 8i P es un polinomo homogéneo de gra-
do m, Plz) > 0 para z € ™ x & 0, v P no es una
potencia de otro polinomio, entonces Ty, ¥ T, son con-
volubles si v solo 50 A o v e5 un nimero entero > 0 o
bien (A + 1) = —n/m. En estos casos Ty + T, = T ..
En un trabajo todavia no aparecido Ortner v Wagner
[66] investigan el grupo de convolueidn pars un sistema
casihiperbdlico de operadores diferenciales.
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