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Para el estudio de los niveles de disipacién de materia y energia (produccion global de
calortropia) que acompafian la aparicién de estructuras espacio-temporales estacionarias (au-
toorganizacion) hemos desarrollado una teoria termodindmica de los procesos irreversibles.
Las estructuras emergen de un arreglo bidimensional de reactores quimicos acoplados, que
se encuentran en un estado estacionario oscilatorio homogéneo, después de haber propagado
un estimulo quimico. Estas estructuras permanecen en el tiempo y en el espacio a expensas
de una continua disipacién de materia y energia (estructuras disipativas). En el marco de
la teoria termodindamica de los procesos irreversibles se investigan los niveles de disipacién
que acompanan la aparicién de las estructuras a medida que el sistema evoluciona en fun-
cién de pardmetros dindmicos (bifurcacion), de acople (difusion) y de la magnitud de la
perturbacion. La teoria termodinamica, los modelos quimicos y los resultados obtenidos son
generales, y es asi como encuentran aplicacién directa en cualquier area de las ciencias natu-
rales; destacamos la estrecha conexién con el comportamiento observado en algunos sistemas
biolégicos.
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Abstract

TA irreversible thermodynamics theory is proposed to study the global calortropy
production levels accompanying with stationary patterns. The phenomena of stationary
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patterns is reached after a wave propagation through a two-dimensional array of coupled
cells in an oscillatory homogeneous state, and they are an example of dissipative structures
in terms of a continuous energy-matter dissipation by the system. In this paper we report on
a numercial study of the dissipation levels accompanying the patterns in terms of a control
parameter, namely: bifurcation parameter, rate of mass exchange and size of a external

perturbation.
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1. Introduccién

La termodinamica de los procesos irreversibles es una
teoria de los procesos macroscopicos de la materia que
no hace referencia a constitucion molecular alguna. Da-
do que los procesos son irreversibles ellos suceden a una
velocidad finita de manera homogénea o no homogénea
en una determinada regién del espacio. Con este en-
foque los estados de la materia se describen utilizan-
do un relativo pequeno ntimero de variables de estado
que caracterizan la materia como un medio continuo.
Tales variables de estado pueden evolucionar espacio-
temporalmente, sujetas a determinadas condiciones ini-
ciales y de frontera. La actual filosofia natural de la
evolucién de los procesos macroscopicos acepta que ta-
les procesos evolutivos deben estar completamente go-
bernados por las leyes de la termodinamica. Es asi co-
mo, es objetivo de la termodindmica de los procesos ma-
croscépicos irreversibles formular una teoria consistente
con las leyes de la termodindmica que nos permita ex-
plorar y entender tales procesos evolutivos.

Clausius [12] dedujo el concepto de entropia a par-
tir de una representacion matematica de la segunda ley
relacionada con procesos reversibles entre estados de
equilibrio, mientras que para estados de no-equilibrio
la termodindmica cldsica postula una desigualdad en
conexion con el concepto de entropia. Clausius des-
cubrié que hay dos tipos de calor involucrados en los
procesos térmicos: el calor compensado y el calor no
compensado. El calor compensado es el calor intercam-
biado entre el sistema y los alrededores y el calor no
compensado es un calor inherente a la ocurrencia de
procesos irreversibles. Asi Clausius define un proce-
so termodinamico reversible como aquel en el que sélo
existe un tipo de calor, y es el que el sistema intercambia
con los alrededores.

En la termodindmica generalizada [4] se demuestra
que si los procesos termodinamicos involucrados en un

sistema son irreversibles, la segunda ley de la termo-
dindmica de Clausius y Kelvin se puede representar ma-
tematicamente en términos de Calortropia3; calor com-
pensado y calor no compensado que se combinan en
una forma diferencial exacta en un apropiado espacio de
las variables macroscopicas, permitiendo postular una
teoria de los procesos irreversibles, termodinamicamente
consistente, y que reposa sobre la base del concepto de
calortropia como una generalizacién de la entropia de
Clausius [5]. Como punto de partida contamos con una
teorfa termodindmica generalizada® de los procesos irre-
versibles para el estudio de procesos macroscépicos que
tienen lugar en sistemas de tamano finito [3].

En este trabajo presentamos una extension de la
teoria de la termodindmica generalizada y que ya
habiamos desarrollado para el estudio de redes neurona-
les de reactores quimicos [1] y arreglos unidimensionales
de reactores acoplados [2].

Figura 1. Esquema del sistema bidimensional para el estudio de

la generacién de patrones estacionarios.

Los sistemas estudiados son ensambles discretos de
tamano finito, donde las unidades corresponden a reac-
tores quimicos abiertos (CSTR’s) en los que se llevan a
cabo reacciones quimicas oscilantes (véase la Figura 1).
Las unidades del ensamble interactian por intercam-
bio de materia a través de la frontera a una velocidad
definida. Como resultado de la aplicacién de la teoria

3Segtin Eu Calortropia significa evolucion del calor. Eu prefirié no utilizar el concepto de entropia del no-equilibrio, por ser un término

que usualmente utilizan otras versiones de teorias termodinamicas de procesos irreversibles.
4La teorfa de Eu es aplicable para procesos irreversibles que suceden en situaciones identificables como cerca o lejos del equilibrio

(linealidad o no-linealidad para la relacién entre fuerzas y flujos).
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se obtienen los niveles globales de disipacion de mate-
ria y energia (estructuras disipativas) que acompanan la
generacion de formas estacionarias bidimensionales (au-
toorganizacion) a medida que el sistema evoluciona en
el espacio de los pardmetros de control (bifurcacién, ve-
locidad de intercambio de materia y estimulo externo).
Nuestro estudio se restringe a una limitada combinacion
de factores que conducen a la aparicién de estructuras:
vecindad de von Neumann, frontera cerrada, intercam-
bio de materia simétrico entre vecinos, estimulo externo
para una sola especie quimica y en una sola unidad. Las
otras posibilidades que constituyen un amplio y poste-
rior trabajo son: vecindad de Moore, vecindad hexago-
nal, frontera abierta o circular, velocidades asimétricas
de intercambio de materia, estimulos en varias especies
quimicas, estimulos aplicados en varias unidades y dis-
tribucién aleatoria de magnitudes de estimulos.

La medotologia anteriormente descrita para el mode-
lamiento dindmico de sistemas discretos bidimensionales
es la misma que se utiliza para el estudio y comprension
del funcionamiento de algunos sistemas bioldgicos; por
ejemplo tejidos neuronales, cardiacos, musculares, entre
otros.

2. Segunda ley de la termodinamica

Del teorema de Carnot® y de considerar una serie de
ciclos de Carnot infinitesimales ® se llega a la expresién:

f%go. (1)

Aqui es importante hacer notar que la desigualdad en
la expresion anterior surge como consecuencia de consi-
derar la irreversibilidad en uno de los ciclos. Clausius
llamé al término () como calor compensado, haciendo
referencia a que es el calor que el sistema intercambia
con los alrededores durante el proceso, y ademas inter-
preté que la desigualdad muestra que existente una can-
tidad asociada a la naturaleza irreversible del proceso,
que es positiva, que disminuye el trabajo disponible y
que se desvanece cuando el proceso es reversible. Clau-
sius denominé esta cantidad como calor no-compensado”

(N):
N:—?{%. 2)

Clausius analiz6 los procesos para los cuales N = 0,
es decir procesos reversibles, mas especificamente proce-
sos ciclicos cuasi-estaticos para los cuales N = 0. Para
este tipo de procesos la ecuacién 1 satisface la igualdad

7{%@:0, (3)

la ecuacién anterior implica, enfatizamos, para procesos
reversibles, la existencia de una funcién de estado a la
que Clausius llamé entropia (S¢,):

satisfaciendo que dSe, es una diferencial exacta en el
espacio termodinamico caracteristico de los procesos re-
versibles:

f S0y =0 . (5)

En las ecuaciones anteriores hemos empleado los
subindices eq y rev para destacar el caracter reversible
del proceso y los estados de equilibrio del sistema.

Combinando la ecuacién 4 con la primera ley de la
termodindmica obtenemos la ecuaciéon de Gibbs la cual
es la base de la termodinamica clasica o de los estados
de equilibrio:

dSeq =T H(dE — W) . (6)

3. Calortropia para procesos irreversibles

Si reescribimos la ecuacién 2 de la siguiente manera:

N+7{%=0, (7)

observamos que esta es valida para un proceso irreversi-
ble, por consiguiente ninguno de los dos términos que la
componen hacen referencia a cantidades exactas. Resul-
ta natural pensar que N es una cantidad que se obtiene
al evaluar el proceso ciclico completo, asi escribimos:

N:j{éN (8)

]{ (§N+ 5?) —o. )

5El teorema de Carnot, se puede escribir de la siguiente manera: Wye, > W. Ecuacién que podemos intepretar diciendo que durante
la operacién de un ciclo de Carnot irreversible existe una cantidad de trabajo que no se encuentra disponible (W’) y que es semidefinida

positiva, de modo que: Wy, = W + W/

6Un ciclo de Carnot infinitesimal es un ciclo que opera entre dos depédsitos térmicos con diferencias infinitesimales de temperatura, entre
si. La palabra infinitesimal no hace referencia al tamano fisico de la méquina térmica sino a las diferencias en temperatura.
"El calor no-compensado es una cantidad matemdtica y fisicamente diferente del calor compensado, y no puede derivarse a partir de

éste. El proceso no-compensado es intrinseco al proceso natural y no puede derivarse de cantidades de procesos reversibles.
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La expresién anterior hace que el trabajo de Clausius
adquiera una forma nunca antes vista, la cual muestra
que sobre todo el espacio termodindmico existe una can-
tidad que se conserva (¥) [4]. Esta cantidad da lugar a
una diferencial exacta que proviene de la suma de dos
diferenciales inexactas, al igual que en la primera ley
de la termodindmica, donde la energia interna es una
cantidad que se conserva sobre el ciclo, dando lugar a
una diferencial exacta que proviene de la suma de dos
diferenciales inexactas, las de calor y trabajo. Byung
Chan Eu denomina a esta cantidad como calortropia,
cuya diferencial se define como:

0Q

U =N+ <
d¥ = 6N + =, (10)

satisfaciendo
]{d\ll =0. (11)

Notemos que la diferencial 10 y la integral ciclica 11 per-
manecen validas ya sea que los procesos termodindmicos
sean reversibles o irreversibles. La funcién ¥ es una va-
riable fundamental de la termodindamica la cual es clara-
mente diferente de la funcién S, definida por Clausius.
En esencia, podriamos resumir que la funcién ¥ en la
termodindmica generalizada, es una extensién de la fun-
cién Seq de Clausius para estados de no-equilibrio.

Con los resultados anteriores, se postula como una
nueva ecuacion fundamental en la teoria termodindmica
la siguiente expresién extendida de Gibbs:

dE = 6Q — 6W
oQ
AV = = + 0N

T(d¥ — 6N) = dE + §W
d¥ =T Y(dE + W) + 6N (12)

Las expresiones anteriores nos dicen que la teoria termo-
dindmica generalizada de los procesos irreversibles esta
centrada en el concepto de calortropia, y que un signi-
ficado preciso de este término depende de la claridad
con la que se entiendan los conceptos de calor compen-
sado y calor no-compensado. Esto ltimo es el objetivo
de las aplicaciones realizadas en el marco de la presente
investigacion.

La teoria termodindmica lineal de los procesos irre-
versibles desarrollada por de Donder [7], Meixner [8],
Prigogine [9], de Groot y Mazur [11], y muchos otros

8Comunicacién personal.

bajo la hipétesis del equilibrio local, asume la validez de
una relacién local de la ecuacion de Gibbs 6, para lo cual
se postula que se satisface una ecuacién de balance lo-
cal. La hipdtesis central en esta teoria es que la funcion
Seq de Clausisus permanece vélida aun si los procesos
que tienen lugar en el sistema son irreversibles. Dado
que la funcién S, es definida para estados de equilibrio
y procesos reversibles, parece entonces natural conside-
rar que la ecuacion de Gibbs 6 es inadecuada para el
estudio de procesos irreversibles; por esto en la termo-
dindmica generalizada [4, 5, 6] se lleva a cabo un cui-
dadoso andlisis de la segunda ley de la termodinamica
para poder expresarla en una forma adecuada al estudio
de procesos irreversibles. La diferencial de la funcion
calortropia, d¥, evaluada en forma local, también da lu-
gar a una ecuacién de balance local para la densidad de
calortropia, donde la densidad local de 0N /dt aparece
como una cantidad semidefinida positiva, la cual desva-
nece cuando el sistema alcanza el estado de equilibrio
termodinamico. Asi nosotros concluimos que el término
O0N/dt debe ser semidefinido positivo para que los pro-
cesos irreversibles objeto del estudio sean consistentes
con la segunda ley de la termodindmica. Este término
serd llamado produccion de calortropia.

4. Termodinamica de los procesos irreversibles
para un sistema bidimensional de unidades aco-
pladas.

El formalismo termodinamico desarrollado para pro-
cesos irreversibles [1, 2, 3] se extiende para ser aplicado a
un sistema compuesto de subsistemas finitos (p.ej., cel-
das o unidades) que interactiian entre si intercambiando
materia y energia.

B. C. Eu por conveniencia en el actual desarrollo de
una teorfa termodindmica generalizada recomienda® ex-
presar el término de calor no compensado de la siguiente
manera:

SN=T"162 (13)

de modo que la cantidad §= quede expresada en
términos de variables termodinamicas globales. Asi la
ecuacion extendida de Gibbs 12 se reescribe de la sigui-

ente manera:
dv P 0Q 6=
L (dt i dt) (14)

La expresién anterior se puede escribir en términos de
las velocidades de cambio de las variables macroscopicas
que siguen ecuaciones evolutivas en el marco de la teoria
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termodinamica de los procesos irreversibles, siendo la in-
tegral de la diferencial de calortropia, en el espacio de
las variables macroscépicas, una superficie sobre la cual
evoluciona el estado macroscépico del sistema. Para el
presente sistema los procesos termodindmicos irrever-
sibles evolucionan sobre la superficie de calortropia en
funcién de las concentraciones de las especies quimicas,
la temperatua y la presiéon. La superficie de calortropia
puede entenderse como una realizacién matematica de
las leyes de la termodinamica, de modo que los procesos
que alli se describen seran consistentes con estas leyes,
demandando que la produccién de calortropia sea semi-
definida positiva. Entonces resulta de interés préactico
entender cuales seran las consecuencias de los procesos
en la produccién de calortropia en el sistema global,
lo cual también indicard una medida de la disipacion
de materia y energia; particularmente veremos las con-
secuencias de la materia transformandose de una for-
ma 1util a una menos util, a medida que los procesos
quimicos ocurren llevando a la generacién de nuevas es-
tructuras en el sistema.

Para calcular la produccion de calortropia asumire-
mos que las soluciones de las especies quimicas que reac-
cionan son termodindmicamente ideales.

La produccién de calortropia para el sistema bidi-
mensional (plano) (d=/dt),,,,, donde los tinicos proce-
sos irreversibles que ocurren en cada una de las unidades
son las reacciones quimicas, se obtiene mediante la si-
guiente expresion: [1, 4]

v+w m

(d2/dt) gy = VT DS AR (15)

s=1 =1

donde V es el volumen, T es la temperatura, Al(s) son
las afinidades de las reacciones, Rl(s) son las velocidades
de reaccién. En la anterior expresion la contribucién de
cada una de las unidades s a la produccién de calor-
tropia se suma sobre el total de unidades en el sistema
bidimensional v. El subindice [ es para las m reacciones

que suceden en cada una de las unidades.

Como los tnicos procesos irreversibles presentes en
cada una de las unidades son las reacciones quimicas, la
expresién presentada para la produccién de calortropia
es idéntica a la expresion para la produccién de entropia
que aparece en la teoria termodindamica lineal de los pro-
cesos irreversibles deducida bajo la hipdtesis del equili-
brio local, pero como la produccién de calortropia en
la teoria termodinamica generalizada es estrictamente

hablando, un concepto diferente al de produccion de en-
tropfa y que es valido en el damplio espectro (todo tipo
de procesos irreversibles y para cualquier condicién de
cerca o lejos al estado de equilibrio) de los procesos irre-
versibles, presentaremos todos los resultados en el marco
de la teoria termodinamica generalizada.

Para cada una de las unidades del sistema bidimen-
sional que posee las mismas reacciones (reaccién de
Belousov-Zhabotinskii [13]), podemos generalizar la si-
guiente notacién: la velocidad de reaccion Rl(s) de la
reaccién [ en una unidad (subsistema) se puede expresar
en términos de las velocidades directas AlJr y contrarias
A

R = A - A, (16)

siguiendo la ley de accién de masas. Ademads, si de-
notamos con z, las concentraciones de exceso de las
especies a en cada unidad, las cuales estan en el mismo
estado termodindmico incial cuando no hay intercambio
de materia y energfa entre las unidades, y si ademds asu-
mimos que los potenciales quimicos son los correspon-
dientes a soluciones ideales, entonces para las especies a
estos se pueden expresar como

~

A =% + kpTina, (17)

donde ﬁ2(5) es el potencial quimico correspondiente al
estado homdgeneo (p. ej., el estado estdndar) con re-
ferencia a la especie a a través del sistema. En otras
palabras, lo que estamos diciendo es que las unidades
(subsistemas) se encuentran en estado de equilibrio con
respecto a las especies a en tales condiciones. En tal
estado

06— = 0s) — OB+ para todo s. (18)

Asi, la produccién de calortropia para el sistema bidi-
mensional (plano) compuesto de un ndmero finito de
unidades (subsistemas) se escribe de la siguiente mane-
ra:

v4+w m +
(@001 = VR Y |3 (07 =20 m (FE) | (10
s=1 Li=1 l s

donde R representa la constante universal de los gases.

Como las unidades del sistema estan acopladas por
intercambio de materia entre ellas, también hay contri-
bucién de este proceso irreversible a la produccion glo-
bal de calortropia 14. Esta contribucion global debido
al flujo de materia en las fronteras de las unidades se
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obtiene mediante la siguiente expresién [1, 3]

5@ . v+w 7 N d Mlgs)
¢ —_T (s)Ze"a 20
< dt )plano Z Z fa dt ( )

s=1 a=1

donde Més) hace referencia a la masa de las especies
quimicas en la unidad s y el simbolo d. /dt lo utilizamos
para representar derivadas de tiempo por transferencia
por velocidad de cambio; por ejemplo en Més), que sur-
ge del intercambio de materia entre la celda s y sus
vecinos (p. €j., vecindad en cruz de von Neumann)?. Ya
que por el principio de conservaciéon de la masa en el

sistema se tiene que:

v+w r (5)
~ @)deﬂ4ﬁ o
DD = =0, (21)

s=1 a=1

la velocidad de cambio de calortropia asociada al inter-
cambio de materia de la especie a entre unidades con
sus alrededores se obtiene de la siguiente expresiéon:

(%) -=¥>w. e

p=1s=1

r
W= E ﬁ(xaasfl,p +xaas+1,p +$aas,p71

a=1

+ Lass,p+1 —4-Ta7s,p) In La,s,p

En la expresién anterior los subindices p y s se utilizan
para denotar el recorrido matricial a través del siste-
ma bidimensional. La ecuacién anterior aplica para una
unidad con vecinos en cruz.

Finalmente, la velocidad global de cambio de calor-
tropia en el sistema bidimensional se obtiene de la sigui-
ente formula

dv
= + 2
<dt )plano Onet ¢net ( 3)

Los términos a la derecha de la expresién anterior abre-
vian para

w 14

G = —RY_D W, (24)

p=1s=1

r
W = § /B(xaasfl,p +$aas+1,p +xaas,p71

a=1

+ ZTass pr1 —4ATa,s,p) MTa s p

v+w m A+
Tpet = VR DA =A ) (l_) (25)
—1 L= A
s=1 Li=1 s
Hacemos notar que, o,.+ es la integral de volumen de
las produccion de calortropia en las unidades sobre el
sistema bidimensional, mientras que (d¥/dt),,,,, es la
integral de volumen de la ecuacion de balance de calor-
tropia sobre el sistema bidimensional.

Para el caso de oscilaciones quimicas en la concentra-
cion de las especies, resulta conveniente definir el valor
medio de la funcién o, por promedio de tiempo para
oscilaciones con perfodo 7,

1 Tp
Opse = — / At opet (T) - (26)
Tp 0

Para cerrar esta seccién queremos hacer notar la diferen-
cia que existe en trabajar con un sistema unitario y un
sistema de tamano finito compuesto por varias unidades.
Para una celda unitaria la funcién o,,.; hace referencia
a la produccién de calortropia debida tinicamente a los
procesos irreversibles que suceden en su interior, mien-
tras que la funcién ¢, significa el flujo de calortropia
por interaccién entre sistema y alrededores. Para un
sistema de tamano finito (unidades acopladas intercam-
biando materia y energia), la produccién de calortropia
tiene contribuciones de los procesos irreversibles que su-
ceden al interior del sistema y de los que suceden por
interacciones con los vecinos. Esta es la principal dife-
rencia en el tratamiento termodinamico de sistemas de
tamano finito.

5. La reaccion quimica oscilante de Belousov-
Zhabotinskii: Modelamiento matematico utili-
zando el esquema conocido como el oregonador

9Notemos que Q. en esta expresién no implica calor, sino que (§Q./dt) plano denota la velocidad de cambio de calortropia que proviene

del intercambio de materia entre unidades.
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El sistema de reacciones quimicas que utilizamos en
este trabajo corresponde a la reaccién de Belousov-
Zhabotinskii (BZ), la cuale se esquematiza con el mo-
delo matemético conocido como el Oregonador [13], el
cual se basa en el mecanismo de reacciéon quimica pro-
puesto por Field-Kéros—Noyes (FKN) [14] para explicar
el comportamiento oscilatorio observado en la reacciéon
BZ. Los valores de las constantes cinéticas se tomaron
del articulo de Gyorgyi et al. [15]. El modelo del Ore-
gonador (véase abajo reacciones CR1-CR6 y Tabla) des-
cribe la oxidacién del ion Ce?t por los iones bromato
en medio de dcido sulftrico y la bromaciéon oxidativa
del 4cido malénico. El sistema de reacciones, cuando
se lleva a cabo en un CSTR exhibe histéresis entre dos
estados estacionarios y asi biestabilidad y oscilaciones
en un intervalo de valores para el parametro de bifur-
cacion f. En nuestra versién adimensional del modelo
matematico el comportamiento oscilatorio emerge pa-
ra valores del parametro de bifurcacion entre 0.4769 y
2.1166, véase la Figura 2. Si el valor de f es menor
que 0.4769 emerge un estado estacionario estable carac-
terizado por altas concentraciones del ion Ce*t (estado
oxidado), mientras que si el valor de f es mayor que
2.1166 emerge un estado estacionario caracterizado por
bajas concentraciones del ion Ce** (estado reducido).

Figura 2. Diagrama de bifurcacién para el Oregonador. Los pun-
tos del conjunto a representan la rama de estados estacionarios de
alta concentracién en la especie z (Ce®T) (estado oxidado), los
puntos del conjunto b representan los estados en la regién de com-
portamiento oscilatorio (0.4769 < f < 2.1166), las lineas indican
la amplitud de la oscilacién, los puntos en el conjunto ¢ represen-
tan la rama de estados estacionarios de baja concentracion en la

especie z (Cett) (estado reducido).

Las reacciones quimicas del mecanismo FKN que co-
rrespondientes al modelo del Oregonador son las siguien-
tes:

BrO; + Br~ +2H" = HBrO» + HOBr (27)

HBrOs 4 Br~ + HT = 2HOBr (28)

BrOj + HBrO; +2Ce*" + HY = 2HBrO, + 2Ce*t
(29)
2HBrO; = BrO; + HOBr + H" (30)

20 + CHy(COOH)s + HY = 20" + fBr™ + ...
(31)

La evolucién temporal de cada una de las especies en
una unidad aislada del sistema bidimensional se describe
con la siguiente ecuacién diferencial:

S
da') (s—1)

2 :k’b

T gl 9y L R (32)

(i:172a37 8:1727"'7N)

asumiendo un intercambio uniforme de materia a través
de las fronteras, es decir que las velocidades k; son inde-
pendientes de los limites de la unidad. Es posible hacer
que la velocidad de intercambio dependa de los limites
de la unidad pero por simplicidad en el manejo del pro-
blema no consideraremos en este trabajo esta opcién.
Ademaés, también por simplicidad tendremos en cuenta
que sb6lo una especie quimica se intercambia a través de
la frontera de la unidad, ky3 # 0 para 3.

Estas ecuaciones evolutivas se resuelven numérica-
mente hasta lograr que todo el sistema bidimensional
alcance un estado oscilatorio uniforme después de cierto
tiempo 7y. Las condiciones iniciales son las siguientes:

{ES(O) =0, ys(o) =0, ZS(O) =0 (33)
s=1,2,--- ,N=v+w.

Entonces al instante de tiempo 7 = 7y una unidad sg

(generalmente decidimos trabajar con la celda del cen-

tro del plano) recibe un estimulo externo (a modo de

perturbacién en la concentracién) en la concentracién

de la especie z3 (Cet) mediante una funcién de paso

con una amplitud £y. Las concentraciones a 19 entonces
se pueden resumir como sigue:

Ts (TO) =Try, Ys (TO) = Y7o (34)
25 (T0) = 2ry + €00 (T — T0) s, -

El estimulo recibido por sg da inicio a una onda que se
propaga a través del plano.
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6. Resultados

El sistema bidimensional trabajado es de 31 x 31 uni-
dades, es decir con 961 unidades acopladas que represen-
tan un total de 2883 ecuaciones diferenciales ordinarias
rigidas no-lineales acopladas. Las ecuaciones 23 y 32 dan
lugar al sistema de ecuaciones de trabajo (S-EDO). El
sistema S-EDO se resolvié numéricamente utilizando la
subrutina LSODE [16] basada en el método de Gear [17]
para ecuaciones diferenciales ordinarias rigidas. Para el
trabajo numérico usamos una matriz jacobiana estima-
da numéricamente y una tolerancia de 10~2 aseguran-
danos de no generar datos ficticios. Los requerimientos
en tiempo computacional varian segun los parametros
que se modifiquen, pero generalmente todos los cédlculos
requieren de 4 a 10 horas en procesadores de 1.0GHz en
equipos PC.

Los patrones estacionarios que se generan después de
que el estimulo se ha propagado a través del sistema, se
estudiaron en funcién de tres variaciones: 1) modifican-
do la amplitud del estimulo externo , 2) incrementado la
velocidad de intercambio de materia de una unidad con
sus vecinos, 3) modificando el pardmetro de bifurcacién
a través de la regién oscilatoria para la situacion en la
que el estimulo lo recibe la unidad ubicada en la posicién
de la mitad y 4) la variacién anterior para la situacién
en que tres estimulos se aplican simultdneamente en las
unidades ubicadas en las posiciones inicial, media y fi-
nal.

6.1. Autoorganizacion: Patrones estacionarios
en funcién de la amplitud del estimulo. Se en-
samblé un sistema bidimensional de 31 x 31 unidades
acopladas por vecindad de von Neumann, véase la Fi-
gura 1. La frontera del plano es cerrada. En cada una
de las unidades tiene lugar la reacciéon de Belousov—
Zhabotinskii, representada por el modelo del Orego-
nador, cuyo correspondiente diagrama de bifurcaciones
se muestra en la Figura 2. El sistema bidimensional
de Oregonadores acoplados evoluciona de acuerdo a las
ecuaciones evolutivas 32 desde un estado inicial corres-
pondiente a un estado oscilatorio sostenido que se ubica
en la regién b del diagrama de bifurcacién (f = 0.48).

Cuando el tiempo reducido durante la evolucién alcanza
un valor de 79 = 1466 el sistema se perturba en la celda
de la mitad con un estimulo de determinada amplitud.
El tiempo al cual se aplica el estimulo se escogié como el
correspondiente al punto mas bajo del comportamiento
oscilatorio'?. El estimulo entonces se propaga a través
del medio produciendo durante su recorrido la muerte
de la fase oscilatoria (death phase) y dejando la uni-
dad en un determinado estado estacionario. El nimero
de estados estacionarios que puede alcanzar cada uni-
dad, como producto de la intrincada interaccién de las
reacciones quimicas con los procesos de transporte de
materia, depende del valor de la fase oscilatoria al mo-
mento de recibir la onda que se propaga. Cuando el
estimulo se ha propagado a través de todo el sistema,
éste queda en un estado estacionario heterogéneo alta-
mente complejo que en su conjunto denominamos como
patrdn estacionario (escogimos representar en el patrén
unicamente los estados estacionarios correspondientes a
la especie quimica que recibe el estimulo, Ce*T). Este
patron estacionario se mantiene en el tiempo y espacio a
expensas de la continua transformacion y transporte de
materia. La Figura 3 muestra los patrones estacionarios
que emergen dependiendo de la amplitud del estimulo
externo aplicado''. Por observacién cualitativa de las
formas podriamos decir que los patrones 3.A y 3.B son
similares entre si, mientras que los 3.C-3.F lo son entre
ellos. La similitud a la que nos referimos se basa en que
parece que al aumentar la amplitud del estimulo lo que
obsevamos es una ampliacién del interior del patron.

En la Figura 4 mostramos los niveles de produccién
global de calortropia (o,.;) inherentes a las reacciones
quimicas en las unidades y los niveles de flujo global
de calortropia'? (¢,.;) producto del intercambio de ma-
teria entre unidades. La primera informacién valiosa
que muestra esta figura se relaciona con el hecho de que
mientras los patrones estacionarios se generan mediante
un incremento sistematico de la amplitud del estimulo,
los niveles de produccion de calortropia no siguen un
comportamiento suave; esto muestra la compleja rela-
cién entre estas dos cantidades.

10Nosotros encontramos que la amplitud del estimulo necesaria para generar una onda que se propague a tarvés del medio depende de
la fase de la oscilacién. Asi, cuando la fase es cero (punto més bajo del comportamiento oscilatorio), ¢ = 0, se requiere que la amplitud
del estimulo sea pequena. A medida que la fase aumenta, aumenta significativamente la amplitud del estimulo necesario para generar la
propagacién de la onda, hasta que para ciertos valores ningtin estimulo es capaz de generar una propagacion.

11E] cédigo de colores que escogimos para representar el valor de concentracién que le corresponde a cada estado estacionario va desde el
azul intenso para el valor mas pequeno, hasta el rojo para el valor mas alto. Los otros colores corresponden a valores intermedios entre estos
dos colores. Ademads para resolver la definicién y diferencias entre valores muy préximos se utilizé un algoritmo para graficos denominado
interpolacién bilineal, el cual asigna la intensidad del color dependiendo de los vecinos de las esquinas.

12Estrictamente hablando son contribuciones a la produccién global de entropfa debida a los procesos de transporte de materia entre

unidades.
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Figura 3. Autoorganizacién. Las coordenadas espaciales de las
figuras corresponden a: coordenada Z a la magnitud de la va-
riable z (Ce4+) y coordenadas X - Y a la longitud del plano
bidimensional (Esto aplica para las figuras 5, 7, 9). La secuen-
cia de figuras ilustra los Patrones Estacionarios que emergen de
un espacio simétrico caracterizado por un estado oscilatorio ho-
mogéneo dado por el pardmetro de bifurcacién f = 0,48. Todas
las celdas estan intercambiando materia a una velocidad constante
de 8 = 22,5, con su vecindad de von Neumann. La ruptura de la
simetria espacial sucede cuando al tiempo 1466 (variable reducida
y adimensional) se aplica instantdneamente en la celda de la mitad
un estimulo que genera una onda que se propaga a través del me-
dio. La secuencia de imagenes corresponden a patrones generados
por estimulos de diferente amplitud. A) g9 = 5, B) g9 = 10, C)
g0 = 50, D) g9 = 100, E) g = 500, F) g0 = 1000.

La Figura 4 muestra dos tendencias, aumento y dis-
minuciéon de los niveles de produccién global de calor-
tropia; la transiciéon poco suave de un comportamiento
al otro coincide con los cambios observados de los pa-
trones 3A - 3B a los patrones 3C - 3F. Al analizar las
implicaciones sobre la autoorganizacion y la evolucion,
se observa que para diferentes puntos en la escala evo-
lutiva dada por el parametro de amplitud de la pertur-
bacién, se pueden encontrar diferentes estructuras au-
toorganizadas que emergen presentando el mismo nivel
de disipacién, pero siempre a cada una de ellas esta aso-
ciado un unico nivel de disipacién. Otra informacién

valiosa estd relacionada con las magnitudes de produc-
cién global de calortropia; en este tipo de estructuras
estamos mostrando que los niveles de produccion de ca-
lortropia son comparables en magnitud a los niveles de
flujo global de calortropia, situacién muy diferente a la
que se da en los sistemas de reaccion-difusién en medios
continuos [18] [19], haciendo de esto una caracteristica
termodinamica de estas estructuras estacionarias.

Figura 4. Calortropia. La figura muestra los niveles de produc-
cién de calortropia para los sistemas bidimensionales de la Fig.
3, a medida que se modifica la amplitud del estimulo aplicado
(perturbation €g) a la celda ubicada en posicién de la mitad. La
produccién global de calortropia debida a los procesos quimicos se
calculé utilizando la siguiente expresién: o* = opet/R. Mientras
que para calcular la contribucion del intercambio de materia a la
producciéon global de calortropia se utilizé la siguiente expresién:
¢* = pnet/R. Ver ecuaciones 23.

6.2. Evolucién en funcién de la velocidad de in-
tercambio de materia. El sistema bidimensional pre-
sentado en la seccién anterior se estudia ahora para el
caso en el cual al sistema en estado global oscilatorio
homogéno (f = 0.48) se le aplica una perturbacién de
amplitud € = 500 en la celda de la mitad cuando el
tiempo reducido es de 79 = 1466 . La Figura 5 muestra
el cambio de la estructura en funcién del incremento de
la velocidad de transferencia de materia de los patrones
estacionarios que emergen para un estimulo especifico.
Cualitativamente no se observan diferencias notorias si
no un cambio paulatino en la forma de las estructuras.
En la Figura 6 observamos los niveles de produccién y
flujo global de calortropia asociados a cada estructura;
de esta figura notamos nuevamente que las magnitudes
son comparables entre los niveles de produccién y flujo
global de calortropia. Es interesante observar que para
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este estudio en particular la produccién global de ca-
lortropia aumenta de manera continua al incrementar
la magnitud de la velocidad de transferencia de masa
entre unidades. Caso contrario sucede con los niveles
de flujo global de calortropia en los que inicialmente
hay un aumento y luego una disminucién. Surge como
conclusion valiosa de esta seccion el que a cada patron
le corresponde un definido nivel de produccién global
de calortropia, lo que no se puede afirmar para el caso
del flujo global de calortropia, donde diferentes patrones
pueden llegar a tener niveles similares o iguales en esta
cantidad termodindmica.

Estos resultados muestran que para este caso existe
una relacion directa entre la velocidad de produccion
global de calortropia y el parametro evolutivo velocidad
de intercambio de materia, mientras que, la relacién en-
tre el flujo global de calortropia y este parametro es com-
pleja. En cuanto a la autoorganizacion y la evolucion
queremos destacar que en esta escala evolutiva podemos
encontrar diferentes estructuras con igual nivel de flujo
global de calortropfia.

6.3. Evolucion en funcién del parametro
dindmico de bifurcacién

El sistema bidimensional de Oregonadores acoplados
se estudia para el caso en el cual los patrones emergen
a partir de una perturbacion de amplitud € = 1 aplica-
da en la celda de la mitad cuando el tiempo reducido
es igual a 79 = 1380 y la velocidad de transferencia de
materia entre unidades es de § = 22.5. La Figura 7
muestra la evolucién del patrén generado a medida que
se incrementa el pardamero de bifurcacién. Es interesante
observar que la estructura que evoluciona se encuentra
en el centro del patrén estacionario, mientras que en
su entorno no se observan cambios apreciables. En la
Figura 8 observamos el cambio de la produccion y flu-
jo global de calortropia. En este caso apreciamos que
las magnitudes son comparables aunque menores para
el caso del flujo global de calortropia.

También se observa que ambas cantidades termo-
dindmicas se comportan similarmente y con una relacion
compleja respecto al parametro de bifurcacién.

La Figura 9 muestra los patrones que emergen cuan-
do se aplican de manera simultanea perturbaciones en
tres unidades diferentes, la inicial, la de la mitad y la
final. Aqui claramente se aprecia que las estructuras
que emergen son mas ricas en formas. En la Figura 10
apreciamos los niveles de produccién y flujo global de
calortropia.

Figura 5. Evolucién en funcién del intercambio de materia.
La secuencia de iméagenes corresponde a la evolucién de Patro-
nes Estacionarios en funcién de la velocidad de intercambio de
materia 3. Las condiciones bajo las cuales se produjo la ruptura
de la simetria espacial son las siguientes: Parametro de bifurca-
ciéon f = 0.48, Estimulo aplicado al tiempo 1466 con amplitud
eo = 500. A) =5, B) 3=10,C) g =15 D) g =225, E)
5 = 40.

Aqui lo més notorio es el sustancial incremento en
la magnitud de produccién global de calortropia res-
pecto a la del flujo global de calortropia. Es evidente
que para el caso en el que los patrones evolucionan en
funcion del pardmetro dindmico de bifurcacién se pre-
senta una relacién bastante compleja con las cantidades
termodinamicas en estudio. En lo referente a la au-
toorganizacion y la evolucién, nuevamente observamos
que a cada estructura autoorganizada le corresponde un
especifico nivel de disipacion, mientras que es posible
encontrar diferentes estructuras con un mismo nivel de
disipacion.

6.4. Discusion final y conclusiones. En este traba-
jo presentamos una extension de las investigaciones que
hemos desarrollado en el estudio termodinamico de sis-
temas que exhiben algtin tipo de comportamiento com-
plejo [1] [2]. Para esto presentamos una teorfa termo-
dindmica de los procesos irreversibles, que nos permite
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explorar como se dan los niveles de disipaciéon de ma-
teria y energia asociados a estados complejos o autoor-
ganizados. De particular interés resulté trabajar con
ensambles discretos que llevan a la formacién de estruc-
turas o patrones estacionarios, los cuales resultan ser
de relevancia en muchas investigaciones con sistemas
biolégicos. El tema de la autoorganizacion, estados de
no-equilibrio, orden a través de las fluctuaciones y es-
tructuras disipativas, ha sido d&mpliamente tratado por
Prigogine y colaboradores de la llamada Escuela de Bru-
selas [10], en el marco de la teorfa termodindmica lineal
de los procesos irreversibles que se basa en la hipotesis
del equilibrio local y de relaciones lineales entre fuer-
zas y flujos, pero en el caso de las reacciones quimicas
las ecuaciones constitutivas son no lineales por la ley de
accion de masas.

Figura 6. Calortropia. La figura muestra los niveles de pro-
duccién de calortropia para los sistemas bidimensionales de la
Fig. 5, a medida que se modifica la velocidad de intercambio
de materia (3). La produccién global de calortropia debida a
los procesos quimicos se calculé utilizando la siguiente expresién:
0* = onet/R. Mientras que para calcular la contribucién del
intercambio de materia a la produccién global de calortropia se

utilizé la siguiente expresion: ¢* = ¢ppet/R. Ver ecuaciones 23.

En un trabajo previo en esta direcciéon B. C. Eu y
M. Alghoul [18] analizaron las producciones globales de
calortropia, bajo una hipdtesis de relacién lineal entre
fuerzas y flujos, que acompanan la evolucién temporal
de patrones y cambios de formas, y mostraron que para
estas condiciones siempre se viola el criterio evolutivo
de la termodindmica lineal de los procesos irreversibles,
teorema de la minima produccion de entropia. Ahora,
con la teoria termodinamica generalizada, se elimina to-
da aproximacion e idealizacién, con lo cual esperamos
aportar a la mejor comprensién de una posible conexién

entre la termodindmica y la formacién de patrones y su
evolucién.

Los resultados de esta investigacién arrojan las si-
guientes conclusiones:

1. A partir de estados oscilatorios globalmente ho-
mogéneos se pueden obtener patrones espaciales
estacionarios, los cuales son tipicas estructuras de
no-equilibrio.

2. La forma de los patrones estacionarios depende del
parametro de bifurcacién que govierna la dindmica
no-lineal, de la velocidad de transferencia de ma-
sa, de la magnitud del estimulo y del nimero de
unidades que lo reciban.

3. Para las estructuras estacionarias formadas, los ni-
veles de produccién y flujo global de calortropia
son comparables, a diferencia de los sistemas de
reaccion-difusion en medios continuos. Esto mues-
tra el “costo energético” que tiene que pagar el
sistema por mantener dichas estructuras.

4. La relacién entre produccion y flujo global de ca-
lortropia con el pardmetro de bifurcacion y la mag-
nitud del estimulo resulta compleja, a diferencia de
la clara tendencia que se aprecia entre produccion
global de calortropia y velocidad de tranferencia
de masa. Esto parece ser por la forma en la que el
parametro 3 aparece en las ecuaciones evolutivas;
de todos modos se requiere un analisis matematico
posterior de esta situacion.

5. Todos los resultados son consistentes con la segun-
da ley de la termodindmica en el sentido en que las
cantidades obtenidas para produccién y flujo glo-
bal de calortropia son positivas, como esta ley lo
demanda.

6. Finalmente hemos dado evidencias de respuesta
para la pregunta abierta desde hace tiempo en-
tre la comunidad cientifica respecto a la posible
conexién entre la termodinamica y este tipo de es-
tructuras. Lo primero claramente demostrado es
que su evolucion esta gobernada por la segunda ley
de la termodinamica, como se concluyé anterior-
mente aunque nuestros resultados muestran que
la segunda ley de la termodindmica no tiene un
control definido sobre la apariciéon de las formas
y su evolucion, evolucién entendida en el dmplio
sentido termodindmico y fisicoquimico.
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Figura 7. Evolucién en funcién del parametro de bifurcacién.
Bajo determinadas condiciones fisicas se rompe la simetria es-
pacial para dar lugar a un Patron Estacionario: velocidad de
intercambio de materia 8 = 22.5, amplitud del estimulo Pert
(e0) = 1.0 aplicado al tiempo 1380 en la celda ubicada en la
posicién de la mitad. La secuencia de imagenes muestra como
evolucina el patrén a medida que la dindmica del sistema se barre
a lo largo del parametro de bifurcacién para valores en la region
oscilatoria (véase la fig. 2). A) f=1.0,B) f=1.2,C) f=1.4,
D) f=16,E) f=18,F) f =211

Figura 8. Calortropia. La figura muestra los niveles de produc-

cién de calortropia para los sistemas bidimensionales de la Fig.

7, a medida que se modifica que el sistema evoluciona en funcién
del pardmetro de bifurcacién (f). La produccién global de ca-
lortropia debida a los procesos quimicos se calculé utilizando la
siguiente expresién: o* = opet/R. Mientras que para calcular la
contribucién del intercambio de materia a la produccién global de
calortropia se utilizé la siguiente expresién: ¢* = ¢net/R. Ver

ecuaciones 23.

— -
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Figura 9. Evolucién en funcién del parametro de bifurcacién.
Bajo determinadas condiciones fisicas se rompe la simetria espa-
cial para dar lugar a un Patron Estacionario: velocidad de inter-
cambio de materia § = 30, amplitud del estimulo €9 = 10.0 apli-
cado al tiempo 1380 de manera simultanea en tres celdas ubicadas
en la posiciones inicial, mitad y final. La secuencia de imégenes
muestra como evolucina el patrén a medida que la dindmica del
sistema se barre a lo largo del pardametro de bifurcacién para va-
lores en la region oscilatoria (véase la Fig. 2). A) f = 0.8, B)
f=10,C) f=15,D) f=20.
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Figura 10. La figura muestra los niveles de produccién de calor-
tropia para los sistemas bidimensionales de la Fig. 9, a medida que
el sistema evoluciona en funcién del pardmetro de bifurcacién (f).
La produccién global de calortropia debida a los procesos quimicos
se calculé utilizando la siguiente expresion: ¢* = opet/R. Mien-
tras que para calcular la contribucién del intercambio de materia
a la produccién global de calortropia se utilizé la siguiente expre-

sién: ¢* = ¢net/R. Ver ecuaciones 23.
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