
SOBRE LAS RELACIONES DE RECURRENCIA,
LAS FRACCIONES CONTINUAS Y LA
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Introducción

El presente documento contiene la intervención de
los autores en un seminario avanzado sobre tópicos de
análisis que tuvo lugar en al Universidad Sergio Arbo-
leda de Bogotá durante el segundo semestre de 2001,
promovido por el Dr. Reinaldo Nuñez, director de de la
Escuela de Matemáticas.

En el seminario se trataron básicamente dos temas.
El primero, la teoŕıa de los sistemas dinámicos. El se-
gundo, al que está dedicado el presente texto, tuvo que
ver con la teoŕıa de los sistemas ortogonales de polino-
mios y fué orientado por los profesores Jairo A. Charris,
Bernarda H. Aldana y Germán Preciado L. Naturalmen-
te, sólo aspectos limitados de una teoŕıa tan extensa,
diversa y compleja como la de los polinomios ortogo-
nales pueden ser objeto de un seminario. En nuestro
caso, éste se centró en la relación de recurrencia de tres
términos que tales sistemas deben satisfacer, y en ex-
plorar las posibilidades de determinar, a partir de esta
misma relación, las propiedades espectrales de los poli-
nomios: medidas de ortogonalidad y descripción de sus
soportes (espectros). La descripción de las técnicas a
nuestro alcance para tal fin fue escogida como el tópico
de las intervenciones, pues en una forma u otra ha cons-
tituido un objetivo común de algunas de nuestras inves-
tigaciones más recientes, y porque dichas técnicas han
tenido éxito en el tratamiento de sistemas relativamene
complejos: polinomios cribados, sistemas ortogonales re-
sultantes de la teoŕıa de las aplicaciones polinómicas y,
aún, otros de la teoŕıa general de bloques de relaciones
de recurrencia, incluyendo primeros asociados de estos
sistemas, un tópico generalmente considerado dif́ıcil. De
hecho, los ejemplos incluidos en la Sección 7 son prime-
ros asociados de polinomios cribados de Jacobi, y su in-
vestigación constituyó el material de la tesis de maestŕıa
de Germán Preciado. Todo esto requiere fuertes dosis
de esfuerzo manipulativo, pero según pensamos no mu-
chas más ideas esenciales que las discutidas en las ex-
posiciones del seminario. Esperamos que el documento
contenga la mayor parte de estas ideas y proporcione aśı
un panorama claro del estado del asunto.

En la redacción de las notas hemos usado libremen-
te material de diversas fuentes. Aunque citado en las
referencias al final, algunas veces este material ha sido
transcrito casi literalmente, aún en el caso de art́ıculos
originales de investigación. Esperamos que esto no im-
plique plagio ni, mucho menos, canibalismo. Al repre-
sentar también un compromiso entre un documento de

investigación y uno expositivo, esperamos que haya que-
dado razonablemente libre de la esterilidad que como
h́ıbridos, tales documentos suelen presentar.

Lamentamos que una sección introductoria, planeada
como motivación para algunos de los temas y en el cual
se intentaŕıa una descripción de las ideas de diversos au-
tores (Board, Bank e Ismail, Heller, Yamani, Reinhardt
y otros) sobre las conexiones de la teoŕıa de los poli-
nomios ortogonales con la teoŕıa de los operadores en
los espacios de Hilbert, la teoŕıa de Hamilton–Jacobi y
la mecánica cuántica, aunque discutidos en sesiones de
la Academia, en Coloquios Distritales y en diversos en-
cuentros sobre topoloǵıa y geometŕıa, hubo de quedarse
dentro del tintero, debido a circunstancias extenuantes.
El tercer autor agradece a Guillermo Rodŕıguez Blan-
co, profesor de la Universidad Nacional de Colombia, el
haberle dirigido su tesis de maestŕıa. Los autores agra-
decen a los profesores de la Universidad Sergio Arboleda
la asistencia masiva y permanente a las sesiones del se-
minario. Esperamos que este documento constituya una
modesta recompensa a su interés por el tema.

1. Sistemas ortogonales y funcionales
de momento

Definición 1.1. Un funcional de momentos (FM ) (Ah-
kiezer [1], Charris & Gómez [10], Chihara [19], Krall
[23]) es una aplicación C−lineal

L : C [x] → C, L(1) = 1,

donde C [x] es el sistema de los polinomios en x con
coeficientes complejos.

Se tiene entonces que

L(ap(x) + bq(x)) = aL(p(x)) + bL(q(x)),
a, b ∈ C; p(x), q(x) ∈ C [x] . (1.0)

Definición 1.2. Un sistema mónico ortogonal de poli-
nomios (SMOP) (Chihara [19]) es un sistema {Pn (x) |
n ≥ 0} de polinomios mónicos complejos (es decir, de
polinomios de la forma

Pn (x) = xn + an,n−1x
n−1 + . . .+ an,0, P0 (x) = 1

donde an,0, . . . , an,n−1 ∈ C, n ≥ 0) para el cual existe
un FM tal que

L(Pm (x)Pn (x)) = λnδmn, m, n ≥ 0, λn �= 0. (1.1)

Entonces, L(Pm (x)Pn (x)) = 0 si m �= n,
L(P 2

n (x)) = λn �= 0, n ≥ 0. Nótese que L(P 2
0 (x)) =

L(1) = λ0 = 1. Diremos también que {Pn (x)} es un
SMOP para L.
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Teorema 1.1. Si {Pn (x)} es un SMOP para L,
{Pn (x)} es una base algebraica de C [x]. Si P (x) ∈
C [x] tiene grado m ≥ 0 entonces

P (x) =
m∑
k=0

akPk (x) , ak ∈ C, (1.2)

donde

ak =
L(P (x)Pk (x))

λk
, 0 ≤ k ≤ m. (1.3)

Además , P (x) = Amx
m + . . .+A0 con Am = am.

Demostración. La primera afirmación es cierta de
todo sistema {Pn (x)}, Pn (x) ∈ C [x], tal que gra-
do(Pn (x)) = n, n ≥ 0, pues si Cm [x] es el espacio de los
polinomios de grado ≤ m, m ≥ 0, {P0 (x) , . . . , Pm (x)}
es un sistema linealmente independiente de Cm [x] (si
m∑
k=0

akPk (x) = 0, necesariamente ak = 0, 0 ≤ k ≤ m.

Este es un resultado bien conocido de la teoria de polino-
mios sobre C, consecuencia del hecho de que un tal poli-
nomio P (x) se anula en todo punto de C o, de hecho, en
más de n =grad(P (x)) puntos, si y sólo si sus coeficien-
tes son idénticamente nulos), y como

{
1, x, x2, . . . , xm

}
es una base sobre C de Cm [x], aśı que DimC (Cm [x]) =
m + 1, también {P0 (x) , . . . , Pm (x)} es una base de
Cm [x] . Obsérvese también que si grado (P (x)) = m
y

P (x) =
n∑
k=0

akPk (x) ,

entonces n ≥ m y ak = 0, m < k ≤ n. Ahora, si
{Pk (x)} es un SMOP para L, entonces

L(P (x)Pn (x)) =
m∑
k=0

akL(Pk (x)Pn (x))

=
m∑
k=0

akλkδnk = λnan

para todo 0 ≤ n ≤ m. Nótese finalmente que al ser
Pm (x) mónico, necesariamente Am = am.

Corolario 1.1. Si {Pn (x)} es un SMOP para L y
P (x) = Amx

m + . . .+A0, entonces

L(P (x)Pn (x)) = 0, n > m, (1.4)

y

L(P (x)Pm (x)) = Amλm. (1.5)

En particular,

L(xmPn (x)) = 0, n > m; L(xmPm (x)) = λm. (1.6)

Demostración. Claramente P (x) =
m∑
k=0

akPk (x) , aśı

que para n > m,

L(P (x)Pn (x)) =
m∑
k=0

akL(Pk (x)Pn (x))

=
m∑
k=0

ak · 0 = 0.

Por otra parte, de lo anterior, L(xnPm (x)) = 0 si
n < m, de lo cual

L(P (x)Pm (x)) = L(AmxmPm (x))
= AmL(xmPm (x))
= AmL(P 2

m (x)) = Amλm.

Esto demuestra el corolario.

Teorema 1.2. Si {Pn (x)} es un SMOP para L, para
todo n ≥ 0 existen Bn, Cn ∈ C tales que

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),
n ≥ 0, (1.7)

donde P−1(x) = 0 y C0 es arbitrario. Además B0 y
Bn, Cn, n≥ 1, están uńıvocamente determinados por
{Pn (x)} , Cn �= 0 para n ≥ 1,

Bn =
L(xP 2

n (x))
λn

, n ≥ 0;

Cn =
λn
λn−1

, λn = C1 · · · Cn, n ≥ 1,
(1.8)

y {Pn (x)} está también uńıvocamente determinado por
(1.7).

Demostración Claramente

xPn(x) =
n+1∑
k=0

ankPk (x) ,

ank ∈ C, k = 0, 1, . . . , n+ 1, n ≥ 0.

Además

ank = L(xPn (x)Pk (x))
= L(xPk (x)Pn (x)), 0 ≤ k ≤ n+ 1.

Del corolario anterior se deduce que ank = 0 si k+1 < n,
o sea, si k < n − 1. Es claro además que ann+1 = 1.
Sean entonces Bn = ann, n ≥ 0, Cn = ann−1, n ≥ 1.
La unicidad de Bn, n ≥ 0, y Cn, n ≥ 1, es conse-
cuencia de la independencia lineal de {Pn (x)} y, como
P−1(x) = 0, la arbitrariedad de C0 es también clara. Por
otra parte L(xPn (x)Pn (x)) = BnL(P 2

n (x)) = Bnλn,
n ≥ 0, y L(xPn (x)Pn−1 (x)) = L(xPn−1 (x)Pn (x)) =
L(xnPn (x)) = L(P 2

n (x)) = λn = CnL(P 2
n−1 (x)) =

Cnλn−1, n ≥ 1. Esto implica en particular que Cn �= 0 y
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λn = C1 · · ·Cn para n ≥ 1. Ahora, si también xP̃n(x) =
P̃n+1(x) +BnP̃n(x) +CnP̃n−1(x), n ≥ 0, y P̃−1(x) = 0,
P̃0(x) = 1, entonces P̃n(x) es mónico de grado n para
n ≥ 1, y al suponer que P̃n(x) = Pn(x) para n ≤ m, de
xPm(x) = P̃m+1(x)+BnPm(x)+CnPm−1(x) se deduce
que también P̃m+1(x) = Pm+1(x).

Nota 1.1. Puede suceder que Bn = 0 para algún n ≥ 0
o, aún, para todos los n ≥ 0. En este último caso
Pn (−x) = (−1)nPn (x) para todo n ≥ 0, como se de-
duce inmediatamente de (1.7). Se dice entonces que
{Pn (x)} es un SMOP simétrico.

Nota 1.2. Si {Pn (x)} es un SMOP para L entonces

L(P0 (x)) = L(1) = 1;L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1. (1.9)

Esto resulta de observar que Pn (x)P0 (x) = Pn (x),
n ≥ 0.

El siguiente teorema, rećıproco del anterior, es fun-
damental. Chihara [19] lo atribuye a J. Favard, pero
parece ser más antiguo.

Teorema 1.3. [Favard] Sea {Pn (x) , n ≥ 0} un siste-
ma de polinomios mónicos tales que grado(Pn (x)) = n,
n ≥ 0, y supóngase que existen números complejos Bn,
Cn, n ≥ 0, tales que

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),
n ≥ 0; P−1 (x) = 0. (1.10)

Supóngase además que Cn �= 0 para todo n ≥ 1, y sea
L : C [x] → C definido por

L(P0 (x)) = 1; L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1, (1.11)

y extensión lineal (es decir, L
(

m∑
k=0

akPk (x)
)

= a0 para

todo m ≥ 0). Entonces {Pn (x)} es un SMOP para L.
Además ,

λn := L(P 2
n (x)) = C1C2 . . . Cn, n ≥ 1. (1.12)

Demostración. Es suficiente demostrar que para todo
m ≥ 1,

L(xmPn (x)) = 0, n > m; L(xmPm (x)) = C1C2 . . . Cm.

Obsérvese que L(x0Pn (x)) = L(Pn (x)) = 0 si n >
0. Ahora, L(xPn (x)) = L(Pn+1 (x)) + BnL (Pn(x)) +
CnL (Pn−1(x)) = 0 si n > 1, mientras que L(P1 (x)) =
C1L(P0 (x)) = C1. Supongamos entonces que la afirma-
ción es válida para m. Se tiene que L(xm+1Pn (x)) =
L(xmPn+1 (x)) + BnL (xmPn(x)) + CnL (xmPn−1(x)).
Por lo tanto, si n ≥ m + 1, en cuyo caso n > m,
n + 1 > m y n − 1 ≥ m, entonces L(xm+1Pn (x)) =
CmL (xmPn−1(x)) . Si n > m + 1 entonces n − 1 >

m y L(xm+1Pn (x)) = 0. Si n = m + 1 entonces
L(xm+1Pm+1 (x)) = Cm+1L (xmPm(x)), y la hipótesis
de inducción asegura que L(xmPm (x)) = C1C2 · · ·
Cm. Entonces L(xm+1Pn (x)) = 0 si n ≥ m + 1 y
L(xm+1Pm+1 (x)) = C1C2 · · · Cm+1.

Nota 1.3. Si L para {Pn (x)} está dado por (1.11),
se dice que L es un FM para {Pn (x)} . Claramente L
está uńıvocamente determinado por {Pn (x)} .
Nota 1.4. Sea{Qn (x) |n ≥ 0} un sistema de poli-
nomios en C [x], y supóngase que existen An, Bn, Cn,
n ≥ 0, en C, tales que An−1Cn �= 0, n ≥ 1, y que

xQn(x) = AnQn+1(x) +BnQn(x) + CnQn−1(x), n ≥ 0,
(1.13)

donde Q−1 (x) = 0 y grado(Q0 (x)) = 0. Se dice que
{Qn (x)} es un sistema ortogonal de polinomios (SOP)
(Chihara [19]). La razón es la siguiente. Evidentemen-
te grado(Qn (x)) = n, n ≥ 0, y si kn es el coeficiente
de xn en Qn (x) entonces Pn (x) = k−1

n Qn (x) es un po-
linomio mónico. De (1.13), con Qn (x) = knPn (x), se
deduce inmediatamente que kn = kn+1An, n ≥ 0, lo
cual implica que

kn =
k0

Ao · · ·An−1
, n ≥ 1, (1.14)

y, con A−1 arbitrario, que

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) +An−1CnPn−1(x), n ≥ 0.
(1.15)

Entonces {Pn (x)} es un SMOP para el funcional defi-
nido por L(1) = 1, L(Pn (x)) = 0 para n ≥ 1, aśı que

L(Qn (x)Qm(x)) = knkmδmnλn, n ≥ 0, (1.16)

donde λn = L(P 2
n (x)), n ≥ 0. O sea, L(Q2

0 (x)) = k2
0 ,

L(Qn (x))Qm(x)) = 0 si m �= n, y

L(Q2
n (x)) = k2

0

C1 · · · Cn
Ao · · ·An−1

, n ≥ 1. (1.17)

Generalmente se toma Q0 (x) = 1 (o sea k0 = 1). Si
Am �= 1 para algúnm, los Qn (x) pueden no ser mónicos,
aun si k0 = 1. Esto resulta de (1.13).

Nota 1.5. En (1.7) o en (1.13) podriamos tomar
C0 = 0. Por razones prácticas es mejor dejarlo arbitra-
rio y tomarlo convenientemente en cada caso particular.
Lo mismo es cierto de A−1 en la nota anterior.

Nota 1.6. Supóngase ahora que {Rn (x) |n ≥ 0} satis-
face una relación de recurrencia
Rn+1(x) = (Anx−Bn)Rn (x) − CnRn−1(x),

n ≥ 0, R−1(x) = 0, (1.18)
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donde An, Cn+1 ∈ C, n ≥ 0, son no nulos y donde
grado(R0 (x)) = 0. Como se verifica inmediatamente,
grado(Rn (x)) = n para todo n ≥ 0, y si kn es el coefi-
ciente de xn en Rn (x) y Pn (x) = k−1

n Rn (x), entonces
Ankn = kn+1, n ≥ 0, aśı que

kn = k0A0 . . . An−1, n ≥ 1, (1.19)

y {Pn (x)} es un sistema mónico tal que

xPn(x) = Pn+1(x) +
Bn
An

Pn(x) +
Cn

An−1An
Pn−1(x),

n ≥ 0,
(1.20)

con P−1 (x) = 0. Entonces, si L : C [x] → C está dado
por L(1) = 1, L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1, y extensión lineal,
necesariamente

L(Rm (x)Rn (x)) = kmknλnδmnλn, m, n ≥ 0, (1.21)

donde λn = L(P 2
n (x)), n ≥ 0, aśı que L(R2

0 (x)) = k2
0 y

L(R2
n (x)) = k2

0

A0

An
C1 . . . Cn, n ≥ 1. (1.22)

En virtud de (1.21), se dice también que {Rn (x)} es un
sistema ortogonal de polinómios (SOP). Generalmente
se toma k0 = 1, o sea, R0 (x) = 1. Si Am �= 1 para algún
m, los Rn (x) pueden no ser mónicos, aun si R0 (x) = 1.

Un funcional de momentos L es positivo (Chihara
[19]) si L(P (x)) > 0 para todo polinomio P (x) �= 0 tal
que P (t) ≥ 0 para todo t ∈ R (aśı que P (x) ∈ R [x]).
Esto implica que 〈P (x) , Q (x)〉 := L(P (x)Q(x)) es un
producto escalar en R [x] (Nota 1.7, abajo) y si {pn (x)}
se obtiene de

{
1, x, x2, . . .

}
por medio del proceso de

ortogonalización de Gramm-Schmidt (Nota 1.10, abajo),
entonces p0 (x) = 1, grado(pn (x)) = n, pn(x) ∈ R [x] y

L(pm (x) pn(x)) = δmn, m, n ≥ 0, (1.23)

aśı que {pn (x)} es un SOP para L y existirán an, bn,
cn en C tales que

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + cnpn−1(x),
n ≥ 0, p−1(x) = 0, (1.24)

donde an, bn, cn son de hecho reales (Nota 1.8 abajo).
Además cn = an−1, n ≥ 1 (y c0 puede tomarse arbitra-
riamente).

Nota 1.7. Para establecer que 〈P (x) , Q (x)〉 es un pro-
ducto escalar en R [x], obsérvese en primer lugar que
L(P 2 (x)) = 〈P (x) , P (x)〉 > 0 para P (x) ∈ R [x],
P (x) �= 0. Por otra parte, L(P (x)) ∈ R para to-
do P (x) ∈ R [x]. Esto es claro si a ∈ R, pues

L(a) = aL(1) = a, y como (tn + 1)2 ≥ 0, 1+ t2n ≥ 0 pa-

ra todo t ∈ R y xn =
1
2

(xn + 1)2− 1
2
(
1 + x2n

)
, también

L(xn) ∈ R para todo n ≥ 0.

Nota 1.8. Lo establecido en la nota anterior asegura
que an, bn, cn en (1.24) son números reales, ya que, de
hecho,

an = L(xpn (x) pn+1 (x)), bn = L(xpn (x) pn (x)),
cn = L(xpn (x) pn−1 (x)),

n ≥ 0, y éstos son todos números reales, pues {pn(x)} ⊆
R [x]. Nótese que, en efecto, cn = an−1, n ≥ 1.
(Más aún, de (1.24) y (1.27), abajo, se deduce que

an =
knn

kn+1,n+1
, knn =

1
‖qn(x)‖ , aśı que an > 0 para

n ≥ 1).

Es claro que si {pn (x)} para L está dado por
(1.24) y definimos P0 (x) = p0 (x) = 1; Pn (x) =
a0 . . . an−1pn (x), n ≥ 1, entonces {Pn (x)} es un SMOP
para L con

λ0 = 1; λn = L(P 2
n (x)) = (a0 · · · an−1)

2 > 0, n ≥ 1.
(1.25)

Esto resulta de las relaciones (1.11) y (1.24), teniendo
en cuenta (Nota 1.4) que k0 = 1 y que {Pn (x)} satisface
(1.7) con Bn = bn ∈ R, n ≥ 0, Cn = a2

n−1 > 0, n ≥ 1.

Supóngase rećıprocamente que {Pn (x)} es un siste-
ma mónico dado por (1.7) con Bn ∈ R para todo n ≥ 0
y Cn > 0 para todo n ≥ 1. Sea L : C [x] → C dado por
L(1) = 1, L(Pn (x)) = 0, n ≥ 1, y extensión lineal, el
FM para L.

Teorema 1.4. Bajo las anteriores hipótesis, L es po-

sitivo, y si λn = C1C2 · · ·Cn y pn(x) =
Pn(x)√
λn

entonces

L(pm (x) pn (x)) = δmn, n,m ≥ 0, (1.26)

y {pn (x)} satisface (1.24) con a0 = 1; cn = an−1 =√
Cn, n ≥ 1; bn = Bn, n ≥ 0.

Demostración. Como P0(x) = 1 y Bn, Cn ∈ R, es claro
que Pn(x) ∈ R [x], n ≥ 0. Si P (x) ∈ R [x] y P (x) =
m∑
k=0

αkPk (x) entonces αk ∈ R, k = 0, 1, 2, . . . ,m, y

L(P 2 (x)) =
m∑
k=0

α2
kλk,

as̀i que si P (x) �= 0 entonces L(P 2 (x)) > 0. Aho-
ra, si P (x) ∈ R [x] es tal que P (t) ≥ 0 para to-

do t ∈ R, necesariamente P (x) =
n∑
k=0

Q2
k(x), n ≥ 1,
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donde Qk(x) ∈ R [x]. En efecto, como toda ráız
real t∗ de P (x) debe ser de multiplicidad par (si no,
P (t) cambiaŕıa de signo en la vecindad de t∗), entonces
P (x) = S2(x)T (x) donde S(x), T (x) ∈ R [x] y T (x)
es una constante (necesariamente positiva) o un poli-
nomio (necesariamente de grado par ≥ 2) cuyas ráıces
son todas complejas no reales (y se presentan entonces

por pares conjugados). Entonces T (x) =
n∑
k=0

R2
k(x),

n ≥ 1, donde Rk(x) ∈ R [x]. Esto último es obvio si
grado(T (x)) = 2, y resulta de aqúı por inducción. En-
tonces, si P (x) �= 0, Qk(x) �= 0 para algún 1 ≤ k ≤ n, y

L(P (x)) =
n∑
k=1

L (
Q2
k(x)

)
> 0. Las demás afirmaciones

se verifican en forma rutinaria.

Corolario 1.2. Si {Pn (x)} es un SMOP que satisface
(1.7) con Bn ∈ R para todo n ≥ 0 y Cn > 0 para n ≥ 1,
todo Pn (x) es un polinomio real, y si n ≥ 1, sus ráıces
son todas reales y simples (de orden o multiplicidad 1).

Demostración. Que Pn (x) es real para todo n es cla-
ro. Sea L el FM para {Pn (x)}, el cual es positivo.
Como L(Pn (x)) = 0 para n ≥ 1, necesariamente Pn (x)
tiene al menos una ráız real de orden (multiplicidad)
impar (si no, L(Pn (x)) > 0). Sean t1 < t2 < . . . < tm,
m ≤ n, las ráıces reales de Pn (x) de orden impar, y
sea P (x) = (x− t1) (x− t2) . . . (x− tm). Si m < n,
L(P (x)Pn (x)) = 0 (Corolario 1.1, Relación (1.4)). Pe-
ro esto es absurdo, pues toda ráız real de P (x)Pn (x)
es de orden par, de lo cual P (t)Pn (t) > 0 para todo
t ∈ R, aśı que L(P (x)Pn (x)) > 0. Entonces m = n, y
el corolario queda demostrado.

Nota 1.9. Es claro que {Qn (x)}, dado por (1.13), es un
SOP para un FM positivo si y sólo si Bn, n ≥ 0, es real,
y An−1Cn > 0 para todo n ≥ 1. A su vez, {Rn (x)},
dado por (1.18), es ortogonal para un FM positivo si y

sólo si
Bn
An

es real y
Cn+1

AnAn+1
> 0 para todo n ≥ 0.

Nota 1.10. Si L es un FM positivo y 〈P (x) , Q (x)〉 :=
L(P (x)Q (x)), entonces 〈 , 〉 es un producto in-
terno en R [x] (el cual es un espacio vectorial sobre
R). Definiendo, para P (x) ∈ R [x], ‖P (x)‖ :=√〈P (x) , P (x)〉 =

√L(P 2 (x)), el procedimiento de or-
togonalización de Gramm-Schmidt (Yosida [32]) permite
construir, a partir de la base

{
1, x, x2, . . .

}
de R [x],

una base ortogonal {pn (x) | n ≥ 0} de R [x] con respecto

a 〈 , 〉, por

p0(x) = 1, pn+1(x) =
qn+1 (x)
‖qn+1 (x)‖ ,

qn+1 (x) = xn+1 −
n∑
k=0

〈
xn+1, pk (x)

〉
pk(x),

(1.27)

para n ≥ 0. En efecto, como
〈
xn+1, pk (x)

〉
=

L(xn+1pk (x)) ∈ R si pk (x) ∈ R [x], k ≤ n (Nota
1.7), un argumento inductivo establece sin más que
pn (x) ∈ R [x] para todo n ≥ 0. Como obviamente
grado(pn (x)) = n, n ≥ 0, {pn (x)} es también una base

de R [x] , para la cual 〈pn(x), pn (x)〉 =
〈qn(x), qn (x)〉

‖qn (x)‖2 =

1 y

〈pn(x), pm (x)〉 =
1

‖qn (x)‖
[L(xnpm (x)) − 〈xn, pm (x)〉 L(p2

m (x)
]

= 0,

m < n, n ≥ 0. Se dice usualmente que {pn (x)} es una
base ortonormal de R [x] para 〈 , 〉 .
Definición 1.3. Una función de distribución (FD) es
una aplicación ϕ : R → R tal que

1) ϕ es creciente: ϕ(t) ≤ ϕ(t′) si t < t′.
2) ϕ es acotada. Es decir, existe M > 0 tal que

−M ≤ ϕ (t) ≤M para todo t ∈ R.
3) ϕ es continua por la derecha:

ϕ(a) = lim
t→a
t>a

ϕ(t) =: ϕ(a+)

para todo a ∈ R.

Como ϕ es creciente y acotada, ϕ(a−) := limt→a
ta

ϕ(t)
existe para todo a ∈ R. También existen ϕ(−∞+) :=
limt→−∞ ϕ(t) y ϕ(∞−) := limt→∞ ϕ(t). Como es claro,

−M ≤ ϕ(−∞+) ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(∞−) ≤M

para todo t ∈ R. Si ϕ(∞−)−ϕ(−∞+) = 1, se dice que
ϕ está normalizada o que es una función de distribución
normalizada (FDN).

Si ϕ es una función de distribución, -∞ < a < b <∞
y f es continua en [a, b] y toma valores reales,

b∫
a

fdϕ

denotará la integral de Riemann-Stieltjes de f (Apostol
[3], Chap. 7), la cual existe según las hipótesis. Como

es claro,
b∫
a

dϕ = ϕ(b)−ϕ(a). Si f es continua de [a,∞)

en R, definimos
∞∫
a

fdϕ := lim
b→∞

b∫
a

fdϕ (1.28)
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cuando el ĺımite existe y es un número real. Se dice

entonces que
∞∫
a

fdϕ converge o que es convergente. Si

f(t) ≥ 0 para todo t ∈ [a,∞) , el ĺımite en (1.28) siempre

existe, finito ó infinito Por lo tanto,
∞∫
a

fdϕ es convergen-

te si y sólo si
∞∫
a

fdϕ <∞, lo cual ocurre si y sólo si existe

C > 0 tal que
b∫
a

fdϕ ≤ C para todo b ∈ R, b > a. En

tal caso
∞∫
a

fdϕ = sup


b∫
a

fdϕ | b ∈ R, b > a

 ≤ C. (1.29)

De manera análoga se define
a∫

−∞
fdϕ := lim

b→−∞

a∫
b

fdϕ (1.30)

cuando f es continua en (−∞, a] y el ĺımite existe en

R. Se dice también que
a∫

−∞
fdϕ converge o es conver-

gente. Si f : [a,∞) → R es continua y
∞∫
a

|f | dϕ < ∞,

también
∞∫
a

fdϕ es convergente. Esto resulta de 0 ≤
f (t) + |f (t)| ≤ 2 |f (t)| para todo t ∈ R. Un resultado
análogo vale para f : (−∞, a] → R. Si f es continua de

R en R y
∞∫
a

fdϕ,
a∫

−∞
fdϕ son ambas convergentes para

algún a ∈ R, se define también
∞∫

−∞
fdϕ =

a∫
−∞

fdϕ+

∞∫
a

fdϕ, (1.31)

y se dice que
∞∫

−∞
fdϕ es convergente. Como es claro, si

f : R → R es continua,
a∫

−∞
fdϕ y

∞∫
a

fdϕ convergen para

todo a ∈ R si y sólo si esto ocurre cuando a = 0, aśı que
es suficiente tomar a = 0 en (1.31). Es claro también

que si
∞∫

−∞
fdϕ converge entonces

∞∫
−∞

fdϕ = lim
a→−∞
b→∞

b∫
a

fdϕ. (1.32)

Rećıprocamente, si el ĺımite de la derecha en (1.32)

existe,
∞∫

−∞
fdϕ converge.

Sea Cϕ (R,R) el espacio de las funciones continuas

f : R → R tales que
∞∫

−∞
|f | dϕ < ∞. Nótese que si

f : R → R es continua y acotada (|f(t)| ≤ M para
algún M > 0 y todo t ∈ R) entonces f ∈ Cϕ (R,R),

pues
b∫
a

|f | dϕ ≤ M (ϕ(∞−) − ϕ(−∞+)) cualesquiera

que sean a, b ∈ R, a ≤ b. Obsérvese que Cϕ (R,R) =
Cψ (R,R) si ϕ y ψ son funciones de distribución y ψ−ϕ
es constante. De hecho, es suficiente que exista C ∈ R

tal que ψ (t) − ϕ (t) = C en todo punto común de con-
tinuidad t de ψ y ϕ.

Denotaremos con Cϕ (R,C) al conjunto de las aplica-
ciones continuas f de R en C tales que |f | ∈ Cϕ (R,R) .
Si u = Re(f), v = Im (f), f ∈ Cϕ (R,C) si y sólo si
u, v ∈ Cϕ (R,R), y entonces

∞∫
−∞

fdϕ =

∞∫
−∞

udϕ+ i

∞∫
−∞

vdϕ. (1.33)

Además, ∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞
fdϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞
|f | dϕ. (1.34)

Definición 1.4. Se dice que una función de distribu-
ción ϕ es una distribución de momentos (FDM) si está
normalizada y C [x] ⊆ Cϕ(R,C).

Nota 1.11. Para asegurar que C [x] ⊆ Cϕ(R,C) es sufi-

ciente demostrar que
∞∫

−∞
P (t) dϕ (t) converge para todo

polinomio P (x) ∈ C [x], para lo cual basta demostrar
evidentemente que esto es cierto de todo polinomio xn,
n ≥ 0. Ahora, esto es cierto de P (x) si P (t) ≥ 0 para
todo t ∈ R (y, en particular, de x2n, n ≥ 0), pues

∞∫
−∞

|P (t)| dϕ (t) =

∞∫
−∞

P (t) dϕ (t)

y, como xn =
1
2

(xn + 1)2 − 1
2
x2n − 1

2
, entonces

∞∫
−∞

|tn| dϕ (t) ≤ 1
2

∞∫
−∞

(tn + 1)2 dϕ (t)

+
1
2

∞∫
−∞

t2ndϕ (t) +
1
2

∞∫
−∞

dϕ (t) ,
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lo cual demuestra la afirmación. Pueden existir, sin em-

bargo, funciones continuas f tales que
∞∫

−∞
f (t) dϕ (t)

converge pero que f /∈ Cϕ(R,C), es decir, que
∞∫

−∞
|f (t)| dϕ (t) = ∞. Por ejemplo, si ϕ (t) =

t∫
−∞

e−s
2
ds

es la llamada función de distribución normal de Gauss
entonces

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

f (t) e−t
2
dt,

y es fácil ver que si f(t) = et
2 sent
t

(f(0) = 1) entonces

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

sent
t
dt = π.

Sin embargo, |f | /∈ Cϕ(R,C). (Véase Apostol [3] Chap
X).

Si ϕ es una función de distribución, denotaremos con
G (ϕ) el conjunto de los puntos de crecimiento de ϕ, es
decir, el conjunto

G (ϕ) = {x ∈ |ϕ (x+ δ) − ϕ (x− δ) > 0, ∀δ >0} .
(1.35)

Se dice que G (ϕ) es el espectro de ϕ.

Sea ϕ una distribución de momentos, aśı que
∞∫

−∞
dϕ (t) = 1, y sea

L(P (x)) =

∞∫
−∞

P (t) dϕ (t) . (1.36)

Supóngase que G (ϕ) es infinito. Entonces, L es positi-
vo. En efecto, si P (x) ∈ R [x] , P (x) �= 0, es tal que
P (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, y a < b en R son tales que
G (ϕ) ∩ [a, b] �= φ y que ninguna ráız de P (x) esté en
[a, b], entonces Inf t∈[a,b]P (t) = c > 0 y ϕ (b) > ϕ (a) ,
aśı que

L(P (x)) ≥ c

b∫
a

dϕ (t) = c (ϕ (b) − ϕ (a)) > 0.

Se dice L es el funcional de momentos definido por ϕ.

Nota 1.12. Si G (ϕ) es finito y P (x) es un polinomio,
puede no ser posible encontrar un intervalo [a, b] libre
de ráıces de P (x) y tal que [a, b] ∩ G (ϕ) �= φ. Véase la
Nota 1.15.

Teorema 1.5. Si ϕ es una distribución de momentos
con G (ϕ) infinito, si L es el FM definido por ϕ, si
G (ϕ) ⊆ [a, b] donde a < b, y si {Pn(x)} es el SMOP
para L, entonces {Pn(x)} está acotado y las ráıces de
todos los Pn(x) están en (a, b).

Demostración. Supóngase que {Pn(x)} está dado por
(1.7). Como L es positivo, Bn y Cn+1 son reales con
Cn+1 > 0, n ≥ 0. Sea C = max

{
1, a2, b2

}
. Obsérvese

que como ϕ es constante en (−∞, a) entonces

b∫
a

f (t) dϕ (t) = (ϕ (a−) − ϕ (a)) f (a) +

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t)

para toda función continua en Cϕ(R,C), aśı que si
a /∈ G (ϕ) (lo cual ocurre si a < inf (G (ϕ))), entonces

b∫
a

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) ,

pues, de hecho, ϕ es constante en (−∞, a], de lo cual
ϕ (a−) = ϕ (a) . En tal caso

b∫
a

t2P 2
n (t) dϕ (t) ≤ C

b∫
a

P 2
n (t) dϕ (t) = Cλn,

λn =

∞∫
−∞

P 2
n (t) dϕ (t) .

Pero
b∫
a

t2P 2
n (t) dϕ (t) = λn+1 +B2

nλn + C2
nλn−1

= λn
(
Cn+1 +B2

n + Cn
)

para todo n ≥ 0. Esto se deduce de (1.1), (1.7) y (1.8),
e implica que Cn+1 +B2

n +Cn ≤ C para todo n ≥ 0, lo
cual asegura la acotación de {Pn(x)}.

Supongamos ahora n ≥ 1 y que a /∈ G (ϕ) o Pn(a) =
0. En tal caso

b∫
a

Pn (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

Pn (t) dϕ (t) = L(Pn (x)) = 0.

aśı que Pn (t) debe cambiar de signo en (a, b) ; es de-
cir, debe existir t ∈ (a, b) tal que Pn (t) = 0. Sean
a < x1 < x2 < . . . < xm < b las ráıces de Pn (x) en
(a, b) y sea P (x) = (x− x1) (x− x2) . . . (x− xm). Cla-
ramente m ≤ n y todas las ráıces de P (x)Pn (x) en
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(a, b) son de orden par, aśı que P (t)Pn (t) no cambia de
signo en [a, b]. Esto implica que

b∫
a

P (t)Pn (t) dϕ (t) = L(P (t)Pn (t)) �= 0,

lo cual es absurdo si m < n. Entonces m = n, y todas
las ráıces de Pn (x) están en (a, b) . Ahora, si Pn (a) �= 0,
las ráıces de Pn (x) están en (a′, b) para todo a′ < a, de
lo cual en [a, b), y entonces en (a, b).

Nota 1.13. Obsérvese que G (ϕ) es cerrado en R. En
efecto, si a /∈ G (ϕ) , existe δ > 0 tal que ϕ (a− δ) =
ϕ (a+ δ) , lo cual implica, puesto que ϕ es creciente,
que ϕ (t) = ϕ (t′) si a − δ < t < t′ < a + δ, aśı que
(a− δ, a+ δ)∩ G (ϕ) = φ. Obsérvese también que de
la demostración del teorema anterior se deduce que ni
a = InfG (ϕ) ni b = supG (ϕ) , los cuales están en G (ϕ),
pueden ser ráıces de alguno de los Pn (x).

Nota 1.14. En la Sección 3 demostraremos que todo
funcional positivo acotado L admite una representación
de la forma

L(P (x)) =

∞∫
−∞

P (t) dϕ (t) , P (x) ∈ C [x] ,

para alguna distribución de momentos ϕ con G (ϕ) infi-
nito.

Nota 1.15. Si ϕ es una distribución de momentos con
G (ϕ) finito, digamos G (ϕ) = {tk | 1 ≤ k ≤ n}, L defini-
do por (1.36), no es positivo. En efecto, es claro que si
P (x) ∈ C [x] ,

L(P (x)) =
n∑
k=1

P (tk) (ϕ (tk) − ϕ (tk−))

y si P (x) = (x− t1)
2 (x− t2)

2 · · · (x− tn)
2 entonces

P (x) �= 0 y P (t) ≥ 0 para todo t ∈ R; sin em-
bargo, L(P (x)) = 0. Nótese además que G (ϕ) =
{t1 < t2 < . . . < tn}, n ≥ 1, si y sólo si ϕ es una función
escalonada creciente, constante (=ϕ (tk)) en [tk, tk−1) ,
k = 1, 2, . . . , n − 1, en (−∞, t1) (=ϕ (−∞+)) y en
[tn,∞) (=ϕ (∞−)). Naturalmente, G (ϕ) = φ si y sólo
si ϕ es constante en R.

Nota 1.16. Sea ϕ una función de distribución. Se de-
finen

µ ((a, b]) = ϕ (b) − ϕ (a+) ,
-∞ ≤ a ≤ b <∞,

µ ((a, b)) = ϕ (b−) − ϕ (a+) ,
-∞ ≤ a < b ≤ ∞.

(1.37)

Teniendo en cuenta que [a, b) = (−∞, b) � (−∞, a) y
[a, b] = (−∞, b] � (−∞, a), las anteriores definiciones
fuerzan las dos siguientes:

µ ([a, b)) = ϕ (b−) − ϕ (a−) ,
−∞ < a ≤ b ≤ ∞,

µ ([a, b]) = ϕ (b) − ϕ (a−) ,
−∞ < a ≤ b <∞.

(1.38)

En particular µ ((a, b]) = ϕ (b) − ϕ (a) si -∞ < a ≤
b < ∞, µ ((−∞, b]) = ϕ (b) − ϕ (−∞+) si −∞ <
b < ∞, µ (R) = µ ((−∞,∞)) = ϕ (∞−) − ϕ (−∞+) ,
µ ([a,∞)) = ϕ (∞−) − ϕ (a−) si -∞ < a < ∞.
Obsérvese que

µ ({a}) = ϕ (a) − ϕ (a−) , a ∈ R. (1.39)

Sea A=
n⋃
k=1

Ik, n ≥ 1, donde los Ik son intervalos de la

forma (a, b], -∞ ≤ a ≤ b < +∞. Entonces A es también
reunión disyunta de finitos intervalos de esta forma. Es-
to es claro si n = 1. También es cierto si n = 2, pues
I1 ∪ I2 = (I1 � I2) ∪ I2 e I1 � I2 es evidentemente un
tal intervalo o la unión disyunta de dos de tales inter-
valos. La afirmación resulta entonces de un argumento

por inducción, observando que
n⋃
k=1

Ik =
(
n−1⋃
k=1

Ik

)
∪ In y

que si los Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, son ya disyuntos, entonces

I =
n−1⋃
k=1

(Ik � In) es reunión de intervalos disyuntos de

la forma exigida e I ∩ In = φ. Suponiendo entonces que
los Ik son disyuntos, definimos

µ (A) =
∞∑
k=1

µ (Ik) . (1.40)

Con esta definición es fácil ver que si A está dado como

arriba y también A=
∞⋃
k=1

I
′
k con los I

′
k disyuntos (y de la

forma (ak, bk]) entonces (Bartle [8], Chap. IX)

µ (A) =
∞∑
k=1

µ
(
I

′
k

)
, (1.41)

para lo cual basta evidentemente establecer la anterior
igualdad cuando A es de hecho un intervalo (a, b], y
muestra en particular que µ (A) dada por (1.40) es in-
dependiente de la representación de A como reunión de
intervalos disyuntos.

Ahora, el conjunto A de las reuniones finitas de in-
tervalos de la forma (a, b], −∞ ≤ a ≤ b < +∞, es un
álgebra de conjuntos (R. Bartle [8], Chap. IX), es decir,
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si A,B ∈ A entonces A∪B ∈ A y A�B ∈ A. Además,
µ es una medida positiva sobre A, es decir,

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ (Ak) , (1.42)

siempre y cuando Ak ∈ A para todo k, Ak ∩ Aj = φ

si k �= j y
∞⋃
k=1

Ak ∈ A. Esto resulta fácilmente de las

anteriores consideraciones. Si [A] denota entonces la
σ−álgebra generada por A (Bartle [8], Chap. II), [A]
contiene la σ-álgebra B generada por los subconjuntos
abiertos de R (la σ-álgebra de Borel de R), y µ se ex-
tiende a una medida positiva µ∗ sobre [A] (la medida
exterior definida por µ. Bartle [8], Chap. IX). Escribi-
remos aún µ∗ = µ. Si f ∈ Cϕ(R,C), se tiene que f es
µ-integrable; o sea, Cϕ(R,C) ⊆ L1(R,C, µ). Además,∫

fdµ =

∞∫
−∞

f (t) dϕ (t) , f∈Cϕ(R,C). (1.43)

Nótese que G (ϕ) = Suppµ el soporte de la medida µ,
es decir, el menor subconjunto cerrado F de R tal que
µ (R�F ) = 0. En efecto, R�G (ϕ) es reunión enumera-
ble de intervalos abiertos disyuntos, y si (a, b) con a < b
es uno de tales intervalos, µ ((a, b)) = ϕ (b−)−ϕ (a+) =
0, pues ϕ (t) = ϕ (t′) si a < t ≤ t′ < b. Por otra parte,
si F es cerrado y µ (R�F ) = 0 entonces µ ((a, b)) = 0
para todo intervalo abierto tal que (a, b)∩F = φ, lo cual
implica que (a, b)∩G (ϕ) = φ. Entonces, G (ϕ) ⊆ F . En
particular,

µ (G (ϕ)) = µ (R) . (1.44)

Si además

ψ (x) = µ ((−∞, x]) , x ∈ R, (1.45)

entonces ψ es creciente, continua por la derecha y 0 ≤
ψ (x) ≤ µ (R) <∞, siendo entonces una función de dis-
tribución tal que

ϕ (x) = ψ (x) + ϕ (−∞+) (1.46)

y ψ (−∞+) = 0.

Nota 1.17. Si M es una σ-álgebra de subconjuntos de
un conjunto X (Bartle [8], Chap II), µ : M → R es tal

que
∞∑
k=1

µ (Ak) converge si (Ak) ⊆ M,
∞⋃
k=1

Ak ∈ M y

Ak ∩Aj = ∅ cuando k �= j, y si además

µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ (Ak) , (1.47)

se dice aún que µ es una medida sobre X para la σ-
álgebra M, aunque no necesariamente una medida po-
sitiva (una carga, para [8]). Es aún posible permitir que
µ tome valores complejos (µ : M → C), en cuyo caso se
dice que µ es una medida compleja (Rudin [26]). Las
cargas y medidas complejas sobre la σ-álgebra de Borel
de R no dejan de tener interés e importancia en la teoŕıa
de los polinomios ortogonales sobre la recta.

2. La fracción continua

Sea {Pn (x)} un SMOP, el cual satisface la relación de
recurrencia

xPn(x) = Pn+1(x) +BnPn(x) + CnPn−1(x),
n ≥ 0, P−1(x) = 0, (2.1)

Evidentemente {Pn (x)} queda uńıvocamente determi-
nado por la relación (2.1) anterior para n ≥ 1 y por las
condiciones iniciales

P0(x) = 1, P1(x) = x−B0. (2.2)

Las condiciones (2.2) aseguran que Pn(x) es mónico y
de grado n para todo n ≥ 0 (naturalmente, Cn �= 0 para
n ≥ 1 y C0 es arbitrario).

Definición 2.1. Se dice que un sistema

{Qn (x) | n ≥ 0}

de polinomios en C [x] es correcursivo con {Pn (x)}
(Chihara [18]) si

xQn(x) = Qn+1(x) +BnQn(x) + CnQn−1(x),
n ≥ 1. (2.3)

No se imponen condiciones sobre grado(Qn (x)), pero
de (2.3) se deduce que

grado(Qn+1 (x)) = grado(Qn (x)) + 1

para todo n ≥ 0. Es claro además que si {Qn (x)} sa-
tisface (2.3) para n ≥ 0 y Q−1(x) = 0, necesariamente
Qn (x) = Q0 (x)Pn (x), n ≥ 0, aśı que si Q0 (x) �= 0,
grado(Qn (x)) = n + grado(Q0 (x)), n ≥ 0. Como es
claro, {Q (x)Pn (x)} es correcursivo con {Pn (x)} cual-
quiera que sea el polinomio Q (x).

Si {Qn (x)} satisface (2.3) para n ≥ 1, es decir, si es
correcursivo con {Pn (x)}, no es posible, en general, ex-
presar Qn (x) en términos únicamente de Pn (x). Esto
siempre es posible, sin embargo, en términos de {Pn (x)}
y de sus primeros polinomios asociados.
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Definición 2.2. Si {Pn (x)} está dado por (2.1) e
i = 0, 1, 2, . . . , el sistema

{
P

(i)
n (x)

}
de los i-ésimos aso-

ciados de {Pn (x)} está dado por

xP
(i)
n (x) = P

(i)
n+1(x) +Bn+iP

(i)
n (x) + Cn+iP

(i)
n−1(x),

n ≥ 0, P (i)
−1(x) = 0.

(2.4)

Se supone, naturalmente, que P (i)
0 (x) = 1. Claramente{

P
(i)
n (x)

}
es un SMOP para el funcional de momentos

L(i) dado por

L(i)

(
m∑
n=0

anP
(i)
n (x)

)
= a0, m ≥ 0, (2.5)

donde an ∈ C, n ≥ 0. Obviamente
{
P

(i)
n (x)

}
está tam-

bién dado por (2.4) para n ≥ 1 y por las condiciones
iniciales

P
(i)
0 (x) = 1, P (i)

1 (x) = x−Bi. (2.6)

El sistema
{
P

(1)
n (x)

}
es el sistema de los primeros

asociados de {Pn (x)} . La relación (2.4) se escribe tam-
bién en la forma, a veces conveniente,

xP
(i)
n (x) = P

(i)
n+1(x) +B

(i)
n P

(i)
n (x) + C

(i)
n P

(i)
n−1(x),

n ≥ 0, P (i)
−1(x) = 0,

(2.7)

donde B(i)
n = Bn+i, C

(i)
n = Cn+i, n ≥ 0. Obviamente

Pn (x) = P
(0)
n (x) , n ≥ 0.

Evidentemente Qn (x) = Q(x)P (1)
n−1 (x), n ≥ 1, donde

Q(x) ∈ C [x] es arbitrario, es correcursivo con {Pn (x)} .
Es también claro que si {Qn (x)} es correcursivo con
{Pn (x)} , es el único sistema {qn (x)} correcursivo con
{Pn (x)} tal que q0 (x) = Q0 (x) , q1 (x) = Q1 (x) .
Es decir, Q0 (x) , Q1 (x) determinan uńıvocamente a
{Qn (x)}.
Teorema 2.1. Si {Qn (x)} es correcursivo con
{Pn (x)} entonces

Qn (x) = Q0 (x)Pn (x)
+ (Q1 (x) − (x−B0)Q0 (x))P (1)

n−1 (x) , n ≥ 0.
(2.8)

Demostración. Si qn (x) denota el término de la de-
recha en (2.8), es claro de lo dicho anteriormente que
{qn (x)} es correcursivo con {Pn (x)}. Como además
q0 (x) = Q0 (x) y q1 (x) = Q1 (x), necesariamente
qn (x) = Qn (x), n ≥ 0.

Corolario 2.1. Si {Pn (x)} está dado por (2.1) enton-
ces

Pn (x) = (x−B0)P
(1)
n−1 (x) − C1P

(2)
n−2 (x) , n ≥ 1. (2.9)

Demostración. Si Qn (x) = Pn+1 (x), n ≥ 0, es claro
que {Qn (x)} es correcursivo con

{
P

(1)
n (x)

}
y Q0 (x) =

P1 (x) = x − B0, Q1 (x) = P2 (x) = (x−B1)P1 (x) −
C1, aśı que Q1 (x) − (x−B1)Q0 (x) = −C1. Enton-
ces, según el teorema, Qn (x) = (x − B0)P

(1)
n (x) −

C1P
(2)
n−1 (x), n ≥ 0, de lo cual (2.9) resulta inmedia-

tamente.

Nota 2.1. Si {Qn (x)} es correcursivo con {Pn (x)} y
Q0 (x) = 0, no necesariamente Qn (x) = 0 para todo
n ≥ 0. Por ejemplo, Qn (x) = P

(1)
n−1 (x) , n ≥ 0, es corre-

cursivo con {Pn (x)} y Q0 (x) = 0. Nótese que (2.8) es
aún válida en este caso. El siguiente resultado, debido
a Abel, es frecuentemente útil, y será fundamental en lo
que sigue.

Teorema 2.2. [Abel] Si {Pn (x)} está dado por (2.1),
entonces

P (1)
n (x)Pn (x) − P

(1)
n−1 (x)Pn+1 (x) = λn, n ≥ 0,

(2.10)

donde, siendo L el FM de {Pn (x)} , λn = L(P 2
n (x)),

n ≥ 0.

Demostración. Obsérvese que λn = C1 . . . Cn para
n ≥ 1. La afirmación es clara si n = 0, pues λ0 = 1.
Supongámosla entonces válida para n− 1, n ≥ 1, y de-
mostrémosla para n. Se tiene, en efecto, que

P
(1)
n−1 (x)Pn+1 (x)

= P
(1)
n−1 (x) [(x−Bn)Pn (x) − CnPn−1 (x)]

= (x−Bn)P
(1)
n−1 (x)Pn (x) − CnP

(1)
n−1 (x)Pn−1 (x)

=
[
P (1)
n (x) + CnP

(1)
n−2 (x)

]
Pn (x)

− CnP
(1)
n−1 (x)Pn−1 (x)

= P (1)
n (x)Pn (x)

− Cn

[
P

(1)
n−1 (x)Pn−1 (x) − P

(1)
n−2 (x)Pn (x)

]
y la afirmación para n resulta inmediatamente de es-
to.

Si {Pn (x)} está dado por (2.1), la fracción continua

1 |
|x−B0

− C1 |
|x−B1

− C2 |
|x−B2

− · · ·, (2.11)
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es decir,

1

x−B0 − C1

x−B1 − C2

x−B2 − · · ·

,

se denomina la fracción continua de Stieltjes de
{Pn (x)} ;

Xn (x) :=
1 |

|x−B0
− C1 |

|x− B1
− · · · − Cn−1 |

|x−Bn−1
,

(2.12)

para n ≥ 2, se denomina el n-convergente de dicha frac-
ción (Chihara [19], Wall [30]). Es usual convenir en que

X1 (x) =
1

x−B0
. Si z ∈ C, Xn (z) está definido para

todo n ≥ 1 suficientemente grande y lim
n→∞Xn (z) existe

en C, se dice que la fracción continua (2.11) converge
en z. Si X (z) = lim

n→∞Xn (z) , es corriente escribir

X (z) =
1 |

|z −B0
− C1 |

|z −B1
− C2 |

|z −B2
− · · · .

(2.13)

La función X (z) , definida en todos los puntos donde
(2.11) converge, se denomina aún la fracción continua
de {Pn (x)}.
Teorema 2.3. Si Xn (x) es el n-convergente de la frac-
ción continua de {Pn (x)}, entonces

Xn (x) =
P

(1)
n−1 (x)
Pn (x)

, n ≥ 1. (2.14)

Demostración. La afirmación es clara para n = 1, pues
P

(1)
0 (x) = 1 y P1 (x) = x−B0. Supongámosla para n y

demostrémosla para n+ 1. Entonces, por hipótesis,

X
(1)
n (x)

:=
1 |

|x−B
(1)
0

− C
(1)
1 |

|x−B
(1)
1

− · · · − C
(1)
n−1 |

|x−B
(1)
n−1

=
P

(2)
n−1 (x)

P
(1)
n (x)

,

(2.15)

y como

Xn+1 (x)

=
1

x−B0 − C1

[
1 |

|x−B1
− C2 |

|x−B2
− · · · − Cn |

|x−Bn

]

=
P

(1)
n (x)

(x− B0)P
(1)
n (x) − C1P

(2)
n−1 (x)

,

la afirmación para n+ 1 resulta de (2.8).

Nota 2.2. Definiendo X
(i)
n (x), i = 0, 1, 2, . . . , de la

manera obvia, se tendrá que

X(i)
n (x) =

P
(i+1)
n−1 (x)

P
(i)
n (x)

, n ≥ 1. (2.16)

Nota 2.3. Se deduce que si z ∈ C y no es ráız de ningu-
no de los Pn (x) , Xn (z) está definido para todo n ≥ 1.
En particular, si el FM de {Pn (x)} es positivo o, lo que
es lo mismo, si Bn y Cn son reales para n ≥ 0 y Cn > 0
para n ≥ 1, Xn (z) está definido para todo n ≥ 0 si
z /∈ R.

Si para todo n ≥ 1, enk = (δ0k, δ1k, . . . , δn−1k),
0 ≤ k ≤ n − 1, es la base canónica de Cn (la cual es
un sistema ortonormal con respecto al producto interno〈
n−1∑
k=0

αke
n
k ,
n−1∑
k=0

βke
n
k

〉
=
n−1∑
k=0

αkβk), un FM, cuyo SMOP

{Pn (x)} satisface (2.1), define para i = 0, 1, 2, . . . un
operador lineal L(i)

n : Cn → C
n, n ≥ 1, por (recorda-

mos que B(i)
k = Bk+i, C

(i)
k = Ck+i):

L
(i)
n enk = enk+1 +B

(i)
k enk + C

(i)
k enk−1,

0 ≤ k < n,

L
(i)
n

(
enn−1

)
= B

(i)
n−1e

n
n−1 + C

(i)
n−1e

n
n−2,

(1.17)

donde suponemos que en−1 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Cn. Nótese
que la matriz de L(i)

n con respecto a la base {enk}, la cual
denotamos aún con L(i)

n , es

L(i)
n =



B
(i)
0 C

(i)
1 0 . . . 0 0

1 B
(i)
1 C

(i)
2 . . . 0 0

0 1 B
(i)
2 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . B
(i)
n−2 C

(i)
n−1

0 0 0 . . . 1 B
(i)
n−1


,

(2.18)

para n ≥ 1.
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Si In es la matriz idéntica de orden n, es evidente que

P
(i)
1 (x) = x−B

(i)
0 = Det

(
xI1 − L

(i)
1

)
(2.19)

y desarrollando el determinante Det
(
xIn+1 − L

(i)
n+1

)
con respecto a la última columna, se obtiene que

Det
(
xIn+1 − L

(i)
n+1

)
=

(
x−B(i)

n

)
Det

(
xIn − L(i)

n

)
−C(i)

n Det
(
xIn−1 − L

(i)
n−1

)
,

donde convenimos en que Det
(
xI0 − L

(i)
0

)
= 1. Enton-

ces,

P (i)
n (x) = Det

(
xIn − L(i)

n

)
, n ≥ 0. (2.20)

Por otra parte, la regla de Cramer muestra que(
xIn − L(i)

n

)−1

=
1

P
(i)
n (x)

A(i)
n , n ≥ 1, (2.21)

donde A(i)
n =

[
a
(i)
hk

]
n×n

es una matriz tal que

a
(i)
11 = Det

(
xIn−1 − L

(i+1)
n−1

)
, n ≥ 1, (2.22)

aśı que〈(
xIn − L(i)

n

)−1

en0 , e
n
0

〉
=
P

(i+1)
n−1 (x)

P
(i)
n (x)

, n ≥ 0. (2.23)

En particular, con Ln = L
(0)
n ,〈

(xIn − Ln)
−1 en0 , e

n
0

〉
= Xn(x) =

P
(1)
n−1 (x)
Pn (x)

, n ≥ 1.

(2.24)

Teorema 2.4. Si n ≥ 1,

Mn = sup {1 + |Bk| + |Ck| , 0 ≤ k ≤ n− 1}
y

‖Ln‖ = sup {|Ln(u)| ||u ∈ C
n, ‖u‖ ≤ 1} , (2.25)

entonces ‖Ln‖ ≤ 3Mn, y los valores propios de Ln son
las ráıces de Pn (x), las cuales quedan todas contenidas
en el disco D(0, 3Mn) = {z ∈ C| |z| ≤ 3Mn}.

Demostración. Supongamos que u =
n−1∑
k=0

αke
n
k , aśı que

‖u‖2 =
n−1∑
k=0

|αk|2 . Nótese que

Ln(u) =
n−2∑
k=0

αke
n
k+1 +

n−1∑
k=0

Bkαke
n
k +

n−1∑
k=0

Ckαke
n
k−1,

de lo cual se deduce sin más que si ‖u‖ ≤ 1 entonces

‖Ln(u)‖ ≤ (1 + 2Mn) ‖u‖ ≤ 3Mn, ‖Ln‖ ≤ 3Mn,

y si λ es un valor propio de Ln, es decir, una ráız de
Det (xIn − Ln) = Pn(x), y v es un vector propio de Ln
para λ, entonces

|λ| =
‖Ln(v)‖
‖v‖ ≤ ‖Ln‖ ≤ 3Mn.

Esto demuestra el teorema.

Definición 2.3. Si {Pn(x)} está dado por (2.1) y existe
M > 0 tal que

sup {1 + |Bk| + |Ck| , k ≥ 0} ≤ M

3
, (2.26)

se dice que {Pn(x)} está acotado por M.

Si Mn para {Pn(x)} es como en el Teorema 2.4 y

{Pn(x)} está acotado por M entonces Mn ≤ M

3
para

todo n ≥ 1, aśı que las ráıces de Pn(x) están contenidas
en D (0,M) para todo n ≥ 1, y en [−M,M ] si Bn, Cn
son reales y Cn > 0 para n ≥ 1. Es decir, si el funcional
de momentos de {Pn(x)} es positivo y acotado por M,
las ráıces de Pn(x) están en [−M,M ] para todo n ≥ 1.

Teorema 2.5. Si {Pn(x)} está acotado por M, la frac-
ción continua de {Pn(x)} converge en {z ∈ C | |z| > M}
hacia una función anaĺıtica X (z) en este dominio. De
hecho, la convergencia es uniforme en {z ∈ C | |z| ≥
M ′} para todo M

Demostración. Si para todo n ≥ 1, Ln = L
(0)
n está de-

finido por (2.17) (con i = 0), es claro que ‖Ln‖ ≤ M y∥∥Lkn∥∥ ≤Mk para todo k ≥ 0. En efecto,∥∥∥∥∥In − (zIn − Ln)
m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥Lm+1

n

zm+1

∥∥∥∥ ≤ Mm+1

|z|m+1 ,

lo cual implica que∥∥∥∥∥(zIn − Ln)
−1 −

m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥(zIn − Ln)

−1
∥∥∥ Mm+1

|z|m+1 ,

aśı que si |z| > M, con lo cual
(
M

|z|
)m+1

→ 0 cuando

m→ ∞, entonces

lim
m→∞

∥∥∥∥∥(zIn − Ln)
−1 −

m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥ = 0.

Como además∣∣∣∣∣〈(zIn − Ln)
−1
en0 , e

n
0

〉
−

m∑
k=0

〈
Lkne

n
0 , e

n
0

〉
zk+1

∣∣∣∣∣
≤

∥∥∥∥∥(zIn − Ln)−1 −
m∑
k=0

Lkn
zk+1

∥∥∥∥∥
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se concluye, con µnk =
〈
Lkne

n
0 , e

n
0

〉
, que

lim
m→∞

∣∣∣∣∣P
(1)
n−1 (z)
Pn (z)

−
m∑
k=0

µnk
zk+1

∣∣∣∣∣ = 0, |z| > M.

Esto implica, en particular, que
m∑
k=0

µnk
zk+1

es la serie de

Laurent de
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

en |z| > M . Es importante obser-
var que

|µnk| ≤ ‖Ln‖k ≤Mk, n ≥ 1, k ≥ 0.

Obsérvese además que

P
(1)
n (z)

Pn+1 (z)
− P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

=
λn

Pn+1 (z)Pn (z)
,

n ≥ 1, |z| > M,

(2.27)

como resulta de (2.10). Esto implica, en vista de que
es obviamente aśı (por división larga, por ejemplo) para
el término de la derecha, que el desarrollo de Laurent
en |z| > M del término de la izquierda sólo contiene
potencias de z−k con k ≥ 2n + 1, y esto también será

cierto del desarrollo de Laurent de
P

(1)
m (z)

Pm+1 (z)
− P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

para m ≥ n, el cual es necesariamente
∞∑

k=2n

µmk − µnk
zk+1

.

Entonces, para |z| ≥M ′ > M ,∣∣∣∣∣ P (1)
m (z)

Pm+1 (z)
− P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

∣∣∣∣∣ ≤ 2
M ′

∞∑
k=2n

(
M

M ′

)k
, n ≥ 1,

lo cual asegura que

{
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

}
es uniformemente de

Cauchy en |z| ≥M ′ para todo M ′ > M . Por lo tanto

X (z) = lim
n→∞Xn (z) = lim

n→∞
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

existe para |z| > M y es uniforme en |z| ≥ M ′ para to-
do M ′ > M, de lo cual, en todo subconjunto compacto
de {z | |z| > M}. Como Xn (z) es anaĺıtica en |z| > M,
también lo será entonces X (z).

Nota 2.3. Es claro que si f es anaĺıtica en un subcon-
junto abierto Ω de C tal que Ω′ = Ω∩{z | |z| > M} �= φ
y f(z) = X (z) para todo z ∈ Ω′, entonces f(z)
y X (z) pueden prolongarse anaĺıticamente a Ω′′ =
{z | |z| > M} ∪Ω, y las prolongaciones coinciden en es-
te conjunto. Por ejemplo, si Ω ⊇ {z | |z| > M} , X (z)
puede automáticamente considerarse anaĺıtica en Ω.

El siguiente teorema, último de la presente sección,
tiene importantes implicaciones, como veremos. Su-

ponemos aún que 1 + |Bn| + |Cn| ≤ M

3
para todo

n = 0, 1, 2, . . . .

Teorema 2.6. El desarrollo de Laurent de X (z) en
|z| > M es de la forma

X (z) =
1
z

+
∞∑
k=2

b−k
zk

. (2.28)

En particular,

lim
z→∞ zX (z) = 1. (2.29)

Demostración. Supongamos

X (z) =
+∞∑

k=−∞
bkz

k, |z| > M,

y sea C un contorno positivamente orientado de |z| > M
que contiene a D(0,M) en su interior. Como

Xn (z) =
P

(1)
n−1 (z)
Pn (z)

=
+∞∑

k=−∞
bnkz

k, |z| > M,

donde bnk = 0, k ≥ 0, bn,−1 = 1, bn,−k = µn,k−1, k ≥ 2,
y Xn (z) converge uniformemente a X (z) sobre C cuan-
do n→ ∞, se tiene que

bnk =
1

2πi

∫
C

Xn (z) z−k−1dz → 1
2πi

∫
C

X (z) z−k−1dz

= bk

para todo k ∈ Z, aśı que bk = 0, k ≥ 0, y b−1 = 1. Esto
demuestra el teorema.

3. Representación de los funcionales de
momentos

Establecemos en esta sección dos teoremas de represen-
tación de funcionales de momentos. El primero, válido
para funcionales no necesariamente positivos pero cu-
yo SMOP está acotado, involucra la fracción continua
de éstos y se expresa mediante integrales de contorno
(véanse [6], [14], [15] y [21]). El segundo, válido para
funcionales positivos, acotados o no, recurre a funciones
de distribución de momentos sobre la recta y, por lo tan-
to, a medidas de Borel positivas. Sólo demostraremos
este último en el caso acotado, pues éste es el único que
usaremos, refiriendo al lector a Chihara [19] para la de-
mostración en el caso no acotado (y también para otra
demostración del caso acotado).
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Teorema 3.1. Sea L un funcional de momentos cu-
yo SMOP {Pn (x)} está acotado por M. Sean X (z) la
fracción continua de {Pn (x)} y C un contorno positiva-
mente orientado de |z| > M el cual contiene a D (0,M)
en su interior. Entonces, L admite la representación

L (P (x)) =
1

2πi

∫
C

X (z)P (z) dz, (3.1)

válida para todo polinomio P (x) ∈ C [x].

Demostración. Como

1
2πi

∫
C

X (z) dz = 1,
1

2πi

∫
C

P
(1)
n−1 (z) dz = 0, n ≥ 1,

(3.2)

y, recurriendo a (2.10),

1
2πi

∫
C

P
(1)
n+m−1 (z)
Pn+m (z)

Pn (z) dz =
1

2πi

m∑
k=1

∫
C

[
P

(1)
n+k−1 (z)
Pn+k (z)

− P
(1)
n+k−2 (z)
Pn+k−1 (z)

]
Pn (z) dz +

1
2πi

∫
C

P
(1)
n−1 (z) dz

=
1

2πi

m∑
k=1

∫
C

λn+k−1Pn (z)
Pn+k (z)Pn+k−1 (z)

dz = 0,m, n ≥ 1,

se deduce, haciendo m→ ∞, que
1

2πi

∫
C

X (z)Pn(z)dz = 0, n ≥ 1. (3.3)

Como L′ (P (x)) definido por el término de la derecha
en (3.1) es obviamente C-lineal, (3.2) y (3.3) garantizan,
en virtud de (1.9) o (1.11), que L′ = L.

El siguiente teorema simple (véanse [14], [15], [16])
tiene, sin embargo, consecuencias útiles.

Teorema 3.2. Supóngase que el funcional L de
{Pn (x)}, acotado por M, admite también la represen-
tación

L (P (x)) =
1

2πi

∫
C

F (z)P (z)dz (3.4)

donde C es como en el Teorema 3.1 y donde F (z) es
anaĺıtica en |z| > M con lim

z→∞F (z) = 0. Entonces,

F (z) = X(z), |z| > M.

Demostración. Supóngase que

X(z) − F (z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n ,

|z| > M . Como en virtud de (3.1) y (3.4),

a−n =
1

2πi

∫
C

(X (z) − F (z)) zn−1dz = 0, n ≥ 1,

se deduce que X (z) − F (z) admite una prolongación
anaĺıtica a todo C. Como además lim

z→∞ (X (z) − F (z)) =

0 entonces an = 0 para todo n ≥ 0 (Apostol, Teorema

116.21), aśı que X (z) = F (z), |z| > M .

Nota 3.1. De hecho, si lim
z→∞F (z) existe, finito o in-

finito, X (z) − F (z) es un polinomio (obsérvese que si
P (x) es un polinómio y F (z) = X(z) + P (z), |z| > M,
(3.4) es aún válida).

El siguiente teorema puede ser útil para determinar
las fracciones continuas (Ejemplo 5.2 más adelante) y
para muchos otros propósitos

Teorema 3.3. [Markov] Si L está representado por
una distribución de momentos ϕ con G (ϕ) infinito y
G (ϕ) ⊆ (a, b) , -∞ < a < b < ∞, y si X(z) es la frac-
ción continua del SMOP de L, entonces

X (z) =

∞∫
−∞

dϕ (t)
z − t

=

b∫
a

dϕ (t)
z − t

(3.6)

y es anaĺıtica en C� [a, b].

Demostración. La segunda igualdad en (3.6) resulta del
hecho de que ϕ es constante en R� [a, b] y del hecho
de que a, b /∈ G (ϕ). Sea M > max {|a| , |b|} tal que si
{Pn (x)}, dado por (1.7), es el SMOP de L, entonces

1 + |Bn| + Cn ≤ M

3
para todo n ≥ 0. La existencia

de M resulta del Teorema 1.5. Demostraremos que si
F (z) está dada por los términos de la derecha en (3.6)
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entonces F es anaĺıtica en C� [a, b], lim
z→∞ zF (z) = 1 y

L (P (x)) =
1

2πi

∫
C

F (z)P (z)dz , P (x) ∈ C [x] ,

donde C es cualquier contorno positivamente orientado
de C�D(0,M) con D(0,M) en su interior. Obsérvese
que [a, b] ⊆ [−M,M ].

Ahora, si c /∈ [a, b] y ε > 0 es tal que D(c, ε)∩ [a, b] =
∅, entonces

1
z − t

=
1

[(z − c) − (t− c)]
= −

∞∑
n=0

(z − c)n

(t− c)n+1

en tanto que z ∈ D(c, ε) y t ∈ [a, b]. Como ε ≤
dist([a, b] , c), aśı que

|z − c|
|t− c| ≤ r < 1, r =

|z − c|
ε

,

para todo t ∈ [a, b], la convergencia de la serie es uni-
forme en [a, b] , y podemos integrarla término a término
con respecto a dϕ (t) sobre [a, b] , para obtener que

b∫
a

dϕ (t)
z − t

=
∞∑
n=0

− b∫
a

dϕ (t)
(t− c)n+1

 (z − c)n , z ∈ D(c, ε).

Esto demuestra la analiticidad de F en C� [a, b] . Por
otra parte,

zF (z) =

b∫
a

dϕ (t)
1 − t/z

→
b∫
a

dϕ (t) = 1

cuando z → ∞. Finalmente, [a, b] está contenido en el
interior de C y

1
2πi

∫
C

F (z)P (z)dz =
1

2πi

∫
C

 b∫
a

dϕ (t)
z − t

P (z)dz

=

b∫
a

 1
2πi

∫
C

P (z)
z − t

dz

 dϕ(t)

=

b∫
a

P (t)dϕ(t)

= L (P (x)) ,

como resulta de intercambiar el orden de integración y
de la fórmula de Cauchy. Esto demuestra, en virtud del
Teorema 3.2, que F (z) = X(z), |z| > M, o sea, queX(z)
puede prolongarse anaĺıticamente a C� [a, b] y está dada
por (3.6).

Nota 3.2. Bajo las hipótesis del teorema anterior, X(z)
es anaĺıtica en C� [a, b] . El teorema integral de Cauchy
asegura entonces que si C es un contorno ce- rrado y
positivamente orientado de C� [a, b] con [a, b] en su in-
terior, (3.1) es aún válida para C.

Nota 3.3. Si µ es la medida de Borel asociada con
la distribución de momentos ϕ del Teorema 3.3 (véase
Sección 1), entonces

X (z) =
∫

G(ϕ)

dµ (t)
z − t

, z /∈ G (ϕ) , (3.7)

y, teniendo en cuenta que G (ϕ) es, bajo las hipótesis de
tal teorema, un subconjunto compacto de R, se verifi-
ca, tal como en la demostración arriba, que X (z) es, de
hecho, anaĺıtica en C�G (ϕ).

Nota 3.4. Si µ es como en la Nota 3.3 y a es un
punto aislado de G (ϕ) = Suppµ, y si r > 0 es tal
que D(a, r) ∩ G (ϕ) = {a} , entonces lo dicho en la
Nota 3.3 asegura que X (z) es anaĺıtica en D∗(a, r) =
{ζ ∈ C |0< |ζ − a| < r} , y si Ga (ϕ) = G (ϕ) − {a} , en-
tonces

X (z) =
µ ({a})
z − a

+
∫

Ga(ϕ)

dµ (t)
z − t

, z ∈ D∗ (a, r) , (3.8)

aśı que

lim
z→a

(z − a)X (z) = µ ({a}) . (3.9)

Es decir,

Res (X (z) , a) = µ ({a}) . (3.10)

Nota 3.5. Obsérvese además que si G (ϕ) ⊆ [a.b],
−∞ < a < b < ∞, es decir, si G (ϕ) es compac-
to, entonces Cϕ (R,C) = C (R,C) el espacio de to-
das las funciones continuas de R en C. Mas aún, si
C ([a, b] ,C) es el espacio de las funciones continuas en
[a, b] y f ∈ C ([a, b] ,C) se identifica con la función

f̂ (x) =


f (a) , x < a
f (x) , a ≤ x ≤ b
f (b) , x > b

, (3.11)

entonces
b∫
a

f (t) dϕ (t) =

∞∫
−∞

f̂ (t) dϕ (t) =
∫
f̂dµ =

∫
fdµ

′

(3.12)

donde µ es como en la Nota 3.3 y µ
′
es la restricción de

µ a [a, b].
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Demostraremos ahora nuestro segundo teorema de re-
presentación, válido para funcionales positivos. Como
lo hemos mencionado, nos restringiremos al caso acota-
do, el único que usaremos. Esto nos permitirá recurrir
a un conocido teorema de F. Riesz, en lugar de a resul-
tados sobre selección por compacidad del tipo de Helly
tal como Chihara [19], lo cual, además, requiere menos
consideraciones sobre cuadraturas de Gauss. De todas
maneras la demostración en [19], Chap. II, que cubre
aún el caso no acotado, es fácil de asimilar y dif́ıcil de
mejorar.

El resultado de Riesz que necesitaremos es el siguien-
te:

Lema 3.1. [Teorema de Representación de Riesz] Sean
−∞ < a < b <∞ números reales y cosidérese el espacio
C ([a, b]) de las funciones reales continuas definidas en
[a, b]. Sea L : C ([a, b]) → R una aplicación R−lineal tal
que

|L (f)| ≤ ‖f‖ := supt∈[a,b] |f (t)| , (3.13)

Entonces, exite una medida de Borel µ sobre R tal que

L (f) =
∫
fdµ, f ∈ C ([a, b]) , (3.14)

la cual es positiva si L (P (x)) ≥ 0 para todo polinomio
P (x) ∈ R [x] tal que P (t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b]. En
este último caso

L (1) = µ (R) (3.15)

y µ tiene soporte compacto contenido en [a, b].

La demostración de la anterior forma del Lema 3.1
puede deducirse fácilmente a partir de Rudin [26], Teo-
rema 6.19, p. 139, si se tiene en cuenta lo observado en
la Nota 3.5, y no la daremos. Estableceremos, sin em-
bargo, la positividad de µ. Pero si f ∈ C ([a, b]) , f ≥ 0,
teniendo en cuenta que según el Teorema de Aproxi-
mación de Weierstrass ([27], p. 154) es posible escoger

una sucesión pn (x) ∈ R [x] tal que ‖pn − f‖ < 1
n

, y si

qn (x) = pn (x)+
1
n

entonces qn (t) ≥ f (t) ≥ 0 para todo

t ∈ [a, b] y ‖qn − f‖ < 2
n

, la afirmación resuelta de esto,

pues entonces L (f) = limn→∞ L (qn (x)) ≥ 0.

Necesitaremos además el siguiente lema.

Lema 3.2. Si L es positivo y acotado por M > 0, y si
P (x) �= 0 es un polinomio que no toma valores negativos
en [−M,M ], entonces

L (P (x)) > 0. (3.16)

Demostración. Sea {Pn (x)} el sistema mónico ortogo-
nal de L y sea n tal que el grado de P (x) sea menor que
n. Para cualquier polinomio Q (x) de grado menor que
2n se tiene que

Q (x)
Pn (x)

=
a1

x− x1
+

a2

x− x2
+ . . .+

an
x− xn

+Rn (x)

(3.17)

donde x1, . . . , xn son las ráıces de Pn (x), las cuales
están todas en [−M,M ] ,

ai =
Q (xi)
P ′
n (xi)

, i = 1, 2, . . . , n, (3.18)

y Rn (x) es un polinomio de grado menor que n. Como,
de (1.4), L (Rn (x)Pn (x)) = 0, se concluye, de (3.17) y
(3.18), que

L (Q (x)) =
∑

i = 1nQ (xi)Ai, (3.19)

donde

Ai = L
(

Pn (x)
(x− xi)P

′
n (xi)

)
, i = 1, 2, . . . , n. (3.20)

Como el grado de
(

Pn (x)
(x− xj)P ′

n (xj)

)2

es menor de 2n,

se tiene entonces que

L
((

Pn (x)
(x− xj)P ′

n (xj)

)2
)

=

∑n
i=1

(
Pn (xi)

(xi − xj)P ′
n (xj)

)2

Ai = Aj ,

(3.21)

de donde se deduce que Aj > 0, j = 1, 2, . . . , n. Ahora
bien, como P (xi) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, y P (xj) > 0 para
algún j = 1, 2, . . . , n (pues P (x) tiene grado menor que
n), de (3.19), con P (x) en vez de Q (x), se concluye que
L (P (x)) > 0. Esto demuestra el lema.

Corolario 3.1. Bajo las hipótesis del lema anterior, si
P (x) , Q (x) son polinomios reales y P (t) ≤ Q (t) para
todo t en [−M,M ], entonces L (P (x)) ≤ L (Q (x)).

Nota 3.6. Las propiedades (3.19) y (3.21) de los fun-
cionales positivos son frecuentemente útiles.

Corolario 3.2. Bajo la hipótesis del corolario anterior,
L es un funcional continuo sobre el espacio R [x] de los
polinomios reales para la topoloǵıa de la norma

‖P‖ = sup
t ∈ [−M,M ] |P (t)| . (3.22)
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Demostración En efecto, como −‖P‖ ≤ P (t) ≤ ‖P‖
para todo t ∈ [−M,M ], entonces, en virtud del Corola-
rio 3.1,

|L (P (x))| ≤ ‖P‖ . (3.23)

Ahora podemos demostrar que

Teorema 3.4. Si L es positivo y acotado por M > 0,
existe una medida de Borel positiva µ, con soporte com-
pacto contenido en [−M,M ] ,tal que

L (P (x)) =
∫ ∞

−∞
P (t) dµ (t) , P (x) ∈ C [x] . (3.24)

Demostración. En virtud del Teorema de Aproxima-
ción de Weierstrass [28], p. 154), R [x] es denso en
C ([−M,M ]), el espacio de las funciones reales continuas
en [−M,M ], cuando se da a este espacio la topoloǵıa de
la norma

‖f‖ = sup
t∈[−M,M ]

|f (t)| . (3.25)

Como L es lineal y continuo sobre R [x] para la topo-
loǵıa de esta norma, L admite una extensión continua
L̂ a C ([−M,M ]), y en virtud del Teorema de Repre-
sentación de Riesz, Lema 3.1, existe una medida µ con
soporte en [−M,M ] tal que

L̂ (f) =
∫ M

−M
f (t) dµ (t) , f ∈ C ([−M,M ]) . (3.26)

Como L(P (x) ≥ 0 si P (t) ≥ 0 para t ∈ [−M,M ], tam-
bién L̂ (f) ≥ 0 para f ≥ 0 en C ([−M,M ]). Entonces
µ es una medida positiva, y es claro que

L (P (x)) = L̂ (P (x)) =∫M
−M P (t) dµ (t) =

∫∞
−∞ P (t) dµ (t)

(3.27)

para cualquier polinomio P (x) ∈ R [x].

Nota 3.7. De lo dicho en la Nota 1.15 se deduce que
Supp µ en el teorema anterior es infinito.

Nota 3.8. Si L es positivo y acotado por µ y L está
representado por dos medidas positivas con soporte com-
pacto µ, υ, no hay pérdida de generalidad al suponer que
M es lo suficiente grande para que Suppµ ∪ Supp υ ⊆
[−M,M ], y el Teorema de Aproximación de Weierstrass,
la densidad uniforme de R [x] en C ([−M,M ]), asegura
entonces que µ = υ. Es decir, si L es positivo y acota-
do, L sólo puede ser representado por una única medida
positiva con soporte compacto. Más aún, si un funcio-
nal L está definido por una medida positiva con soporte
compacto infinito, ésta es la única medida que represen-
ta a L. Para ver esto, supóngase por el contrario que

L puede representarse en la forma (3.24) mediante dos
medidas positivas µ, υ, µ con soporte compacto. Sea
ϕ ≥ 0, continua y con soporte compacto, y sea ψ =

√
ϕ.

Sea {pn (x)} una sucesión de polinomios reales que apro-
ximen uniformemente a ψ en [−M,M ], donde M > 0
es tal que Suppµ ∪ Suppϕ ⊆ [−M,M ]. La existencia
de {pn (x)} está garantizada por el Teorema de Apro-
ximación de Weierstrass ([24], p.154). Evidentemente{
p2
n (x)

}
converge uniformemente a ϕ en [−M,M ], aśı

que∫ ∞

−∞
ϕdµ =

∫ M

−M
ϕdµ = lim

n→∞

∫ M

−M
p2
n (t) dµ

= lim
n→∞

∫ ∞

−∞
p2
n (t) dµ

= lim
n→∞

∫ ∞

−∞
p2
n (t) dυ

≥ lim
n→∞

∫ M

−M
p2
n (t) dυ

=
∫ ∞

−∞
ϕdυ.

(3.28)

Esto implica que si ϕ = 0 en Suppµ entonces
∞∫

−∞
ϕdυ =

0, aśı que Supp υ ⊆ Suppµ. Esto último implica a su
vez que, para ϕ ≥ 0, la desigualdad en (3.28) es real-
mente una igualdad. Entonces∫ ∞

−∞
fdµ =

∫ ∞

−∞
fdυ (3.29)

para toda función continua f con soporte compacto, aśı
que µ = υ, y la afirmación está demostrada.

Nota 3.9. Como lo hemos mencionado, es posible de-
mostrar (véase [10], [19], [27]) que si L es positivo aun-
que no acotado, L admite aún una representación de la
forma (3.28) con µ positiva. En tal caso µ no tendrá so-
porte compacto (Nota 3.8), y tal representación no será
necesariamente única: pueden existir infinitas medidas
distintas µ para las cuales (3.24) se verifique (véase [14],
p.73). Cuando este último es el caso, se dice que el pro-
blema de momentos para L es indeterminado. Cuando
el problema de momentos para L está determinado, es
decir, cuando aun si no tiene soporte compacto la medi-
da que representa a L es única, se dice que tal medida
es una medida espectral para L. Este es el caso si L es
positivo y acotado.

Si L es positivo, acotado por M > 0 y está repre-
sentado por la medida positiva µ con soporte compacto
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en [−M,M ], y si X (z) es la fracción continua de su
SMOP {Pn (x)}, entonces

X (z) =
∫ M

−M

dµ (s)
z − s

, z /∈ [−M,M ] (3.30)

como se deduce del Teorema de Markov (Teorema 3.3).
La integral con respecto a µ es sobre [−M,M ].

En vista de que {Pn (x)} y
{
P

(1)
n (x)

}
son polinomios

reales se tiene, para Im z �= 0, que

X (z) = X (z) (3.31)

Esto implica que, para 0 < ε < 1, t ∈ R,

Re (X (t− iε)) =
∫ M

−M

(t− s) dµ (s)
(t− s)2 + ε2

,

Im (X (t− iε)) =
εdµ (s)

(t− s)2 + ε2
.

(3.32)

Nótese que Im (X (t− iε)) ≥ 0 en tanto ε > 0. Se tiene
aśı el siguiente teorema adicional de representación para
los funcionales positivos acotados, el cual puede ser útil
en ciertas circunstancias.

Corolario 3.3. Si L es positivo y acotado por M > 0 y
si X (z) es la fracción continua de su SMOP, entonces

L (P (x)) = lim
ε→0

1
π

∫ a

−a
ImX (t− iε)P (t) dt (3.33)

para todo a ∈ R, a > M.

Demostración. Para demostrar (3.33) es suficiente esta-
blecer su validez para P (x) = xn, n ≥ 0. Obviamente
(t− iε) n = tn + εpn (t, ε) + iεqn (t, ε), donde pn (t, ε) y
qn (t, ε) son polinomios en t y ε con coeficientes reales.
Por lo tanto, siM < a <∞, existe una constante C > 0,
dependiente únicamente de a y n, tal que |pn (t, ε)| ≤ C,
|qn (t, ε)| ≤ C para |t| ≤ a y 0 ≤ ε ≤ 1. Se deduce que si
Γa, ε es el borde positivamente orientado del rectángulo
de vértices (−a,−ε), (a,−ε), (a, ε), (−a, ε) se tiene, a
partir de (3.1), que

L (xn) = lim
ε→0

1
2πi

∫
Γa,ε

znX (z) dz, (3.34)

y, puesto que las integrales sobre los segmentos verticales
de Γa, ε se anulan cuando ε → 0 (debido a la continui-
dad de X (z) sobre estos segmentos), entonces

L (xn) = lim
ε→0

1
π

{∫ a

−a
Im (X (t− iε) (t− iε)n) dt

}
= lim
ε→0

1
π

{∫ a

−a
ImX (t− iε) tndt

+ε
∫ a

−a
ReX (t− iε) qn (t, ε) dt

+ ε

∫ a

−a
ImX (t− iε) pn (t− e) dt

}
(3.35)

Pero como resultado de (3.32),∣∣∣∣∫ a

−a
ReX (t− iε) qn (t, ε) dt

∣∣∣∣
≤ C

∫ M

−M

{∫ a

−a

|t− s|
(t− s)2 + ε2

dt

}
dµ (s)

≤ C

2

∫ M

−M
log

[(
(a− s)2 + ε2

)(
(a+ s)2 + ε2

)]
dµ (s)

−2Cµ ([−M,M ]) log ε

≤ C ′ log
∫ M

−M

∣∣(a2 − s2
)∣∣ dµ (s) − 2C log ε

(3.36)

para todo ε > 0 suficientemente pequeño y C ′ >

C, pues log
[(

(a− s)2 + ε2
)(

(a+ s)2 + ε2
)]

tiende

a 2 log
(
a2 − s2

)
uniformemente en [−M,M ] cuando

ε→ 0. También,∣∣∣∣∫ a

−a
ImX (t− iε) pn (t, ε) dt

∣∣∣∣
≤ C

∫ M

−M

{∫ ∞

−∞

du

u2 + 1

}
dµ (s) ≤ Cπ.

(3.37)

Entonces, L (xn) es como se desea.

Nota 3.10. Obsérvese ahora que si ϕ : R →R es con-
tinua en [−a, a], {pn (x)} es una sucesión de polinomios
uniformemente convergente a ϕ en [−a, a], L = π

∫
ϕdµ

y ‖ ‖ denota la norma de la convergencia uniforme en
[−a, a], (3.33) implica que

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∫ a

−a
ImX (t− iε)ϕ (t) dt− L

∣∣∣∣ ≤ 2π ‖ϕ− pn‖
(3.38)

para todo n ≥ 0 y, por lo tanto,

lim sup
ε→0

∣∣∣∣∫ a

−a
Im (X (t− iε))ϕ (t) dt− L

∣∣∣∣ = 0. (3.39)
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Entonces,

lim
ε→0

1
π

∫ a

−a
ImX (t− iε)ϕ (t) dt =

∫
ϕdµ. (3.40)

La fórmula (3.40) se conoce como la Fórmula de Inver-
sión de Stieltjes (véase Askey & Ismail [6]; Chihara [19],
Chap. III). Según tal fórmula, la medida µ está dada
para las funciones continuas sobre R por el lado izquier-
do de la identidad (3.40). De hecho, la identidad será
válida para cualquier función µ integrable.

Nota 3.11. Puesto que (3.33) y (3,40) son válidas en
tanto a > M , es usual escribir tales fórmulas con −∞,∞
en lugar de −a, a. En nuestra opinión, esto puede ser
causa de confusión. Al implicar un intercambio de ĺımite
e integral, las fórmulas (3.33) y (3.40) son dif́ıciles de
aplicar. Sin embargo, en la práctica es usual calcular la
función

ω (t) = lim
ε→0

1
π

ImX (t− iε) (3.41)

en los puntos donde exista y sea finita (obsérvese que
ω (t) = 0 para t /∈ [−M,M ]). Si esto ocurre excepto
tal vez en un número finito o enumerable de puntos ξj ,
j = 1, 2, . . . , y la función ω (t) resultante es no negativa
e integrable en R, es razonable suponer que ω (t) dt es la
parte absolutamente continua de la medida y luego in-
vestigar si los puntos ξj son puntos de masa de la misma.
Esto último se hace generalmente recurriendo al Teore-
ma 3.5 siguiente. Sin embargo, dar al procedimiento
una base sólida es en general dif́ıcil, salvo en circuns-
tancias muy especiales (como las que consideramos en
la Sección 4).

Teorema 3.5. Sean {Pn (x)} un SMOP positivo y
acotado por M , µ la medida espectral de {Pn (x)}. Sean
L2 (R,dµ) el espacio de las funciones complejas Lebesgue
medibles y de cuadrado integrable dotado de la norma

‖f‖L2(R,dµ) =
√∫ |f |2 dµ. y

L : L2 (R, dµ) → L2 (R, dµ)

el operador definido por

L (f) (t) = tf (t) , t ∈ R. (3.42)

Entonces {Pn (x)} es una base ortogonal de L2 (R, dµ)
y L es un operador autoadjunto acotado. Las afirmacio-
nes siguientes son además equivalentes para λ ∈ R.

1. λ es un valor propio de L.
2. La medida µ porta una masa en x = λ, aśı que

µ ({λ}) �= 0. (3.43)

3.
∞∑
n=0

P 2
n (λ) /λn < ∞, donde λn = L

(
P 2
n (x)

)
,

n ≥ 0. Además,

µ ({λ}) =
1∑∞
n=0

P 2
n (λ) /λn (3.44)

Demostración. Que L : L2 (R,dµ) → L2 (R,dµ) defini-
do por (3.42) es acotado, es claro, pues siendo {Pn (x)}
acotado por M entonces Suppµ ⊆ [−M,M ], aśı que

‖Lf‖2
L2(R,dµ) = ‖xf (x)‖2

L2(R,dµ) ≤M2 ‖f‖2
L2(R,dµ)

(3.45)

para toda f ∈ L2 (R,dµ). Como además∫
L (f) gdµ =

∫
f
(
Lg

)
dµ, f, g ∈ L2 (R,dµ) , (3.46)

L es un operador simétrico acotado y, por lo tanto, au-
toadjunto. Como es evidente, {Pn (x)} ⊆ L2 (R,dµ), y
de la densidad uniforme (Teorema de Aproximación de
Weierstrass) de los polinomios en C ([−M,M ]), el espa-
cio de las funciones continuas en [−M,M ], se deduce,
por medio de argumentos completamente est&ar (véase
Rainville, [25], p.155) que el sistema

{
Pn (x) /

√
λn

}
es

una base ortonormal de L2 (R,dµ) . Se deduce aśı que
{Pn (x)} es una base ortogonal de L2 (R,dµ) (en la men-
cionada demostración de Rainville, ω (x) dx debe susti-
tuirse por dµ (x)).

Demostraremos ahora que (1) =⇒ (2). Sea ϕ una
función propia de L para λ. Puesto que (λ− x)ϕ (x) =
0 para todo x �= λ, si µ ({λ}) = 0 entonces ϕ = 0
en L2 (R,dµ), lo cual es absurdo. Para demostrar que
(2) =⇒ (3), sea ϕ la función caracteŕıstica de {λ}. En-
tonces ϕ ∈ L2 (R,dµ) y ϕ �= 0. Por otra parte

ϕ (x) =
∞∑
n=0

αnPn (µ) ,

αn=
1
λn

∫
ϕ (t)Pn (t) dµ (t)=

1
λn
Pn (λ)µ ({λ}) , n ≥ 0.

(3.47)

Esto resulta del hecho de que {Pn (x)} es una base or-
togonal de L2 (R,dµ). Entonces

1 = ϕ (λ) =

{ ∞∑
n=0

P 2
n (λ) /λn

}
µ ({λ}) , (3.48)

de tal manera que
∞∑
n=0

P 2
n (λ) /λn < +∞. Para demos-

trar que (3) =⇒ (1), obsérvese que (3) asegura que
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ϕ (x) =
∞∑
n=0

λ−1
n Pn (λ)Pn (x), x ∈ R, está en L2 (R,dµ),

y que ϕ �= 0, pues P0 (λ) = P0 (x) = λ0 = 1. Puesto que
xϕ (x) = λϕ (x), como se deduce de la relación de recu-
rrencia de {Pn (x)}, entonces xϕ (x) está en L2 (R,dµ),
y λ es un valor propio de L. Como la relación (3.44) es
consecuencia de la (3.48), el teorema queda demostrado.

Nota 3.10. Para circunstancias más generales de au-
toadjunción del operador L en el caso no acotado, el
lector podrá consultar [Charris & Mora [16], Apéndices
[C] y [D]].

4. Un teorema útil

La fórmula (3.33) suministra la motivación para los in-
tentos de representar los funcionales de momentos de
SMOPS positivos y acotados en términos de medidas
derivadas a partir de la fracción continua del SMOP
y, por lo tanto, en términos, más o menos directos, a
partir de los coeficientes de la relación de recurrencia.
La única nota discordante radica en que (3.33) no es
una verdadera representación integral hasta que no se
intercambien ĺımite e integral, lo cual puede ser dif́ıcil
de justificar, además de que sólo da la parte singular
de la medida mediante un proceso adicional (basado en
el Teorema 3.5), también dif́ıcil de implementar (véase
Sec. 5, Ejemplo 5.1).

En lo que sigue estableceremos un resultado simple
(el Teorema 4.1, siguiente) que en cierta forma justifica
el proceso de intercambio de ĺımite e integral en circuns-
tancias especiales, las cuales parecen darse, sin embar-
go, de manera natural en ciertos contextos, y con mayor
frecuencia de lo que seŕıa normal esperar. El teorema
aparece por primera vez en Aldana et al. [2] y parece
ser, por otra parte, de fácil aplicación práctica, aún en
la determinación de la parte singular de la medida, al
menos si se dispone de los conocimientos básicos de la
teoŕıa de las funciones especiales que permitan efectuar
cómodamente los cálculos en situaciones concretas. Co-
mo prototipos de la aplicabilidad de tal teorema están
varios de los ejemplos en [2] y [16].

Consideraremos en la Sección 5 siguiente dos ejem-
plos mucho más sencillos que aquellos en [2] y [16] y cu-
yo propósito es ante todo poner en claro la esencia del
método que el Teorema 4.1 propone, y el cual compara-
remos (con aparente ventaja para éste) con la manera de
obtener los mismos resultados por aplicación directa del
Corolario 3.3 y del Teorema 3.5. Luego, en las Secciones

6 y 7, nos ocuparemos de aplicaciones más delicadas de
tal Teorema.

Sólo ofrecemos en estas notas una versión sencilla del
Teorema 4.1, quizá la más sencilla posible. Esta es, sin
embargo, aparentemente suceptible de mejoras conside-
rables en diversas circunstancias (véase, por ejemplo,
Charris & Mora [16]).

Teorema 4.1. Sean {Pn (x)} un SMOP positivo y aco-
tado por M , X (z), z /∈ [−M,M ], su fracción continua.
Supóngase que:

1. El ĺımite lim
Im z<0
z→x

X (z) existe para todo x ∈ R, ex-

cepto posiblemente para x en un subconjunto finito
S de R.

2. La función

X̃ (z) =


X (z), Im z < 0,

lim
Im ζ<0
ζ→z

X (ζ), z ∈ R, z /∈ S,
(4.1)

es continua sobre el conjunto {z | Im z ≥ 0} � S.
3. Para todo x ∈ R, el ĺımite lim

Im z<0
z→x

(z − x)X (z)

existe (en particular, existe para todo x ∈ S) y
la función

Xx (z) =


lim

Im ζ<0
ζ→z

(ζ − z)X (ζ), z = x,

(z − x)X (z), z �= x,

(4.2)

es continua en (R�S) ∪ {x}. Sean

ω (t) =
1
π

Im X̃ (t) , t ∈ R � S, (4.3)

y

Λξ = lim
Im z<0
z→ξ

Re
{

(z − ξ) X̃ (z)
}

, ξ ∈ S (4.4)

entonces ω (t) es integrable sobre R,

L (P (t)) =
∑
ξ∈S

ΛξP (ξ) +
∞∫

−∞
P (t)ω (t) dt,

P (x) ∈ C [x] ,
(4.5)

y si µ es la medida espectral de {Pn (x)} , entonces

Λξ = µ ({ξ}) , ξ ∈ S. (4.6)

Demostración. Supóngase, como es posible hacerlo,
que M es lo suficientemente grande como para que
−M,M sean puntos de continuidad de X (z), que
S = {ξ1, . . . , ξm} , donde ξ1 < . . . < ξm, y que s > 0



402

es tal que si ak = ξk − s, bk = ξk + s entonces
−M < a1 < b1 < . . . < am < bm < M.

Sean δ > 0 y Γs,δ el contorno positivamente orientado
que se muestra en la Figura 4.1

Figura 4.1

Figura 4.2

En la figura 4.1 hemos tomado m = 3. Obsérvese
en primer lugar que si I = [a, b] es un subintervalo de
[−M,M ] en la cual X̃ (z) es continua, X̃ (z) es tam-
bién continua en I × [−1, 0], y por lo tanto, unifor-
memente continua en este conjunto. Se deduce que
Im X̃ (t− iδ) tiende uniformemente a πω (t) en I cuan-
do δ → 0 y, por lo tanto, teniendo en cuenta que las
integrales sobre los segmentos verticales [a− iδ, a+ iδ] ,
[b− iδ, b+ iδ] se anulan cuando δ → 0 (debido a la con-
tinuidad de Im X̃ (t− iδ) sobre estos segmentos cuando
t = a y t = b), se demuestra, tal como en el Corolario

3.3, que

lim
δ→0

1
π


b∫
a

X (t− iδ)P (t− iδ) dt

−
∫ b

a

X (t+ iδ)P (t+ iδ) dt

}

= lim
δ→0

1
π

b∫
a

ImX̃ (t− iδ)P (t) dt

=
∫ b

a

ω (t)P (t) dt, P (x) ∈ C [x] .

(4.7)

Supóngase ahora que ξ = ξk para algún k = 1, 2, . . . , n.
Si γk es el ćırculo positivamente orientado de centro en
ξk y radio s entonces∫
γk

X (z)P (z) dz

= 2i

0∫
−π

Re
(
seiθX̃

(
ξk + seiθ

)
P

(
ξk + seiθ

))
dθ

(4.8)

y, de (4.4) y la continuidad de Xξk
(z),

lim
s→0

1
2πi

∫
γk

X (z)P (z) dz = Λξk
P (ξk) (4.9)

Sustitúyase ahora la integral
∫
γk
X (z)P (z) dz sobre el

ćırculo de centro ξk y radio s por la integral sobre el
borde positivamente orientado del rectángulo Γk,s,ε en
la Figura 4.2, donde ε > 0. Se tiene nuevamente, como
en la demostración del Corolario 3.3,

lim
ε→0

1
2πi

∫
Γk,s,ε

X (z)P (z) dz

= lim
ε→0

1
2πi


bk∫
ak

X (t− iε)P (t− iε) dt

−
bk∫
ak

X (t+ iε)P (t+ iε) dt


(4.10)

donde ak = ξk − s, bk = ξk + s. Sean γ1k (ε) y γ2k (ε)
los arcos de ćırculo de centro ξk y radio Rε,s = √

ε2+s2
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en la Figura 4.2. Entonces

bk∫
ak

X (t− iε)P (t− iε) dt =
∫
γ1k

(ε)X (z)P (z) dz

bk∫
ak

X (t+ iε)P (t+ iε) dt =
∫
γ2k(ε)

X (z)P (z) dz

(4.11)

Se deduce que

lim
s,ε→0

1
2πi

∫
Γk,s,ε

X (z)P (z) dz∗

lim
s,ε→0


∫

γ1k(ε)

X (z)P (z) dz +
∫

γ2k(ε)

X (z)P (z) dz


= lim
s→0

1
π

0∫
−π

Re
(
seiθX̃

(
ξk + seiθ

)
P

(
ξk + seiθ

))
dθ

= Λξk
P (ξk)

(4.12)

y de (4.10) se obtiene, tal como en el Corolario 3.3, que

lim
ε→0

1
2πi

∫
Γk,s,ε

X (z)P (z) dz

= lim
ε→0

1
π

bk∫
ak

ImX (t− iε)P (t) dt

=
∫
λk (t)P (t) dµ (t)

(4.13)

donde λk es la función caracteŕıstica de [ak, bk], y el
ĺımite cuando s→ 0 del lado derecho es µ ({ξk})P (ξk),
lo cual muestra que Λξk

= µ ({ξk}) para todo ξ ∈ S.
Por otra parte, de (3.32) se deduce que ω (t) ≥ 0 pa-
ra t ∈ R � S. Sean λs la función caracteŕıstica de
[−M,M ] � ∪mk=1 [ak, bk], s > 0. El anterior argumento
muestra que

1 = L (1) = lim
δ→0

1
2πi

∫
Γs,δ

X (z) dz

=
m∑
k=1

µ ([ak, bk]) +

∞∫
−∞

ωs (t) dt
(4.14)

donde ωs = ωλs, la cual es obviamente integrable en R.
Entonces

1 = L (1) = lim
s,δ→0

1
2πi

∫
Γs,δ

X (z) dz

=
∑
ξ∈S

Λξ +

∞∫
−∞

ω (t) dt
(4.15)

y, por lo tanto ω, siendo ĺımite monótono de las ωs cuan-
do s → 0 (monótonamente), es también integrable en
R (recuérdese que ω (t) = 0 para |t| > M . Teniendo
en cuenta que ω es integrable, la validez de (4.5) pa-
ra P (x) ∈ R [x] arbitrario se verifica fácilmente. Esto
demuestra el teorema.

Nota 4.1. Se deduce que ω (t) es la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral µ de {Pn (x)} y
que su parte singular se reduce a la medida de saltos∑
ξ∈S

Λξδξ, donde δξ es la medida de Dirac en ξ. En otros

términos

dµ (t) =
∑
ξ∈S

Λξδ (t− ξ) + ω (t) dt (4.16)

donde δ = δ0 es la medida de Dirac en ξ = 0.

Nota 4.2. La versión que hemos dado del Teorema 4.1
es quizá, como lo hemos mencionado, la más sencilla
posible. En realidad puede establecerse (bajo hipótesis
adicionales apropiadas) que (4.5) es aún válido si S es
infinito, siempre y cuando tenga sólo finitos puntos de
acumulación, un resultado que puede ser necesario para
manejar sistemas relacionados con polinomios del tipo
de Pollaczek (véase Bank & Ismail [7] , Charris & Is-
mail [11] , [12] , Charris & Mora [16]), u otros sistemas
con espectro puntual infinito (infinitos puntos de masa).

5. Dos ejemplos simples

Comenzaremos por dar dos ejemplos muy simples que
ilustran la aplicabilidad del Teorema 4.1. Recurriremos
a algunos resultados relacionados con los polinomios de
Chebyshev de primera y segunda clases. En Charris &
Preciado [17] se da un tratamiento completo de estos
últimos sistemas de polinomios según los resultados de
la Sección 4 del presente documento. Creemos que esto
es ilustrativo de la técnica propuesta en tal sección. El
primer ejemplo que daremos ha sido tomado también
de [17] , pero consideraremos con respecto a él algunos
aspectos que no se presentan en [17]. Posteriormente
consideraremos ejemplos menos triviales.
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El sistema de los polinomios mónicos de Chebyshev de
segunda clase

(
Ũn (x)

)
es el SMOP determinado por la

relación de recurrencia

xŨn (x) = Ũn+1 (x) +
1
4
Ũn−1 (x) , n ≥ 0, (5.1)

y las condiciones iniciales

Ũ−1 (x) = 0, Ũ0 (x) = 1. (5.2)

En este caso Bn = 0 y Cn =
1
4

para n ≥ 0. Claramente(
Ũn (x)

)
está acotado por M = 3, pues

0 ≤ |Bn| ≤ 3
3

y |Cn+1| =
1
4
≤ 1 =

3
3
. (5.3)

La fracción continua del sistema
(
Ũn (x)

)
es obviamente

X (x) =
1

x− 1
4

1

x− 1/4
x− · · ·

. (5.4)

Por lo tanto,

X (z) =
1

z − 1
4
X (z)

, |z| ≥ 3, (5.5)

o, lo que es equivalente,

X2 (z) − 4zX (z) + 4 = 0, |z| ≥ 3. (5.6)

Consideraciones descritas en detalle en [17] permiten es-
tablecer que

X (z) = 2
(
z − (

z2 − 1
)1/2

)
,

(
z2 − 1

)1/2 = ze

1
2

Log

(
1−

1
z2

)
, z /∈ [−1, 1] ,

(5.7)

donde Log es la rama del logaritmo en C�{0} con parte
imaginaria (argumento) en (−π, π], la cual es anaĺıtica
en C � (−∞, 0] (la rama principal).

La medida espectral µ de
(
Ũn (x)

)
, que es absoluta-

mente continua, está dada por

dµ (t) =
2
π

√
1 − t2χ (t) dt, t ∈ R, (5.8)

siendo χ la función caracteŕıstica de (−1, 1) .

Que µ dada por (5.8) es la medida espectral del
sistema

(
Ũn (x)

)
es bién conocido y puede estable-

cerse de muchas maneras, incluyendo argumentos tri-
gonométricos completamente elementales. Para mu-
chos propósitos es más conveniente considerar como el
sistema de Chebyshev de segunda clase, el dado por

Un (x) = 2nŨn (x), n ≥ 0, el cual queda determinado
por la relación de recurrencia

2xUn (x) = Un+1 (x) + Un−1 (x) , n ≥ 0, (5.9)

y las condiciones iniciales

U−1 (x) = 0, U0 (x) = 1. (5.10)

El sistema (Un (x)) no es mónico, pero es aún un sistema
ortogonal de polinomios para µ dada por (5.8).

El sistema de los polinomios mónicos de Chebyshev
de primera clase

(
T̃n (x)

)
es el SMOP positivo cuya

relación de recurrencia es

xT̃n (x) = T̃n+1 (x) + CnT̃n−1 (x) , n ≥ 0, (5.11)

con las condiciones iniciales

T̃−1 (x) = 0, T̃0 (x) = 1. (5.12)

En este caso Bn = 0, C0 es arbitrario, C1 =
1
2
, Cn =

1
4

para n ≥ 2. Claramente podemos tomar M = 3, pues
0 = |Bn| ≤ 1 y Cn+1 ≤ 1, n ≥ 0. La fracción continua
del sistema

(
T̃n (x)

)
es

X1 (z) =
1

z −
1
2

z −
1
4

z − 1
4
· · ·

, z /∈ [−3, 3] . (5.13)

Por lo tanto

X1 (z) =
1

z − 1
2
X (z)

=
1

(z2 − 1)
1
2

, z /∈ [−3, 3] ,

(5.14)

siendo X (z) = 2
(
z − (

z2 − 1
)1/2

)
la fracción continua

de
(
Ũn (x)

)
. En este caso

(
z2 − 1

)1/2 es como en (5.7).

La medida espectral µ de
{
T̃n (x)

}
es

dµ (t) =
1

π
√

1 − t2
χ (t) dt, t ∈ R, (5.15)

como es también conocido (véase [17]) y es también
una medida absolutamente continua. Más que el sis-
tema

(
T̃n (x)

)
se utiliza el (Tn (x)) dado por T0 (x) =

1, T1 (x) = x, Tn (x) = 2n−1T̃n (x) , n ≥ 2, o, lo que es
lo mismo por la relación de recurrencia

2xTn (x) = Tn+1 (x) + Tn−1 (x) , n ≥ 1, (5.16)
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y las condiciones iniciales

T0 (x) = 1, T1 (x) = x, (5.17)

el cual es un sistema ortogonal para µ dada por (5.15).

Los polinomios
{
T̃n (x)

}
juegan papeles fundamen-

tales en la teoŕıa de la aproximación. También, lo que
es más cercano a nuestros objetivos, en la teoŕıa de los
polinomios cribados y en la de bloques de relaciones de
recurrencia (véase [2] , [11] , [12] , [16] , [17] , etc.). Para
mayor información sobre los polinomios de Chebyshev,
el lector podrá consultar [19] y el apéndice al final del
art́ıculo. Por el momento, es importante observar que

T̃
(1)
n (x) = Ũ

(1)
n (x) = Ũn (x) ,

T
(1)
n (x) = U

(1)
n (x) = Un (x) , n ≥ 0,

(5.18)

Ejemplo 5.1. El siguiente ejemplo, ya mencionado an-
tes muestra la manera de aplicar el Teorema 4.1. Este
sistema, (pn (x)) , tomado, como lo hemos dicho de [17] ,
está dado por

xp2n (x) = p2n+1 (x) +
n+ 2

4 (n+ 1)
p2n−1 (x)

xp2n+1 (x) = p2n+2 (x) +
n+ 1

4 (n+ 2)
p2n (x) ,

n ≥ 0,

(5.19)

y las condiciones iniciales

p−1 (x) = 0, p0 (x) = 1, (5.20)

Evidentemente (pn (x)) está acotado por M = 3, y se
tiene que

x2p2n+1 (x) = xp2n+2 (x) +
n+ 1

4 (n+ 2)
xp2n (x)

= p2n+3 (x) +
(

n+ 3
4 (n+ 2)

+
n+ 1

4 (n+ 2)

)
p2n+1 (x)

+
1
16
p2n−1 (x) , n ≥ 0,

de lo cual(
x2 − 1

2

)
p2n+1 (x) = p2n+3 (x) +

1
16
p2n−1 (x) , n ≥ 0.

Haciendo entonces

p2n+1 (x) =
1
2n
Pn (x) , n ≥ 0, (5.21)

se obtiene que(
2x2 − 1

)
Pn (x) = Pn+1 (x) +

1
4
Pn−1 (x) , n ≥ 1,

(5.22)

con P0 (x) = x, P1 (x) = 2p3 (x) = 2x3 − x. Sea

w = w (x) = 2x2 − 1. (5.23)

De (5.22) se deduce entonces que

Pn (x) = xŨn (w) , n ≥ 0, (5.24)

(pues P0 (x) = x, P1 (x) = xw, de lo cual x−1Pn (x) =
Ũn (w) , n ≥ 0). Por otra parte, el sistema

(
p
(1)
n (x)

)
de los primeros asociados de (pn (x)) satisface

xp
(1)
2n (x) = p

(1)
2n+1 (x) +

n+ 1
4 (n+ 2)

p
(1)
2n−1 (x)

xp
(1)
2n+1 (x) = p

(1)
2n+2 (x) +

n+ 3
4 (n+ 2)

p
(1)
2n (x) ,

n ≥ 0,

(5.25)

y las condiciones iniciales

p
(1)
−1 (x) = 0, p(1)

0 (x) = 1. (5.26)

Entonces

x2p
(1)
2n (x)=p

(1)
2n+2 (x)+

(
n+ 3

4 (n+ 2)
+

n+ 1
4 (n+ 2)

)
p
(1)
2n (x)

+
(

n+ 1
4 (n+ 2)

n+ 2
4 (n+ 1)

)
p
(1)
2n−2 (x) , n ≥ 1,

de lo cual, haciendo

p
(1)
2n (x) =

1
2n
Qn (x) , n ≥ 0, (5.27)

se obtiene que(
2x2 − 1

)
Qn (x) = Qn+1 (x) +Qn−1 (x) , n ≥ 1.

(5.28)

Además

Q0 (x) = p
(1)
0 (x) = 1, Q1 (x) = 2p(1)

2 (x) = 2x2 − 3
4
.

Se deduce entonces, haciendo w = w (x) como en (5.23) ,

que Q0 (x) = 1, Q1 (x) = w +
1
4
, de lo cual se concluye

que

Qn (x) = Ũn (w) +
1
4
Ũn−1 (w) . (5.29)

Esto implica, de (5.21) , (5.22) , (5.28) y (5.29) que

p
(1)
2n (x)

p2n+1 (x)
=

1
x

[
1 +

1
4
Ũn−1 (w)

Ũn (w)

]
. (5.30)

Pero Ũ
(1)
n (w) = Ũn (w) para todo n ≥ 0. Por lo tan-

to, si X (z) denota la fracción continua de (pn (x)) , se
tendrá que

X (z) =
1
z

[
1 +

1
2

(
w − (

w2 − 1
)1/2

)]
, z /∈ [−1, 1] ,

(5.31)
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con w = 2z2−1. Esto resulta de (5.7) con w en el lugar
de z. Nótese que w ∈ [−1, 1] si y sólo si z ∈ [−1, 1] , lo
cual implica que

X (z) =
1
2z

+ z − (
z2 − 1

)1/2
, z /∈ [−1, 1] . (5.32)

Entonces,

X̃ (z) = lim ζ→z
Im ζ<0

X (ζ)

=



1
2z

+ z − (
z2 − 1

)1/2
, Im z < 0,

1
2z

+ z + i
√

1 − z2 , z ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ,

1
2z

+ z +
√
z2 − 1 , z ∈ R, z < −1,

1
2z

+ z −√
z2 − 1 , z ∈ R, z > 1,

(5.33)

donde, para z > 0,
√
z = e1/2Logz (siendo, como antes,

Log la rama principal de logaritmo) es la ráız cuadrada
usual de un número positivo. Debe observarse, como es
fácil hacerlo, que(

z2 − 1
)1/2 =

√
z2 − 1, z ≥ 1;(

z2 − 1
)1/2 = −√

z2 − 1, z ≤ −1,
(5.34)

mientras que

lim
Im z>0
z→x

(
z2 − 1

)1/2
= i

√
1 − x2;

lim
Im z<0
z→x

(
z2 − 1

)1/2
= −i

√
1 − x2, − 1 < x < 1.

(5.35)

Nótese que es natural haber escogido S = {−1, 0, 1} .
Como obviamente

lim
Im z<0
z→±1

(z ∓ 1) X̃ (z) = 0, (5.36)

mientras que

lim
Im z<0
z→0

zX̃ (z) =
1
2

(5.37)

y, por otra parte,

w (t) =
1
π

√
1 − t2χ (t) , t ∈ R, (5.38)

donde χ es la función caracteŕıstica de (−1, 0) ∪ (0, 1) ,
se deduce que el funcional de momentos L de (pn (x)) es

L (P (x)) =
1
π

∞∫
−∞

P (t)
√

1 − t2dt+
1
2
P (0) , (5.39)

o sea, que la medida espectral está dada por

dµ (t) =
1
π

√
1 − t2χ (t) dt+

1
2
δ (t) dt (5.40)

donde δ (t) es la medida de Dirac en ξ = 0. Nótese
que Suppµ = [−1, 1]. Obsérvese entonces que ξ = 0
es un punto de masa interior al soporte de la medida µ
(un valor propio de µ sumergido en el espectro continuo
[−1, 0) ∪ (0, 1]).

Nota 5.1. Como lo hemos mencionado en la Sección 3,
algunos problemas espectrales pueden manejarse razo-
nablemente mediante la fórmula de inversión de Stieltjes
(Fórmula 3.33) y el Teorema 3.5. Por ejemplo, para el
caso del Ejemplo 5.1 es fácil establecer la validez de

lim
ε→0+

1
π

ImX (t− iε) =
1
π

√
1 − t2χ (t) , t ∈ R, (5.41)

siendo χ (t) la función caracteŕıstica de (−1, 0) ∪ (0, 1) ,
con dudas acerca de lo que pueda suceder sobre el con-
junto S = {−1, 0, 1} . Si el comportamiento sobre S
es determinable (via el Teorema 3.5, por ejemplo), es
razonable suponer que la parte absolutamente continua

de la medida espectral dµ es
1
π

√
1 − t2χ (t) dt y que la

parte de saltos de dµ está soportada por S.

Ahora, de (5.19) se deduce fácilmente que

p2n (0) =
(−1)n n!
(2)n 4n

, p2n+1 (0) = 0. (5.42)

Aqúı (a)n , definido para a ∈ C por

(a)n =


1, n = 0
a, n = 1
a (a+ 1) · · · (a+ n− 1) , n > 1,

(5.43)

es el denominado śımbolo de Pochhammer (véase Rain-
ville [25], Chap. 4). Obsérvese que (1)n = n!, n =
0, 1, 2, . . . . De (5.19) y (1.8) se deduce también que

p2
2n (0)
λ2n

=
n!

(3)n
, n ≥ 0, (5.44)

de lo cual
∞∑
n=0

p2
n (0)
λ

=
∞∑
n=0

n!
(3)n

= F

(
1, 1

3

∣∣∣∣ 1) (5.45)
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donde

F

(
a, b

c

∣∣∣∣ z)
denota la función hipergeométrica (Rainville [25] , Chap.
4). Según la fórmula de Gauss (Rainville [25], Chap. 4,
Theorem 18.) se tiene entonces que

∞∑
n=0

p2
n (0)
λn

=
Γ (3) Γ (1)
Γ (2) Γ (2)

= 2, (5.46)

donde Γ (z) denota la función gamma. Por lo tanto

µ ({0}) =
1

∞∑
n=0

p2
n (0)
λn

=
1
2
, (5.47)

como lo establecimos en (5.37). Por otra parte, es fácil
verificar directamente, a partir de (5.19), que

p
(1)
2n (±1)√
λn

= 2

√
(3)n
n!

− 2n

√
n!

(3)n
. (5.48)

En el análisis de la convergencia de series relacionadas
con sistemas ortogonales, la fórmula asintótica (Askey
& Ismail [6])

Γ (a+ n)
Γ (b+ n)

∼ na−b, n→ ∞, (5.49)

es decir, la

lim
n→∞nb−a

Γ (a+ n)
Γ (b+ n)

= 1, (5.50)

es frecuentemente útil. Una consecuencia de la fórmula
de Stirling ([25], Chap. 2), (5.50) puede establecerse
también por métodos mucho más elementales. Nótese
que, como

(a)n =
Γ (a+ n)

Γ (a)
(5.51)

siempre y cuando a �= 0,−1,−2, . . . , se tendrá también
que

(a)n
(b)n

∼ Γ (b)
Γ (a)

na−b, a, b �= 0. (5.52)

Por lo tanto, (5.48) implica que(
p
(1)
2n (±1)

)2

λn
∼ 2n2, n→ ∞, (5.53)

lo cual asegura la divergencia de la serie

∞∑
n=0

(
p
(1)
2n (±1)

)2

λn
, (5.54)

aśı que µ ({−1}) = µ ({1}) = 0, como lo habiamos esta-
blecido en (5.36) . Aśı se recupera, de otra manera, la
fórmula (5.40).

Ejemplo 5.2. En este ejemplo denotaremos con
(qn (x)) el SMOP determinado por la relación de re-
currencia

xq2n (x) = q2n+1 (x) +
n+ 1

2 (2n+ 1)
q2n−1 (x) (5.55)

xq2n+1 (x) = q2n+2 (x) +
n+ 1

2 (2n+ 3)
q2n (x) , n ≥ 0,

y las condiciones iniciales

q−1 (x) = 0, q0 (x) = 1. (5.56)

Tal como en el Ejemplo 5.1 se obtiene que

x2q2n+1 (x)

= xq2n+3 (x) +
(

n+ 2
2 (2n+ 3)

+
n+ 1

2 (2n+ 3)

)
q2n+1 (x)

+
(n+ 1)2

4 (2n+ 1) (2n+ 3)
q2n−1 (x) , n ≥ 0,

(5.57)

de lo cual(
x2 − 1

2

)
q2n+1 (x) =

q2n+3 (x) +
1
4

(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 3)
q2n−1 (x) , n ≥ 0,

(5.58)

y haciendo entonces

q2n+1 (x) =
1
2n
Qn (x) , n ≥ 0, (5.59)

se llega a que(
2x2 − 1

)
Qn (x)

= Qn+1 (x) +
(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 3)
Qn−1 (x) , n ≥ 1,

(5.60)

con Q0 (x) = q1 (x) = x, Q1 (x) = 2q3 (x) = 2x3−x. Sea
w = w (x) como en (5.23) . El SMOP (Ln (x)) dado por

xLn (x)=Ln+1 (x)+
n2

(2n+ 1) (2n− 1)
Ln−1 (x) , n ≥ 0,

(5.61)

y las condiciones iniciales

L−1 (x) = 0, L0 (x) = 1, (5.62)

es clásico. Se conoce como el sistema mónico de los po-
linomios de Legendre (véase Rainville [25], Chap. 10.
También G. Szegö [29]) y de (5.60) se deduce que

Qn (x) = xL(1)
n (w) , n ≥ 0, (5.63)
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donde
(
L

(1)
n (x)

)
es el sistema de los primeros asociados

de (Ln (x)). La relación (5.63) se obtiene en efecto de
observar que Q0 (x) = x y Q1 (x) = xw = xL

(1)
1 (w),

y de lo establecido sobre correcursividad en la Sección
2. Por otra parte, el sistema

(
q
(1)
n (x)

)
de los primeros

asociados de (qn (x)) satisface

xq
(1)
2n (x) = q

(1)
2n+1 (x) +

n+ 1
2 (2n+ 3)

q
(1)
2n−1 (x) (5.64)

xq
(1)
2n+1 (x) = q

(1)
2n+2 (x) +

n+ 2
2 (2n+ 3)

q
(1)
2n (x) , n ≥ 0,

y las condiciones iniciales

q
(1)
−1 (x) = 0, q(1)0 (x) = 1. (5.65)

Entonces

x2q
(1)
2n (x)

= q
(1)
2n+2 (x) +

(
n+ 1

2 (2n+ 3)
+

n+ 2
2 (2n+ 3)

)
q
(1)
2n (x)

+
n+ 1

2 (2n+ 3)
n+ 1

2 (2n+ 1)
q
(1)
2n−2 (x) , n ≥ 0,

y haciendo

q
(1)
2n (x) =

1
2n
Rn (x) , n ≥ 0, (5.66)

se obtiene que(
2x2 − 1

)
Rn (x)

= Rn+1 (x) +
(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 3)
Rn−1 (x) , n ≥ 1.

(5.67)

que es la misma relación (5.60). Sin embargo, ahora

R0 (x) = q
(1)
0 (x) = 1, R1 (x) = 2q(1)2 (x) = 2x2 − 2

3
=

w +
1
3
, con w = 2x2 − 1 como en (5.23) , aśı que

Rn (x) = L(1)
n (w) +

1
3
L

(2)
n−1 (w) , (5.68)

lo cual implica, de (5.59), (5.63), (5.56) y (5.68) que la
FC de (qn (x)) está dada por los n convergentes

X2n (x) =
q
(1)
2n (x)

q2n+1 (x)
=

1
x

[
1 +

1
3
L

(2)
n−1 (w)

L
(1)
n (w)

]
, (5.69)

estando aśı relacionada con la fracción continua L(1) (w),
w = 2x2−1, de los primeros asociados de los polinomios
de Legendre. Nos queda por determinar esta última.

Ahora, el sistema {Ln (x)} de los polinomios de Le-
gendre es ortogonal (Rainville [25] , Chap. 10) con
respécto a la medida espectral

dµ (t) =
1
2
χ (t) dt (5.70)

donde χ (t) es la función caracteŕıstica del conjunto
(−1, 1) . Del Teorema de Markov (Teorema 3.3) se dedu-
ce entonces que la fracción continua L (z) de {Ln (x)}
es

L (z) =
1
2

1∫
−1

dz

z − t
=

1
2

Log
(
z − 1
z + 1

)
, z /∈ [−1, 1] ,

(5.71)

donde Log es la rama principal del logaritmo (argu-
mento en (−π, π]), aśı que L (z) es anaĺıtica fuera de
[−1, 1] . Por otra parte, de la relación de recurrencia de{
L

(1)
n (x)

}
se deduce que su fracción continua L(1) (z)

está relacionada con la L (z) por

L (z) =
1

z − 1
3
L(1) (z)

, (5.72)

aśı que

L(1) (z) = 3
(
z − 1

L (z)

)
, (5.73)

y de (5.69) se deduce entonces que

X (z) =
1
z

[
1 − w +

1
L (w)

]
(5.74)

donde w = 2z2−1 es como en (5.23). La relación (5.74)
se simplifica en

X (z) =
2
z

1 − z2 +
1

Log
(

1 − 1
z2

)
 , z /∈ [−1, 1] ,

que es anaĺıtica fuera de [−1, 1] (y no sólo fuera de un
intervalo [−M,M ] alrededor de [−1, 1]). Por lo tanto,
si

X̃ (z) = lim
Im ζ<0
ζ→z

X (ζ) , (5.75)
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entonces

X̃ (z)

=



2
z

1 − z2 +
1

Log
(

1 − 1
z2

)
 Im z < 0,

2
z

1 − z2 +
1

log
(

1
z2

− 1
)

+ iπ

 , z ∈ (−1, 0) ,

2
z

1 − z2 +
1

log
(

1
z2

− 1
)
− iπ

 , z ∈ (0, 1) ,

2
z

1 − z2 +
1

log
(

1 − 1
z2

)
 , |z| > 1, z ∈ R.

(5.76)

En este caso S = {−1, 0, 1} , y observamos que

lim
Im z<0
z→±1

(z ∓ 1) X̃ (z) = lim
Im z<0
z→0

zX̃ (z) = 0, (5.77)

lo cual da origen a la medida espectral absolutamente
continua

dµ (t) =
1
πi

Im X̃ (z)

=
2χ (t) dt

|t|
[

Log2

(
1
t2

− 1
)

+ π2

] (5.78)

donde χ (t) es la función caracteŕıstica del conjunto
(−1, 0) ∪ (0, 1) .

Para ejemplos menos triviales de la aplicación del
Teorema 4.1, véanse Aldana, Charris & Mora [2], aśı
como Charris & Mora [16]. De hecho, estos art́ıculos
consideran en detalle las aplicaciones de dicho teorema
a los sistemas cribados [4], [5], [11], [12], a los definidos
por aplicaciones polinomicas (Geronimo y Van Assche
[20]) y, aún, a la teoŕıa general de los sistemas definidos
por bloques de relaciones de recurrencia ([2], [16]).

En las siguientes secciones revisaremos la teoŕıa de
bloques de relaciones de recurrencia y aplicaremos el
Teorema 4.1 para la determinación de las medidas es-
pectrales de sistemas que son primeros asociados de sis-
temas definidos por bloques. Como esto no requiere
adaptaciones especiales del método, creemos que esto se
puede interpretar como una garant́ıa de su versatilidad.

6. Bloques de relaciones de recurrencia

Si k ≥ 2 es un entero, las relaciones de recurrencia dadas
para cada n ≥ 0 en la forma de bloques de k ecuaciones
cada uno,(
x− b(j)n

)
pnk+j (x) = pnk+j+1 (x) + a(j)

n pnk+j−1 (x) ,
(6.1)

donde 0 ≤ j ≤ k − 1, surgen en diversos contextos, al-
gunos de sumo interés (véanse [2], [16]).

La aplicabilidad del Teorema 4.1 a sistemas definidos
por tal tipo de relaciones, que incluyen una grán va-
riedad de clases distintas de polinomios ortogonales, ha
demostrado ser especialmente efectiva. Por esta razón
incluimos en esta sección, en forma más o menos es-
quemática, una descripción de tal teoŕıa de bloques.
Descripciones mas detalladas del mismo material pue-
den encontrarse en [2] , [11] , [12] , [16] y [17].

El sistema (6.1) puede escribirse matricialmente en la
forma

An



pnk+1 (x)
pnk+2 (x)
pnk+3 (x)

...
pnk+k−1 (x)
pnk−1 (x)


=



(
x− b

(0)
n

)
pnk (x)

a
(1)
n pnk (x)

0
...
0

pnk+k (x)


(6.2)

donde An = [an,i,j ] es la matriz k × k dada por

an,1,j = δ1,j + a
(0)
n δ1,j−k+1,

an,k,j = −a(k−1)
n δi,j+2 +

(
x− b

(k−1)
n

)
δk,j+1,

1 ≤ j ≤ k

y por

an,i,j = −a(i−1)
n δi,j+2 +

(
x− b

(i−1)
n

)
δi,j+1 − δi,j ,

1 ≤ j ≤ k

para i = 2, 3, . . . , k − 1.
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Si definimos

∆n(i, j) =



0 si j < i− 2
1 si j = i− 2

(6.3)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− b(i−1)

n −1 0 · · · 0 0
−a(i)

n x− b(i)n −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · −a(j)
n x− b(j)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
si j ≥ i− 1

la regla de Cramer permite resolver (6.2) para pnk+j (x), 1 ≤ j ≤ k, en términos de pnk (x) y pnk+k (x). Puesto que
pnk−1 (x) = p(n−1)k+k−1 (x), se obtienen dos representaciones de pnk−1 (x) de manera natural. Eliminándolas por
igualación, haciendo Pn (x) := pnk (x) y suponiendo que

∆n (2, k − 1) = ∆0 (2, k − 1) , n ≥ 0, (6.4)

es decir, que ∆n (2, k − 1) es independiente de n, una hipótesis que será básica en todo lo que sigue, se obtiene la
relación de recurrencia:((

x− b(0)n

)
∆n (2, k − 1) − a(1)

n ∆n (3, k − 1)− a(0)
n ∆n−1 (2, k − 2)

)
Pn (x) =

Pn+1 (x) + a(0)
n a

(1)
n−1 · · · a(k−1)

n−1 Pn−1 (x) , n ≥ 0 (6.5)

donde P−1 (x) = ∆−1 (2, k − 2) = 0. La deducción completa de esta última relación puede encontrarse en [11] y [12].
Los polinomios Pn (x) se denominan los polinomios de encadenamiento de los bloques (6.2).

Para l ≥ 0 un entero, los polinomios l-asociados
{
P

(l)
n (x)

}
de {Pn (x)} se definen mediante((

x− b
(0)
n+l

)
∆n (2, k − 1) − a

(l)
n+l∆n+l (3, k − 1)− a

(0)
n+l∆n−1+l (2, k − 2)

)
P (l)
n (x) =

P
(l)
n+1 (x) + a

(0)
n+la

(1)
n−1+l · · · a(k−1)

n−1+lP
(l)
n−1 (x) , n ≥ 0 (6.6)

y las condiciones iniciales

P
(l)
−1 (x) = 0, P (l)

0 (x) = 1.

Observamos que si un sistema de polinomios {Qn (x)}n≥0 satisface la relación de recurrencia anterior para n ≥ 1,
entonces

Qn (x) = Q0 (x)P (l)
n (x) +

(
Q1 (x) −Q0 (x)P (l)

1 (x)
)
P

(l+1)
n−1 (x) , n ≥ 0.

Esto implica que

p
(1)
(n+1)k−1 (x) = ∆0 (2, k − 1)P (1)

n (x) (6.7)

y que

p
(2)
(n+1)k−2 (x) = ∆0 (3, k − 1)P (1)

n (x)

+a(0)
1 a

(2)
0 · · · a(k−1)

0 P
(2)
n−1 (x)

(6.8)

para todo n ≥ 0 (haciendo a(2)
0 · · · a(k−1)

0 = 1 si k = 2). Aśı, si {pn (x)} es acotado por M, entonces el ĺımite de su
fracción continua viene dado por

lim
n→∞

p
(1)
n−1 (z)
pn (z)

= lim
n→∞

p
(1)
nk−1 (z)
pnk (z)

= ∆0 (2, k − 1)Y (z) (6.9)
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para |z| > M, donde

Y (z) = lim
n→∞

P
(1)
n−1 (z)
Pn (z)

. (6.10)

Análogamente, para
{
P

(1)
n (x)

}
tenemos que

lim
n→∞

p
(2)
n−1 (z)

p
(1)
n (z)

=
1

∆0 (2, k − 1)
(∆0 (3, k − 1)

+a(0)
1 a

(2)
0 · · · a(k−1)

0 Y (1) (z)
) (6.11)

donde

Y (1) (z) = lim
n→∞

P
(2)
n−1 (z)

P
(1)
n (z)

, |z| > M. (6.12)

Nota 6.1. Si X(1) (z) es la fracción continua de los
primeros asociados de {pn (x)} entonces

X(1) (z) =
1
C1

{
z −B0 − 1

X (z)

}
, (6.13)

dondeX (z) es la fracción continua del sistema {pn (x)} .
Esto es obvio de (2.15)

Nota 6.2. Un sistema {pn (x)} de polinomios dado por
una relación de recurrencia en bloques como (6.1) se de-
nomina un sistema de polinomios cribados de primera
clase si b

(j)
n = 0 para j = 1, 2, . . . , k − 1, si k ≥ 2,

a
(j)
n =

1
4

para j = 2, 3, . . . , k − 1, si k > 2,

(6.14)

de tal manera que sólo b(0)n , a
(0)
n y a(1)

n pueden depender
de n. En tal caso

∆n (i, j) =
{

0 si j < i− 2
Ũj−i+2 si j ≥ i− 2, i ≥ 2,

(6.15)

donde Ũn (x) es el n-ésimo polinomio mónico de Chebys-
hev de segunda clase (véase el Apéndice). Suponiendo
que {pn (x)} está acotado por M , (6.9) se transforma en

lim
n→∞

p
(1)
n−1 (z)
pn (z)

= Ũk−1 (z)Y (z) , |z| > M, (6.16)

donde Y (z) es como en (6.10).

Nota 6.3. Si {pn (x)} es un sistema de polinomios cri-
bados de primera clase,

{
p
(1)
n (x)

}
se denomina un sis-

tema de polinomios cribados de segunda clase. Por
consiguiente, el sistema {qn (x)} (qn (x) := p

(1)
n (x)) de

los polinomios cribados de segunda clase está definido
por los bloques de relaciones de recurrencia(
x− d

(j)
n

)
qnk+j (x) = qnk+j+1 (x) + c

(j)
n qnk+j−i (x) ,

j = 0, . . . , k − 1, n ≥ 0,
(6.17)

donde k ≥ 2 y d
(j)
n = 0 para j = 0, 1, . . . , k − 2, si k ≥ 2,

c
(j)
n =

1
4

para j = 2, 3, . . . , k − 2, si k ≥ 2,

(6.18)

aśı que sólo d
(k−1)
n , c

(0)
n y c

(k−1)
n pueden depender de

n. Si {Pn (x)} es el sistema de polinomios de encadena-
miento de {pn (x)} , (6.7) y (6.8) se transforman en

q(n+1)k−1 (x) = Ũk−1 (x)P (1)
n (x) (6.19)

q
(1)
(n+1)k−2 (x) =

Ũk−2 (x)P (1)
n (x) +

1
4(k−2)

C
(k−1)
0 P

(2)
n−1 (x) (6.20)

para todo n ≥ 0. Por lo tanto, si {qn (x)} está acotado
por M,

lim
n→∞

q
(1)
n−1 (z)
qn−1 (z)

=

1

Ũk−1 (x)

(
Ũk−2 (x) +

1
4(k−2)

C
(k−1)
0 Y (1) (z)

)
, (6.21)

|z| > M , donde Y (1) (z) es como en (6.12).

Si {pn (x)} es un sistema de polinomios cribados de la
primera clase,

{
p
(i)
n (x)

}
, i ≥ 0, se denomina un sistema

de polinomios cribados de la i+ 1-ésima clase.

El lector podrá encontrar demostraciones detalladas
de los resultados de esta sección en [2] , [11] , [12] y [16].

7. Dos ejemplos de sistemas definidos por
bloques generales de relaciones de recurrencia

Los sistemas que usaremos ahora como ejemplos tie-
nen caracteŕısticas especiales, y son particularmente
complejos. Constituyeron el material de la tesis de
Maestŕıa de G. Preciado. Son además de cierta im-
portancia, al ser primeros asociados de otros sistemas,
un tipo de polinomios poco tratado en la literatura, y
usualmente considerado dif́ıcil de manejar. Esto mues-
tra posiblemente las cualidades de nuestro método.
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En esta sección, estudiaremos en primer lugar el sis-
tema

{
q
(1)
n (x)

}
de los primeros asociados del sistema

{qn (x)}, donde los qn (x) vienen dados para todo n ≥ 0
por las 2k-relaciones de recurrencia
xq2nk+j (x) =

q2nk+j+1 (x) + a(j)
n q2nk+j−1 (x) , n ≥ 0, (7.1)

donde 0 ≤ j ≤ 2k − 1, q−1 (x) = 0, q0 (x) = 1, y

a(0)
n =

n

2 (2n+ α+ β + 1)
, a(1)

n =
n+ α+ β + 1

2 (2n+ α+ β + 1)

a(k)
n =

n+ β + 1
2 (2n+ α+ β + 2)

, a(k+1)
n =

n+ α+ 1
2 (2n+ α+ β + 2)

.

(7.2)

Si k > 2, suponemos que

a(j)
n =

1
4
, 2 ≤ j ≤ 2k − 1, j �= k, k + 1. (7.3)

A lo largo de toda la sección supondremos que k ≥ 2
y que {qn (x)} satisface la condición de positividad
α > −1, β > −1, α+ β > −1, α �= 0. Como es claro, el
sistema

{
q
(1)
n (x)

}
es acotado y positivo, pues {qn (x)}

lo es.

Lema 6.1. La fracción continua del sistema
{
q
(1)
n (x)

}
es

X(1) (z) =
2

U2k−1 (z)

{
zU2k−1 (z) − 1

Xα,β (T2k (z))

}
,

(7.4)

para z ∈ C � [−1, 1] donde Xα,β (z) es la fracción con-
tinua de los polinomios de Jacobi (véase (8.23)).

Demostración. En efecto, los polinomios de encade-
namiento Qn (x) := q

(1)
2nk (x) , satisfacen la relación de

recurrencia, n ≥ 0,

[
x∆n+1 (2, 2k − 1)− a

(1)
n+1∆n+1 (3, 2k − 1) −a(0)

n+1 (2, 2k − 2)
]
Qn (x)=Qn+1 (x) + 42(2−k)a(0)

n+1a
(1)
n a(k−1)

n a(k)
n Qn−1 (x) ,

(7.5)

donde

∆n (2, 2k − 1) = Ũ2k−1 (x) , (7.6)

∆n (2, 2k − 2) = xŨk−1 (x) Ũk−2 (x) − a(k+1)
n Ũk−1 (x) Ũk−3 (x) − a(k)

n Ũ2
k−2 (x) , (7.7)

y

∆n+1 (3, 2k − 1) = xŨk−1 (x) Ũk−2 (x) − a
(k)
n+1Ũk−1 (x) Ũk−3 (x) − a

(k+1)
n+1 Ũ2

k−2 (x) (7.8)

para todo n ≥ 0, como resulta de cálculos directos, y de las condiciones iniciales

Q−1 (x) = 0, Q0 (x) = 1. (7.9)

Haciendo Q̃n (x) = 2(2k−1)nQn (x), usando (7.6) , (7.7) , (7.8) (7.9) y el hecho de que

a
(1)
n+1a

(k)
n + a

(0)
n+1a

(k+1)
n + a

(1)
n+1a

(k)
n+1 + a

(0)
n+1a

(k)
n =

1
4
, n ≥ 0, (7.10)

(7.5) se transforma en[
T2k (x) − β2 − α2

(2 (n+ 1) + α+ β) (2 (n+ 1) + α+ β + 2)

]
= Q̃n+1 (x) + CnQ̃n−1 (x) , (7.11)

para todo n ≥ 0 donde

Cn =
4 (n+ 1) (n+ α+ 1) (n+ β + 1) (n+ α+ β)

(2 (n+ 1) + α+ β − 1) (2 (n+ 1) + α+ β)2 (2 (n+ 1) + α+ β + 1)
.
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Ya que el sistema
{(

P
(α,β)
n

)(1)

(T2k (x))
}

satisface

esta última relación de recurrencia, y dado que(
P

(α,β)
0

)(1)

(T2k (x)) = Q̃0 (x) y(
P

(α,β)
1

)(1)

(T2k (x)) = Q̃1 (x) ,

se tiene entonces que

Qn (x) = 2(1−2k)n
(
P (α,β)
n

)(1)

(T2k (x)) (7.12)

para todo n ≥ 0, donde
{(

P
(α,β)
n

)(1)

(x)
}

es el sistema

de los primeros asociados de los polinomios
{
P

(α,β)
n (x)

}
de Jacobi (véase el Apéndice). Similarmente, pa-
ra el sistema

{
Q

(1)
n (x)

}
de los primeros asociados de

{Qn (x)} se obtiene que

Q(1)
n (x)=2(1−2k)n

(
P (α,β)
n

)(2)

(T2k (x)) , n ≥ 0. (7.13)

Por lo tanto

Y (1) (z) = lim
n→∞

Q
(1)
n−1 (x)

Q
(2)
n (x)

= 22k−1X
(1)
α,β (T2k (z))

= 22k−3 ∗ (α+ β + 2)2 (α+ β + 3)
(α+ 1) (β + 1)

[
(T2k (z)) − β − α

α+ β + 2
− 1
Xα,β (T2k (z))

]
, (7.14)

donde X(1)
α,β (T2k (z)) es la fracción continua de los primeros asociados de los polinomios de Jacobi calculada en T2k (z).

Aśı, de (6.11) , la fracción continua X(1) (z) de
{
q
(1)
n (x)

}
es

X(1) (z) =
1

U2k−1 (z)
{∆0 (3, 2k − 1) +

1
2

(
1
4

)2k−3 (α+ 1) (β + 1)
(α+ β + 2)2 (α+ β + 3)

22k−1X
(1)
α,β (T2k (z))} . (7.15)

Por otra parte de (7.7) , (7.8) y (A.5, Apéndice) se tiene que

∆0 (3, 2k − 1) = 4
[
Uk−1 (z)Tk−1 (z) − 2a(k−1)

0

]
= 4

[
Uk−1 (z)Tk−1 (z) − (α+ 1)

α+ β + 2

]
(7.16)

y sustituyendo en (7.15) obtenemos que

X(1) (z) =
1

U2k−1 (z)

{
4
(
Uk−1 (z)Tk−1 (z) − α+ 1

α+ β + 2

)
+

(
1
4

)k−2 (α+ 1) (β + 1)
(α+ β + 2)2 (α+ β + 3)

X
(1)
α,β (T2k (z))

}
= {2Uk−1 (z)Tk−1 (z) + T2k (z)} − 2

U2k−1 (z)

{
1 − 1

Xα,β (T2k (z))

}
=

2
U2k−1 (z)

{
zUk−1 (z) − 1

Xα,β (T2k (z))

}
(7.17)

como se queŕıa demostrar, pues como se verifica fácilmente,

zU2k−1 (z) = 2Uk−1 (z)Tk−1 (z) + T2k (z) − 1.

Ya que T2k (z) /∈ [−1, 1] y U2k−1 (z) /∈ [−1, 1] cuando z /∈ [−1, 1] y dado que

Xα,β (T2k (x)) =
1

1 + T2k (x)

∞∑
n=0

(β + 1)n
(α+ β + 1)n

(
2

1 + T2k (x)

)n
> 0 (7.18)

cuando x ∈ R − [−1, 1], (7.17) vale para C − [−1, 1].
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Estudiaremos ahora el comportamiento de X(1) (z) en [−1, 1]. Obsérvese que X(1) (z) puede extenderse continua-
mente a todo z, con Im z ≤ 0, excepto posiblemente a los puntos del conjunto

S = {x ∈ [−1, 1] | T2k (x) = ±1} ∪ {x ∈ [−1, 1] | U2k−1 (x)Xα,β (T2k (x)) = 0} (7.19)

Nótese además que ImXα,β (T2k (x)) �= 0, aśı que Xα,β (T2k (x)) �= 0, para x ∈ (−1, 1) �S. Esto resulta de ((A.24),
Apéndice). Por lo tanto

U2k−1 (x)Xα,β (T2k (x)) �= 0

en esos puntos.

Las identidades (A.5) y (A.6) en el Apéndice implican que

S = {1,−1, ξ1, . . . , ξ2k−1} , (7.20)

donde ξ1, . . . , ξk−1 son las ráıces de Uk−1 (x) y ξk, . . . , ξ2k−1 son las de Tk (x). Aśı debemos examinar 3 casos: 1) ξ es
una ráız de Uk−1 (x) ; 2) ξ es una ráız de Tk (x) ; 3) ξ = ±1. Examinaremos caso por caso:

1. ξ es una ráız de Uk−1 (x)

Si α > 0 y β > −1, de (A.23) se tiene que

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (T2k (z)) = lim
Im z<0
z→ξj

1
T2k (z) + 1

F

(
1, β + 1

α+ β + 2

∣∣∣∣ 2
T2k (z) + 1

)
=

Γ (α+ β + 2) Γ (α)
2Γ (α+ β + 1)Γ (α+ 1)

= (7.21)

Por lo tanto,

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) = lim
Im z<0
z→ξj

2 (z − ξj)
U2k−1 (z)

{
zU2k−1 (z) − 1

Xα,β (T2k (z))

}

= − α

U ′
2k−1 (ξj) (α+ β + 1)

=
2 (1 − ξj)α
k (α+ β + 1)

(7.22)

pues U ′
2k−1 (ξ) =

−2kT2k (ξ)
1 − ξ2

para ξ = ξ1, . . . , ξ2k−1. Se deduce que la medida de ortogonalidad de
{
q
(1)
n (x)

}
tiene

masas en estos puntos. Ahora, si −1 < α < 0 y β > −1, (1.57) , (1.58) , la fórmula binomial de Newton y la fórmula
((A.18) , Apéndice) implican que

Xα,β (T2k (z)) =
α+ β + 1

α

1
T2k (z) + 1

F

(
1, β + 1

1 − α

∣∣∣∣T2k (z) − 1
T2k (z) + 1

)
+

Γ (α+ β + 2) Γ (−α)
2Γ (β + 1)

(
T2k (z) − 1
T2k (z) + 1

)α(
2

T2k (z) + 1

)−α−β
(7.23)

Entonces

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (T2k (z)) = ∞ y lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) = 0. (7.24)

y la medida de ortogonalidad de
{
q
(1)
n (x)

}
no porta masas en los puntos ξ = ξ1, . . . , ξ2k−1.

2. ξ es una ráız de Tk (x)

Observemos primero que en este caso ξ es una ráız de T2k (x)+1. Aplicando (A.18) y (A.23) del Apéndice obtenemos
que
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Xα,β (T2k (z)) =

α+ β + 1
β

1
T2k (z) − 1

F

(
1, β + 1

1 − β

∣∣∣∣T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)
+

Γ (α+ β + 2)Γ (−β)
2Γ (α+ 1)

(
T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)β ( 2
1 − T2k (z)

)−α−β
.

(7.25)

Entonces

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (z) = ∞ y lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) = 0. (7.26)

siempre que −1 < β < 0 y α �= 0, aśı que, en este caso, la medida de ortogonalidad no porta masas en los puntos
ξ = ξk, . . . , ξ2k−1, las ráıces de Tk (x).

Ahora si α �= 0, β > 0 tenemos

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (T2k (z)) =

lim
Im z<0
z→ξj

1
T2k (z) − 1

F

(
1, α+ 1

α+ β + 2

∣∣∣∣ 2
1 − T2k (z)

)
= − Γ (α+ β + 2)Γ (β)

2Γ (α+ β + 1) Γ (β + 1)
= −α+ β + 1

2β
(7.27)

Luego,

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X(1) (z) =
2β

(
1 − ξ2j

)
k (α+ β + 1)

. (7.28)

lo que implica en este caso que la medida porta masas en las ráıces ξj de Tk (x) con el valor dado por (7.28).

Queda por considerar el caso β = 0. Aplicando la transformación de Kummer (A.18) al primer término de (7.25),
y haciendo β → 0 se obtiene, siempre y cuando |T2k (z) + 1| < |T2k (z) − 1|, que

Xα,0 (T2k (z)) =

− α+ 1
2

(
2

1 − T2k (z)

)α{ ∞∑
n=1

(−α)n

n · n!

(
T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)n
− log

(
T2k (z) + 1
T2k (z) − 1

)
+

∞∑
n=0

α

(n+ α+ 1) (n+ 1)

}
(7.29)

Luego

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,0 (T2k (z)) = ∞ y lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X (z) = 0, (7.30)

y por lo tanto la medida de ortogonalidad no porta masas en las ráıces de T2k (x), en este caso.

3. ξ = ±1

Para −1 < α < 0 y β arbitrario, (7.25) implica que

lim
Im z<0
z→ξj

Xα,β (z) = ∞. (7.31)

Entonces

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X (z) = 0. (7.32)

A su vez, si α > 0 entonces

lim
Im z<0
z→1

Xα,β (z) =
α+ β + 1

2α
. (7.33)
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Luego, en cualquier circunstancia,

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)X (z) = 0. (7.34)

Por lo tanto, la medida de ortogonalidad no porta masas en los puntos extremos z = ±1.

Calcularemos ahora expĺıcitamente la medida µ asociada al sistema
{
q
(1)
n (x)

}
. Obsérvese que la función de peso

ω (x) de la parte absolutamente continua de µ viene dada por:

ω (x) =
1
π

Im X̃ (x) =
1
π

Im

(
−2

U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

)
=

2
π

 Im
(
U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

)
∣∣∣U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

∣∣∣2


=
2Γ (α+ β + 2)

(
1 − x2

)α |Tk (x)|2β+1 |Uk−1 (x)|2α+1

Γ (α+ 1)Γ (β + 1)
∣∣∣U2k−1 (x) X̃α,β (T2k (x))

∣∣∣2 χ (x)

=
Γ (α+ β + 2)

(
1 − x2

)α |Tk (x)|2β−1 |Uk−1 (x)|2α−1

2Γ (α+ 1) Γ (β + 1)
∣∣∣X̃α,β (T2k (x))

∣∣∣2 χ (x)

(7.35)

donde χ (x) denota la función caracteŕısitca de (−1, 1) � S.

El análisis anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 7.1. Sean µ la medida de ortogonalidad del sistema
{
q
(1)
n (x)

}
, {ξ1, . . . , ξk−1} las ráıces de Uk−1 (x) ,

{ξk, . . . , ξ2k−1} las ráıces de Tk (x), y ω (x) como en (7.35) . Entonces:

1. Si α > 0 y −1 < β ≤ 0,

dµ (x) = ω (x) dx+
2α

α+ β + 1

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx (7.36)

2. Si α > 0 y β > 0,

dµ (x) = ω (x) dx+
2α

α+ β + 1

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) +
2β

α+ β + 1

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) (7.37)

3. Si −1 < α < 0 y β > 0,

dµ (x) = ω (x) dx+
2β

α+ β + 1

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx. (7.38)

4. Si −1 < α < 0 y −1 < β < 0,

dµ (x) = ω (x) dx (7.39)

Los polinomios anteriores fueron descubiertos por R.
Askey en [5] y denominados por él polinomio cribados
de Jacobi de la primera clase. Su medida de ortogonali-
dad, la cual es absolutamente continua, fué establecida
en [5] y, por otros procedimientos en [2] y [16]. El he-
cho de que los {qn (x)} puedan obtenerse por un proce-
so de cribación ([2] , [5]) no parece ayudar mucho en la
determinación de las medidas espectrales del sistema

{
q
(1)
n (x)

}
de sus cribados, el cual resulta ser mucho más

complejo. De más ayuda puede ser tal vez el que dichos
sistemas pueden obtenerse por medio de aplicaciones po-
linómicas (20), aunque ésto no parece del todo evidente.
Creemos, de todas maneras, que nuestro procedimiento
es más eficiente y fácil de aplicar.
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De hecho, el procedimiento es aplicable aún a siste-
mas que, estando definidos por bloques de relaciones de
recurrencia, no son sistemas cribados ni pueden obte-
nerse por medio de aplicaciones polinómicas. Tal es el
caso del sistema

{
p
(1)
n (x)

}
de los primeros asociados de

los polinomios {pn (x)} dados por los bloques

xp2nk+j (x) = p2nk+j+1 (x) + a
(j)
n p2nk+j−1 (x)

j = 0, . . . , 2k − 1, n ≥ 0
(7.40)

donde

a(0)
n =

n+ α

2 (2n+ α+ β + 1)

a(1)
n =

n+ β + 1
2 (2n+ α+ β + 1)

a(k)
n =

n+ α+ β + 1
2 (2n+ α+ β + 2)

a(k+1)
n =

n+ 1
2 (2n+ α+ β + 2)

. (7.41)

para n ≥ 0 y k ≥ 2. Si k > 2, suponemos que

a(j)
n =

1
4
, j = 2, 3, . . . , 2k − 1, j �= k, k + 1, n ≥ 0.

(7.42)

Este sistema está evidentemente relacionado con los
polinomios cribados de Jacobi-Askey de primera clase
mencionados anteriormente (veánse [2] y [16]). Supone-
mos que α > −1, β > −1, α + β > −1 y α �= 0, lo cual
determina las condiciones de positividad de {pn (x)} .
Obsérvese que, en estas circunstancias {pn (x)} es tam-
bién acotado. La fracción continua de este sistema fué
establecida en [16] y está dada por

X (z) =
U2k−1 (z)Xα,β (T2k (z))

1 +
2α

α+ β + 1
Tk (z)Uk−2 (z)Xα,β (T2k (z))

(7.43)

donde Xα,β (z) es la fracción continua de los polinomios
de Jacobi ((A.23), Apéndice) lo cual permite concluir
que {pn (x)} no puede obtenerse a partir de los polino-
mios de Jacobi mediante cribación directa o mediante
aplicaciones polinómicas. La relación (A.18) permite
concluir que la fracción continua Y (1) (z) del sistema{
p
(1)
n (x)

}
de los primeros asociados de {pn (x)} está

dada por

Y (1) (z) =
2 (α+ β + 3)

(1 + α)U2k−1 (z)

{
zU2k−1 (z) − 2α

α+ β + 1
Tk (z)Uk−2 (z)

}
− 2 (α+ β + 3)

(1 + α)U2k−1 (z)
1

Xα,β (T2k (z))

=
α+ β + 3
(1 + α)

{
X(1) (z) − 2αUk−2 (z)

(α+ β + 1)Uk−1 (z)

}
(7.44)

para z ∈ C − [−1, 1] , donde X(1) (z) es como en (7.4) .

Teorema 7.2. Sean υ la medida de ortogonalidad de
{
p
(1)
n (x)

}
, {ξ1, . . . , ξk−1} las ráıces de Uk−1 (x),

{ξk, . . . , ξ2k−1} las ráıces de Tk (x) y u (x) =
α+ β + 3

1 + α
ω (x) , dinde ω es como en (7.35). Entonces:

1. Si α > 1 y −1 < β ≤ 0,

dυ (x) = u (x) dx (7.45)

2. Si α > 0 y β > 0,

dυ (x) = u (x) dx+
2β (α+ β + 3)

(1 + α) (α+ β + 1)

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx. (7.46)
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3. Si −1 < α < 0 y β > 0,

dυ (x) = u (x) dx− (α+ β + 3)
(1 + α)

2α
α+ β + 1

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx+
(α+ β + 3)

(1 + α)
2β

α+ β + 1

2k−1∑
j=k

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx,

(7.47)

4. Si −1 < α < 0 y −1 < β < 0

dυ (x) = u (x) dx− 2α (α+ β + 3)
(1 + α) (α+ β + 1)

k−1∑
j=1

1 − ξ2j
k

δ (x− ξj) dx. (7.48)

Demostración. La ecuación (7.44) permite establecer el comportamiento de la fracción continua Y (1) (z) en términos
del de X(1) (z) . El cálculo de la parte absolutamente continua de la medida y el análisis del comportamiento de
Y (1) (z) en los puntos ξk, . . . , ξ2k−1 (las ráıces de Tk (x)) y en ±1 es el mismo que el hecho para X(1) (z) en la sección
anterior. Resta por examinar el caso en que ξ es ráız de Uk−1 (x). Para ésto supongamos primero que α > 0 y β > −1
y aplicando (7.44) obtenemos

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)Y (1) (z) =
−2 (α+ β + 3)

(1 + α)U ′
2k−1 (ξj)

{
2α

α+ β + 1
Tk (ξj)Uk−2 (ξj) +

2α
α+ β + 1

}
.

Teniendo en cuenta que Tk (ξj)Uk−2 (ξj) = −1 para j = 1, . . . , k − 1, vemos que

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)Y (1) (z) = 0. (7.49)

Por lo tanto, υ no porta masas en estos puntos.

Ahora, si Si −1 < α < 0 y β > −1, utiliz&o (6.44) obtenemos que

lim
Im z<0
z→ξj

(z − ξj)Y (1) (z) =
−2α (α+ β + 3)

(
1 + ξ2j

)
(1 + α) (α+ β + 1) k

. (7.50)

Esto implica que υ si porta en tal caso masas en las ráıces de Uk−1 (x) con amplitudes dadas precisamente por (7.50).

Apéndice
Polinomios de Chebyshev y Jacobi.

Función Gamma y función hipergeométrica

1. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev de primera y segunda cla-
ses {Tn (x)} y {Un (x)} están definidos ([25] , [29]) por
la relación de recurrencia

2xyn (x) = yn+1 (x) + yn−1 (x) , n ≥ 1 (A.1)

y las condiciones iniciales

T0 (x) = 1, T1 (x) = x y U0 (x) = 1, U1 (x) = 2x.
(A.2)

Por razones prácticas, se harán evidentes posteriormen-
te, convendremos en que T−1 (x) = U−1 (x) = 0. Si
x = cos θ, entonces

Tn (x) = cosnθ, Un (x) =
sen (n+ 1) θ

sen θ
, n ≥ 0

(A.3)

para 0 < θ < π como resulta de las identidades trigo-
nométricas elementales.

Las relaciones

2Tn (x) = Un (x) − Un−2 (x) ,
U2
n−1 (x) − Un (x)Un−2 (x) = 1, n ≥ 1 (A.4)

1 − T 2
n (x) =

(
1 − x2

)
U2
n−2 (x) ,

1 − T2n (x) = 2
(
1 − x2

)
U2
n−1 (x) , n ≥ 0 (A.5)

U2n−1 (x) = 2Un−1 (x)Tn (x) ,
1 + T2n (x) = 2T 2

n (x) , n ≥ 0 (A.6)

Tn (Tm (x)) = Tnm (x) ,
Um−1 (x)Un (Tm (x)) = Um(n+1)−1 (x) , n,m ≥ 1

(A.7)
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son útiles en este documento y se obtienen también a
partir de identidades trigonométricas elementales basa-
das en (A.3) y prolongación anaĺıtica.

Los polinomios mónicos de Chebyshev están dados
por las relaciones

T̃n (x) = 2−n+1Tn (x) ,
Ũn (x) = 2−nUn (x) , n ≥ 1,

(A.8)

con

T̃−1 (x) = 0 = Ũ−1 (x) , T̃0 (x) , Ũ0 (x) = 1. (A.9)

Ambos sistemas satisfacen relaciones de recurrencia de
la forma

xyn (x) = yn+1 (x) + Cnyn−1 (x) , n ≥ 1 (A.10)

con Cn =
1
4

para n ≥ 2, C1 =
1
2

para
{
T̃n (x)

}
, C1 =

1
2

para
{
Ũn (x)

}
.

Nota A.1. Para la determinación de la fracción conti-
nua de los polinomios de Chebyshev, véase [17]. En ese
mismo documento, las medidas espectrales de tales po-
linomios se determinaron estrictamente por aplicación
del Teorema 4.1, según los procedimientos que estamos
trat&o de explicar y aplicar a sistemas más complejos.

2. La función Gamma.

La función Gamma ([25]) se define:

Γ (z) := lim
n→∞

(n− 1)!nz

(z)n
, z �= 0,−1,−2, . . . (A.11)

donde (z)n es el śımbolo de Pochhamer, el cual está dado
por (z)0 = 1; (z)1 = z; (z)n = z (z + 1) · · · (z + n− 1) ,
n ≥ 2. Nótese que (1)n = n!.

De (A.11) se deduce que

Γ (z) =
Γ (z + n)

(z)n
, n ≥ 0, z �= 0,−1,−2, . . .

(A.12)

Si Re (z) > 0, entonces

Γ (z) =

∞∫
0

tz−1e−tdt (A.13)

y Γ (z) es obviamente anaĺıtica para Re (z) > 0. Esto
y (A.12) aseguran que Γ es anaĺıtica sobre C excepto

por singularidades en z = 0,−1,−2, . . . , las cuales son
obviamente polos simples.

3. La función hipergeométrica.

La prolongación anaĺıtica a C � [1,∞) ([25]) de la
serie hipergeométrica

∞∑
n=0

(a)n (b)n
n! (c)n

zn, |z| < 1, c �= 0,−1,−2, . . .

(A.14)

se denota con F (a, b; c; z) y se conoce como la función
hipergeométrica. Es necesario suponer que c �= 0 y no
es un entero negativo. Si a ∈ C y (1 − t)a := ea log(1−t),
t �= 1, donde log (z) es la rama principal del logaritmo
en C � {0} (parte imaginaria o argumento en (−π, π]),
entonces, siempre y cuando Re (c) > Re (b) > 0, se
tiene que

F (a, b; c; z) =
Γ (c)

Γ (b) Γ (c− b)

1∫
0

tb−1 (1 − t)c−b−1 (1 − tz)−a dt,

(A.15)

para todo z /∈ [1,∞) (véase [25]). La fórmula (A.15)
se debe a Euler y representa la prolongación anaĺıtica
de (A.14) a C � [1,∞) más frecuentemente usada en las
aplicaciones. Suponiendo además que c− a no sea cero
o un entero negativo, y que Re (c− a− b) > 0, (A.15)
garantiza que F (a, b; c; z) es continua en z = 1 con

F (a, b; c; 1) = lim
z→1

F (a, b; c; z) =
Γ (c) Γ (c− a− b)
Γ (c− a) Γ (c− b)

,

(A.16)

fórmula debida a Gauss. La fórmula (1 − z)−a =
F (a, 1; 1; z) , z /∈ [1,∞) , que es también útil, se conoce
como la fórmula binomial de Newton. La transforma-
ción de Euler (véase [25])

F (a, b; c; z) = (1 − z)c−a−b F (c− a, c− b; c; z) ,
(A.17)

es fácilmente verificable para |z| < 1, y por prolonga-
ción anaĺıtica es válida para todo z ∈ C � [1,∞) . La

notación F
(

a, b
c

∣∣∣∣ z) es frecuentemente preferible a

la F (a, b; c; z) . La transformación de Kummer (véase
[25])
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F

(
a, b

c

∣∣∣z) =

Γ (c) Γ (c− a− b)
Γ (c− a) Γ (c− b)

F

(
a, b

a+ b+ 1 − c

∣∣∣1 − z

)
+

Γ (c) Γ (a+ b− c)
Γ (a) Γ (b)

(1 − z)c−a−b F
(

c− a, c− b
c− a− b+ 1

∣∣1 − z

)
(A.18)

es válida para z ∈ C � ((−∞, 0] ∪ [1,∞)) , siempre y cuando las expresiones donde estén involucrados a, b y c tengan
todas sentido.

4. Los polinomios de Jacobi.

Los polinomios de Jacobi ([25] , [29])
{
P

(α,β)
n (x)

}
están dados por la relación de recurrencia(

x− β2 − α2

(2n+ α+ β) (2n+ α+ β + 2)

)
P (α,β)
n (x)=P (α,β)

n+1 (x) +
4n (n+ α) (n+ β) (n+ α+ β)P (α,β)

n−1 (x)

(2n+ α+ β)2 (2n+ α+ β − 1) (2n+ α+ β + 1)
, n ≥ 0

(A.19)

y las condiciones iniciales

P
(α,β)
−1 (x) = 0, P

(α,β)
0 (x) = 1. (A.20)

Se supone que el coeficiente de P (α,β)
0 (x) es (x− β) si α = −β. Es necesario suponer que α > −1, β > −1 para que{

P
(α,β)
n (x)

}
sea un sistema positivo. En tal caso el funcional de momentos Lα,β (véase [25]) está representado por

la medida positiva, absolutamente continua

dµ
α,β

(x) = ω
α,β

(x) dx, (A.21)

donde

ω
α,β

(x) =
Γ (α+ β + 2)

2α+β+1Γ (α+ 1)Γ (β + 1)
(1 − x)α (1 + x)β χ (x) , (A.22)

siendo χ (x) la función caracteŕıstica de (−1, 1) . el soporte de µ
α,β

es [−1, 1].

Si α > −1, β > −1, la fracción continua de
{
P

(α,β)
n (x)

}
es

X
α,β

(z) =
1

z − 1
F

(
1, α+ 1

α+ β + 2

∣∣∣ 2
1 − z

)
=

1
z + 1

F

(
1, β + 1

α+ β + 2

∣∣∣ 2
1 + z

)
(A.23)

para z ∈ C � [−1, 1] . Esto se deduce inmediatamente del teorema de Markov con µ = µ
α,β
. En este caso se tiene

también el siguiente lema, que tiene importancia fundamental.

Lema A.1. Si α > −1, β > −1, la fracción continua X
α,β

(z) puede ser extendida continuamente desde Im (z) < 0
a Im (z) ≤ 0, z �= ±1. En este caso se tiene también que

ω
α,β

(x) =
1
π

ImX
α,β

(x) , z �= ±1. (A.24)

Para una demostración, véase [16] .

Eṕılogo

Aunque las ideas considerados en las notas de este se-
minario son simples y de carácter limitado, no dejan de
tener aspectos técnicos delicados. Esperamos, por una

parte, haberlas colocado en un contexto lo suficiente-
mente apropiado par hacerlas aparecer naturales o, al
menos, rápidamente comprensibles, y por otra, haber lo-
grado comunicar el hecho de que pueden ser de utilidad,
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tanto teórica como práctica, en la solución de ciertos
problemas. De ser aśı, nos damos por satisfechos.
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