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Introduccién

El presente documento contiene la intervencion de
los autores en un seminario avanzado sobre tépicos de
andlisis que tuvo lugar en al Universidad Sergio Arbo-
leda de Bogota durante el segundo semestre de 2001,
promovido por el Dr. Reinaldo Nunez, director de de la
Escuela de Matemadticas.

En el seminario se trataron basicamente dos temas.
El primero, la teoria de los sistemas dindmicos. El se-
gundo, al que estd dedicado el presente texto, tuvo que
ver con la teoria de los sistemas ortogonales de polino-
mios y fué orientado por los profesores Jairo A. Charris,
Bernarda H. Aldana y Germéan Preciado L. Naturalmen-
te, solo aspectos limitados de una teoria tan extensa,
diversa y compleja como la de los polinomios ortogo-
nales pueden ser objeto de un seminario. FEn nuestro
caso, éste se centré en la relacion de recurrencia de tres
términos que tales sistemas deben satisfacer, y en ex-
plorar las posibilidades de determinar, a partir de esta
misma relacién, las propiedades espectrales de los poli-
nomios: medidas de ortogonalidad y descripcién de sus
soportes (espectros). La descripcién de las técnicas a
nuestro alcance para tal fin fue escogida como el tépico
de las intervenciones, pues en una forma u otra ha cons-
tituido un objetivo comin de algunas de nuestras inves-
tigaciones mas recientes, y porque dichas técnicas han
tenido éxito en el tratamiento de sistemas relativamene
complejos: polinomios cribados, sistemas ortogonales re-
sultantes de la teoria de las aplicaciones polinémicas vy,
aun, otros de la teoria general de bloques de relaciones
de recurrencia, incluyendo primeros asociados de estos
sistemas, un topico generalmente considerado dificil. De
hecho, los ejemplos incluidos en la Seccién 7 son prime-
ros asociados de polinomios cribados de Jacobi, y su in-
vestigacién constituyé el material de la tesis de maestria
de Germéan Preciado. Todo esto requiere fuertes dosis
de esfuerzo manipulativo, pero segin pensamos no mu-
chas mas ideas esenciales que las discutidas en las ex-
posiciones del seminario. Esperamos que el documento
contenga la mayor parte de estas ideas y proporcione asi
un panorama claro del estado del asunto.

En la redaccion de las notas hemos usado libremen-
te material de diversas fuentes. Aunque citado en las
referencias al final, algunas veces este material ha sido
transcrito casi literalmente, atin en el caso de articulos
originales de investigacién. Esperamos que esto no im-
plique plagio ni, mucho menos, canibalismo. Al repre-
sentar también un compromiso entre un documento de

investigacion y uno expositivo, esperamos que haya que-
dado razonablemente libre de la esterilidad que como
hibridos, tales documentos suelen presentar.

Lamentamos que una seccion introductoria, planeada
como motivacién para algunos de los temas y en el cual
se intentaria una descripcién de las ideas de diversos au-
tores (Board, Bank e Ismail, Heller, Yamani, Reinhardt
y otros) sobre las conexiones de la teorfa de los poli-
nomios ortogonales con la teoria de los operadores en
los espacios de Hilbert, la teoria de Hamilton—Jacobi y
la mecénica cudntica, aunque discutidos en sesiones de
la Academia, en Coloquios Distritales y en diversos en-
cuentros sobre topologia y geometria, hubo de quedarse
dentro del tintero, debido a circunstancias extenuantes.
El tercer autor agradece a Guillermo Rodriguez Blan-
co, profesor de la Universidad Nacional de Colombia, el
haberle dirigido su tesis de maestria. Los autores agra-
decen a los profesores de la Universidad Sergio Arboleda
la asistencia masiva y permanente a las sesiones del se-
minario. Esperamos que este documento constituya una
modesta recompensa a su interés por el tema.

1. Sistemas ortogonales y funcionales
de momento

Definicién 1.1. Un funcional de momentos (FM) (Ah-
kiezer [1], Charris & Goémez [10], Chihara [19], Krall
[23]) es una aplicacién C—lineal

L: Clz] -C, L(1)=1,
donde C[z] es el sistema de los polinomios en z con

coeficientes complejos.

Se tiene entonces que

L(ap(z) + bg(x)) = aL(p(x)) + bL(q(z)), (1.0)
a, be C; p(x), q(x) € Clz]. '

Definicién 1.2. Un sistema mdnico ortogonal de poli-
nomios (SMOP) (Chihara [19]) es un sistema {P, (x) |
n > 0} de polinomios ménicos complejos (es decir, de
polinomios de la forma

P,(z)=2a"+ an’n,lxnfl +...tano, P(z)=1

donde ay, o, ...
un FM tal que

L(Py, () Py (2)) = Abmn, myn >0, A, #0. (1.1)

sann—1 € C, n > 0) para el cual existe

Entonces, L(P, (z)P,(z)) = 0 si m # n,
L(P?(z)) = A\, # 0, n > 0. Nétese que L(PE (z)) =
L(1) = Ao = 1. Diremos también que {P, (x)} es un
SMOP para L.



Teorema 1.1. Si {P,(z)} es un SMOP para L,

{P, (2)} es una base algebraica de Clx]. Si P(z) €
C[z] tiene grado m > 0 entonces
P(z) =Y axP(z), ax €C, (1.2)
k=0
donde
P (x) P,
ak:w7ogkgm, (1.3)

Ak
Ademds, P(z) = Apz™ + ...+ Ag con Ay = am.

Demostracion. La primera afirmacién es cierta de
todo sistema {P, (z)}, P, (z) € C]lx], tal que gra-
do(P,, (z)) =mn,n > 0, pues si C,, [x] es el espacio de los
polinomios de grado < m, m >0, {Fy (z),..., Py ()}
es un sistema linealmente independiente de C,, [z] (si

m
> ar Py (x) = 0, necesariamente a;, = 0, 0 < k < m.
k=0

Este es un resultado bien conocido de la teoria de polino-
mios sobre C, consecuencia del hecho de que un tal poli-
nomio P (z) se anula en todo punto de C o, de hecho, en
més de n =grad(P (x)) puntos, si y sélo si sus coeficien-

tes son idénticamente nulos), y como {1,z,2?%,... ™
es una base sobre C de C,,, [z], asi que Dim¢ (C,, [2]) =
m + 1, también {Py(x),..., Py, (z)} es una base de

Cyn [z]. Obsérvese también que si grado (P (x)) = m
y

P(x) =) apPy(x),
k=0

entonces n > my ar, = 0, m < k < n. Ahora, si
{Ps ()} es un SMOP para L, entonces
L(P(z) Py (z) = 3 apl(Py (z) Py ()
k=0

ag )\k 5nk = )\nan

NE

k

0

para todo 0 < n < m. Nétese finalmente que al ser
P,, (x) ménico, necesariamente A,, = a,,. O

Corolario 1.1. Si {P,(z)} es un SMOP para L y
P(xz) = Apa™+ ...+ Ay, entonces

L(P(z) P, (x)) =0, n>m, (1.4)

En particular,

L(xmP,(x)) =0, n>m; L(a"P, () =An. (1.6)
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m
Demostracion. Claramente P (z) = > apPy (x), asi
k=0
que para n > m,

L(P (z) Py (z))

Z akﬁ(Pk (33) P, (33))
k=0

= iak~020.
k=0

Por otra parte, de lo anterior, L(z"Pp, (x)) = 0 si
n < m, de lo cual
L(P(x) Py (z)) = L(Anz™Py (2))
= AnL(x™P, (x))

= AnL(P%(2)) = ApAm.

Esto demuestra el corolario. [

Teorema 1.2. Si {P, (z)} es un SMOP para L, para
todo n > 0 existen B,, C, € C tales que

2Py (2) = Pay1(2) + BuPo(z) + CuPa_1 (),

n>0, (1.7)

donde P_1(xz) = 0 y Cy es arbitrario. Ademds By y
B, Cy, n> 1, estdn univocamente determinados por
{P, ()}, C, #0 para n > 1,

2
b= LB
| n (1.8)
Cn: TL7A7L201"'Cn;n217
Anfl

y {P, (x)} estd también univocamente determinado por
(1.7).

Demostracion Claramente

n+1
zP,(z) = Z ank Py (),
k=0
anty, € C,k=0,1,...,n4+1, n>0.
Ademais
any = L(zP, (z) Py ())

= L(zPy(z)P,(2)),0<k<n+1.

Del corolario anterior se deduce que a,r = 0si k+1 < n,
o sea, si k < n—1. Es claro ademdas que app+1 = 1.
Sean entonces B, = apn, n > 0,C, = app_1, n > 1.
La unicidad de B,, n > 0,y C,, n > 1, es conse-
cuencia de la independencia lineal de {P, (z)} y, como
P_1(z) = 0, la arbitrariedad de Cy es también clara. Por
otra parte L(zP, (z) P, (z)) = B,L(P2(x)) = ByAn,
n>0,y L(zP,(x)Py_1(x)) = L(xP,—1 (x) P, (2)) =
L(@"Py(2) = L(P2(2) = A = CuL(P2_, (2)) =
CrnAn—1, n > 1. Esto implica en particular que C,, # 0y
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A =C1---Cy, paran > 1. Ahora, si también xP (z) =
Prs1(2) + BnPa(z) + CoPo_1(x), n > 0,y P_y(z) =0,
Py(z) = 1, entonces P,(z) es ménico de grado n para
n > 1,y al suponer que P,(z) = P,(z) para n < m, de
2P (2) = Poy1(2) + Bn P (2) + Cp Pr_1(z) se deduce
que también Ppyq(z) = Ppgi(z). O

Nota 1.1. Puede suceder que B, = 0 para algiin n > 0
o, aun, para todos los n > 0. En este dltimo caso
P, (—x) = (-1)"P, (z) para todo n > 0, como se de-
duce inmediatamente de (1.7). Se dice entonces que
{P,, ()} es un SMOP simétrico.

Nota 1.2. Si {P, (x)} es un SMOP para L entonces

L(Py(x)=L(1)=1,L(P,(x))=0,n>1. (1.9)
Esto resulta de observar que P, (z) Py (z) = P, (z),
n > 0.

El siguiente teorema, reciproco del anterior, es fun-
damental. Chihara [19] lo atribuye a J. Favard, pero
parece ser mds antiguo.

Teorema 1.3. [Favard] Sea {P, (z),n > 0} un siste-
ma de polinomios mdnicos tales que grado(P, (x)) =n,
n > 0, y supongase que existen numeros complejos B,
Cn, n >0, tales que

2P, (z) = Ppy1(x) + By Po(z) + Cp Pr—1(2),

n>0; P_y(x)=0.

Supdngase ademds que Cy # 0 para todo n > 1, y sea
L: Clz] — C definido por

L(Py () = 1; £(P, () = (L11)

(1.10)

y extension lineal (es decir, L | > arPy (z) | = ap para
k=0
todo m > 0). Entonces {P, (x)} es un SMOP para L.

Ademds ,

A

Cp,n > 1. (1.12)

Demostracion. Es suficiente demostrar que para todo
m>1,

L(x™P, (x))=0,n>m; L(zP,, (x)) =C1Cs...C,.

Obsérvese que L(2°P, (z)) = L(P,(z)) = 0 si n >
0. Ahora, L(zP, (z)) = L(Ppt1 (z )) + B, L(P,(z)) +
CnL (Pp—1(z)) = 0 si n > 1, mientras que L(P; (x)) =
C1L(Py (x)) = C4. Supongamos entonces que la afirma-
cién es vélida para m. Se tiene que L(z™ P, (7)) =
L(z™Ppi1 (x) + BpL (2™ Po(2)) + CoL (2™ P ().
Por lo tanto, si n > m + 1, en cuyo caso n > m,
n+1>myn—12> m, entonces L(z™ P, (z)) =
CnL(z™P,_1(x)). Sin > m+ 1 entonces n —1 >

m y L(x™TP,(z)) = 0. Sin = m + 1 entonces
L™ P, 11 (7)) = Crg1 £ (2™ Py(z)), v la hipdtesis
de induccién asegura que L(z™P,, (z)) = C1Cy - - -
Cpn. Entonces L(z™™P,(z)) = 0sin > m+1y

E(ZL‘erle_;'_l (l’)) = 0102 cee Cm+1. O

Nota 1.3. Si L para {P, (z)} estd dado por (1.11),
se dice que £ es un FM para {P, (x)}. Claramente £
estd univocamente determinado por {P, (x)}.

Nota 1.4. Sea{Q (z)|n > 0} un sistema de poli-
nomios en C [x], y supéngase que existen A,, By, Cy,
n >0, en C, tales que A,_1C, #0,n > 1,y que

2Qn () = AnQni1(2) + BuQn(z) + CrQn-1(z),n > 0,
(1.13)
donde Q_1 (x) = 0y grado(Qo (z)) = 0. Se dice que

{Qn ()} es un sistema ortogonal de polinomios (SOP)
(Chihara [19]). La razén es la siguiente. Evidentemen-
te grado(Q@, (x)) = n, n > 0, y si k, es el coeficiente
de 2" en @, (x) entonces P, (z) =k, 'Q, () es un po-
linomio ménico. De (1.13), con Q, (z) = kn P, (z), se
deduce inmediatamente que k, = k,4+14,, n > 0, lo
cual implica que

="M >
kn AO---An,l’n—l
y, con A_1 arbitrario, que
xP,(x) = Pyy1(x) + BpPy(x) + A 1Cp Pr—1(x),n > 0.
(1.15)

n SMOP para el funcional defi-
. (2)) = 0 para n > 1, asf que

) = knkmOmnAn,n > 0, (1.16)

, (1.14)

Entonces {P, ()} es
nido por £(1) =1, E
) @m ()

L(Qn (2) Qm(x

donde A, = L(P2 (x ), n>0. O sea, L(QF (7)) = k3,
L(Qn (2))Qum(x)) =0sim #mn,y
L(Q? (x)) = GG oy (1.17)
" OAO".ATL—17 - .

Generalmente se toma @ () = 1 (o sea kg = 1). Si
A, # 1 para algin m, los Q,, (z) pueden no ser ménicos,
aun si kg = 1. Esto resulta de (1.13).

Nota 1.5. En (1.7) o en (1.13) podriamos tomar
Cy = 0. Por razones préacticas es mejor dejarlo arbitra-
rio y tomarlo convenientemente en cada caso particular.
Lo mismo es cierto de A_; en la nota anterior.

Nota 1.6. Supdngase ahora que {R,, (z)|n > 0} satis-
face una relacién de recurrencia
Ryi1(x) = (Apz — B,) R, () — Cp Ry 1 (),

n>0, R (z) =0, (1.18)



donde A, Cpy1 € C, n > 0, son no nulos y donde
grado(Ro (z)) = 0. Como se verifica inmediatamente,
grado(R,, (x)) = n para todon > 0, y si k, es el coefi-
ciente de 2™ en R, (z) y P, (z) = k'R, (x), entonces
Ankyn = kni1, n >0, asi que

kn :kvo...An_l, n Z 1, (119)
y {Pn (z)} es un sistema ménico tal que
BTL CTL
aPy(z) = Poya () + A—nPn(fU> + mPn,l(x),

n >0,
(1.20)

con P_; (z) =0. Entonces, si L: C[z] — C estd dado

por L(1) =1, L(P,(x)) =0, n > 1, y extensién lineal,
necesariamente

L(R,, () Ry, (7)) = kmknAnOmnAn, m, n >0, (1.21)

donde \,, = L(P? (z)), n > 0, asi que L(R%(x)) = k3 y

A
L(Ri (z)) = ko AO Ch..

Cpyn > 1. (1.22)
En virtud de (1.21), se dice también que {R, (z)} es un
sistema ortogonal de polindmios (SOP). Generalmente
se toma kg = 1, o sea, Ry () = 1. Si A,,, # 1 para algin
m, los R, (z) pueden no ser ménicos, aun si Ry (z) = 1.

Un funcional de momentos £ es positivo (Chihara
[19]) si L(P (x)) > 0 para todo polinomio P (x) # 0 tal
que P (t) > 0 para todo t € R (asi que P (x) € R[z]).
Esto implica que (P (z),Q (z)) := L(P (z) Q(z)) es un
producto escalar en R [z] (Nota 1.7, abajo) y si {pn ()}
se obtiene de {1, z, 22, } por medio del proceso de
ortogonalizacion de Gramm-Schmidt (Nota 1.10, abajo),

entonces po () = 1, grado(p, (z)) =n, pp(z) ERx] ¥y
L(pm (2) pn(x)) = mn, m, 1> 0, (1.23)

asi que {p, (z)} es un SOP para L y existirdn a,, by,
cn, en C tales que

-rpn(x) = afnpn—i-l(-r) + bnpn(x) + Cnpn—l(x)a (1 24)
’IlZO, p—l(x):()a '

donde a,, by, ¢, son de hecho reales (Nota 1.8 abajo).
Ademss ¢, = ap—1, n > 1 (y ¢o puede tomarse arbitra-
riamente).

Nota 1.7. Para establecer que (P (z),Q (z)) es un pro-
ducto escalar en R[z], obsérvese en primer lugar que
L(P?(x)) = (P(z),P(z)) > 0 para P(x) € Rlz],
P(z) # 0. Por otra parte, L(P(z)) € R para to-
do P(xz) € Rlz]. Esto es claro si a € R, pues
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L(a) =aL(l) = a,y como (t" —|— 1)
1

ratodot € Ry z" 2(95 +1)°—

L(z™) € R para todo n > 0.

2>0,14¢2" > 0 pa-
1
5 (1 + %), también

Nota 1.8. Lo establecido en la nota anterior asegura
que Gy, by, ¢, en (1.24) son ndmeros reales, ya que, de
hecho,

an = L(xpn () pnt1 (), by = L(xpn () pn (),
Cn = E(xpn (x) Pn-1 (x)),

n > 0, y éstos son todos nimeros reales, pues {p,(z)} C

R[z]. Notese que, en efecto, ¢, = apn—1, n > 1.

(Més aun, de (1.24) y (1.27), abajo, se deduce que
1

= T @)]]

nn

an, = , asi que a, > 0 para

kn+1,n+1 ’
n > 1).

Es claro que si {p,(z)} para L estd dado por
(1.24) y definimos Py(x) = po(z) = 1; P,(z) =
ag . ..an—1pn (z), n > 1, entonces {P, ()} es un SMOP
para L con

Xo=1; Ay = L(P2(2)) = (ag - -~ ap_1)” >0,n > 1.

(1.25)

Esto resulta de las relaciones (1.11) y (1.24), teniendo
en cuenta (Nota 1.4) que kg = 1y que {P ()} satisface
(1.7) con B, =b, €eR,n>0,C,, =a2_;>0,n>1.

Supéngase reciprocamente que {P, (z)} es un siste-
ma ménico dado por (1.7) con B,, € R para todo n >0
y Cyp, > 0 para todo n > 1. Sea £ : C[z] — C dado por

L(1) =1, L(P,(x)) =0, n > 1, y extensién lineal, el
FM para L.

Teorema 1.4. Bajo las anteriores hipotesis, L es po-

L(pm (2) pr () = s nym > 0, (1.26)

y {pn (z)} satisface (1.24) con ag = 1; ¢ = ap—1 =
vCu,m>1;b,=DB,,n>0.

Demostracion. Como Py(x) =1y B,, C, € R, es claro
que P,(x) € R[z], n > 0. Si P(z) € R[z] y P(z) =

> Py (x) entonces o, € R, k=0,1,2,... ,m, y
k=0

m
E 2
= Oék.Ak,
k=0

asi que si P(x) # 0 entonces L( P2 (z)) >
ra, si P(z) € R[z] es tal que P(t) > 0

do t € R, necesariamente P (z) = > Qi(z), n > 1,

entonces

sitivo, y si A, = C1Cy - - -
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donde Qi(z) € Riz]. En efecto, como toda raiz
real t* de P (z) debe ser de multiplicidad par (si no,
P (t) cambiarfa de signo en la vecindad de t*), entonces
P(z) = S*(x)T (x) donde S(z), T (x) € Rlz] y T ()
es una constante (necesariamente positiva) o un poli-
nomio (necesariamente de grado par > 2) cuyas raices
son todas complejas no reales (y se presentan entonces

- S R,
n > 1, donde Ri(z) € R[z]. Esto dltimo es obvio si

grado(T (x)) = 2, y resulta de aqui por induccién. En-
tonces, siP( ) £ 0, Qr(x) #0paraalgin 1 <k <n,y

L(P(x)) = Z‘C(Qk( ) >

se verifican en forma rutinaria. O

Corolario 1.2. Si {P, (z)} es un SMOP que satisface
(1.7) con By, € R para todon >0y C,, >0 paran > 1,
todo P, (x) es un polinomio real, y si n > 1, sus raices
son todas reales y simples (de orden o multiplicidad 1).

por pares conjugados). Entonces T (z)

> 0. Las demds afirmaciones

Demostracion. Que P, (z) es real para todo n es cla-
ro. Sea L el FM para {P, (x)}, el cual es positivo.
Como L(P, (z)) = 0 para n > 1, necesariamente P, (x)
tiene al menos una raiz real de orden (multiplicidad)
impar (si no, L(P, (z)) > 0). Sean t1 < t2 < ... < ty,
m < n, las raices reales de P, (x) de orden impar, y
sea P(x) = (x—t1)(x—t2)...(x —tym). Sim < n,
L(P(x) P, (z)) = 0 (Corolario 1.1, Relacién (1.4)). Pe-
ro esto es absurdo, pues toda raiz real de P (x) P, (x)
es de orden par, de lo cual P (t) P, (t) > 0 para todo
t € R, asi que L(P (z) P, (x)) > 0. Entonces m =n, y
el corolario queda demostrado. 1

Nota 1.9. Es claro que {Q,, (x)}, dado por (1.13), es un
SOP para un FM positivo si y sélo si B, n > 0, es real,
y Ap-1C, > 0 para todo n > 1. A su vez, {R, (2)},
dado por (1.18), es ortogonal para un FM positivo si y
n+1

sélo si & es real
YA

2 > 0 para todo n > 0.

nAnJrl

Nota 1.10. Si £ es un FM positivoy (P (z),Q (x)) :=
L(P(z)Q (x)), entonces ( , ) es un producto in-
terno en R[z] (el cual es un espacio vectorial sobre
R). Definiendo, para P(x) € Riz], ||P ()]

V(P (2),P(x)) = \/L(P?(z)), el procedimiento de or-
togonalizacion de Gramm-Schmidt (Yosida [32]) permite
construir, a partir de la base {1 z, x° } de Rz],
una base ortogonal {p,, (z) | n > 0} de R [z ] con respecto

a( , ),por

po(m) =1, p +1( ) _ Q'n-i-l (J?)
! H n+1 ()] (1.27)

Z (2", pr (2)) pr(@),

para n > 0. En efecto, como <z”+1,pk (z)> =
L(xz"pg (z)) € R si pp(z) € Rlz], & < n (Nota
1.7), un argumento inductivo establece sin més que
pn () € Rz] para todo n > 0. Como obviamente
grado(py, (z)) =n, n >0, {p, (z)} es también una base

<Qn(x)7 qn ($>>

de R[z], parala cual (p,(x),p, (z)) = ——————* =

lgn ()]

Qn-i-l ( )

ly
pa(), o () =
Ty LGP () = (&, e (2) £, (@)] = 0,

m < n,n >0. Se dice usualmente que {p, ()} es una
base ortonormal de R [z] para { , ).

Definicién 1.3. Una funcidn de distribucion (FD) es
una aplicacién ¢ : R — R tal que

1) ¢ es creciente: p(t) < p(t') sit < t'.

2) ¢ es acotada. Es decir, existe M > 0 tal que

—M < ¢ (t) < M para todo t € R.
3) ¢ es continua por la derecha:

p(a) = lim (1) = p(at)
t>a
para todo a € R.

Como ¢ es creciente y acotada, p(a—) := lim¢—q (t)
ta

existe para todo @ € R. También existen ¢(—oo+) :=
lims—, oo (t) v p(0c0—) := lim;_, o, ¢(t). Como es claro,

—M < p(—oot) < p(t) < p(oo—) < M

para todo t € R. Si ¢(co—) —p(—o0+) = 1, se dice que
@ estd normalizada o que es una funcion de distribucion
normalizada (FDN).

Si ¢ es una funcién de distribucién, -co < a < b < 0o
b
y [ es continua en [a,b] y toma valores reales, [ fdy

denotara la integral de Riemann-Stieltjes de f (Apostol
[3], Chap. 7), la cual existe segin las hip6tesis. Como
b

es claro, [dy = ¢(b) —¢(a). Si f es continua de [a, c0)

a
en R, definimos

oo

/ fdo = lim /b fdg (1.28)

a



cuando el limite existe y es un nuimero real. Se dice
entonces que 70 fdo converge o que es convergente. Si
f(t) > 0 para ‘élodot € [a, ), el limite en (1.28) siempre
existe, finito 6 infinito Por lo tanto, 70 fdy es convergen-

a
o0

tesiysélosi [ fdp < 0o, lo cual ocurre si y sélo si existe
a

b
C > 0 tal que [ fdp < C para todo b € R, b > a. En

tal caso
00 b
/fdap:sup /fd(p|b€R,b>a <C. (1.29)

De manera anéloga se define

/ fdo = , lim /fd(p (1.30)
— 00 b
cuando f es continua en (—oo,a] y el limite existe en

a
R. Se dice también que [ fdp converge o es conver-
oo N
gente. Si f:[a,00) — R es continuay [ |f|de < oo,
a

oo

también f fdy es convergente. Esto resulta de 0 <
a

f @) +|f @) <2|f(t)] para todo t € R. Un resultado
andlogo vale para f : (—oco,a] — R. Si f es continua de

Ren Ry [ fdp, [ fdp son ambas convergentes para

algin a € R, se de_ﬁne también
/ fdp = / fdp+ / fdyp, (1.31)
y se dice que f fdp es convergente. Como es claro, si

a o0

f:R —Rescontinua, [ fdpy [ fdp convergen para
— 00 a

todo a € R si y sélo si esto ocurre cuando a = 0, asi que

es suficiente tomar a = 0 en (1.31). Es claro también

o0
que si [ fdp converge entonces

— 0o

o0 b
_4 fdap:a;moo/fd@. (1.32)

Reciprocamente, si el limite de la derecha en (1.32)
(oo}

existe, [ fdy converge.

— 00
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Sea C, (R,R) el espacio de las funciones continuas

[ R — R tales que [ |fldp < oco. Nétese que si
f : R — R es continua y acotada (|f(t)] < M para
algin M > 0 y todo t € R) entonces f € C, (R,R),

b
pues [ |fldp < M (¢(co—) —¢(—0o+)) cualesquiera

a
que sean a,b € R, a < b. Obsérvese que C, (R,R) =
Cy (R,R) si ¢ y 9 son funciones de distribucién y ¢ — ¢
es constante. De hecho, es suficiente que exista C € R
tal que ¥ (t) — ¢ (t) = C en todo punto comun de con-
tinuidad ¢t de ¢ y .

Denotaremos con C,, (R, C) al conjunto de las aplica-
ciones continuas f de R en C tales que |f| € Cy, (R,R).
Siu = Re(f), v =Im(f), f € C, (R,C) siy sblo si
u,v € Cy, (R,R), y entonces

/fd<p= /ud(p—l—i/vdgo. (1.33)
Ademas,
[ tael < [ 1s14e. (1.34)

Definicién 1.4. Se dice que una funcién de distribu-
cién ¢ es una distribucion de momentos (FDM) si estd
normalizada y C [z] C C(R, C).

Nota 1.11. Para asegurar que C [z] C C, (R, C) es sufi-

ciente demostrar que [ P (t) dp (t) converge para todo
—o0

polinomio P (z) € C[z], para lo cual basta demostrar

evidentemente que esto es cierto de todo polinomio z™,

n > 0. Ahora, esto es cierto de P (x) si P (t) > 0 para

todo t € R (y, en particular, de 22", n > 0), pues

[1polasw = [ Pade

1 1
y, como ™ = 3 (z" +1)* — 5:62” ~ 5 entonces

oo

[ieiaew) < 5 [ @ +ae0

— 0o

o0 oo

% /tQ"dga(t)+%/d90(t)7

— 00 — 00
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lo cual demuestra la afirmacién. Pueden existir, sin em-
o0

bargo, funciones continuas f tales que [ f(¢)dy (1)

converge pero que f ¢ C,(R,C), es decir, que
t
f [f @) de(t) = [ e=ds

o0
es la llamada funcion de distribucion normal de Gauss

entonces
/ Ft)etat,

= 1) entonces

oo. Por ejemplo, si p (t) =

oo

/f )dp (t

y es facil ver que si f(t) =

/f )dep (¢ /@dt

Sin embargo, |f| ¢ C,(R,C). (Véase Apostol [3] Chap
X).
Si ¢ es una funcién de distribucién, denotaremos con

G () el conjunto de los puntos de crecimiento de @, es
decir, el conjunto

Gp)={ze|lp(x+d) —¢(x—27) >0, Vi >0}.

(1.35)
Se dice que G (i) es el espectro de .
Sea ¢ una distribucién de momentos, asi que

J de(t) =1,y sea

o0

L(P(z)) = / P(t)dy(t). (1.36)

— 00

Supdngase que G () es infinito. Entonces, £ es positi-
vo. En efecto, si P(z) € Rlx], P(z) # 0, es tal que
P(t) >0 paratodot € R,y a < ben R son tales que
G(p)Nla,b] # ¢ y que ninguna raiz de P (x) esté en
[a, b], entonces Inf ;e 5 P (t) =c >0y ¢(b) > ¢(a),
asi que

b
Nz e [do®)=clo®) - pla) >0

Se dice L es el funcional de momentos definido por .

Nota 1.12. Si G () es finito y P(z) es un polinomio,
puede no ser posible encontrar un intervalo [a,b] libre
de raices de P(z) y tal que [a,b] NG () # ¢. Véase la
Nota 1.15.

Teorema 1.5. Si ¢ es una distribucion de momentos
con G () infinito, si L es el FM definido por ¢, si
G (¢) C [a,b] donde a < b, y si {P,(x)} es el SMOP
para L, entonces {P,(x)} estd acotado y las raices de
todos los P, (x) estin en (a,b).

Demostracion. Supéngase que {P,(x)} estd dado por
(1.7). Como L es positivo, B, y Cy41 son reales con
Crt1>0,n>0. Sea C =max{1,a% b*}. Obsérvese
que como ¢ es constante en (—oo,a) entonces

b oo
/ £ (t)de (t) = (9 (a) — @ (a)) f (a) + / f () di (1)

para toda funcién continua en C,(R,C), asi que si
a ¢ G () (lo cual ocurre si a < inf (G (p))), entonces

b oo
/f(t)dw(t)= /f(t)dsa(t),

pues, de hecho, ¢ es constante en (—o0,al, de lo cual
v (a—) = ¢ (a). En tal caso

b

b
[erwao < ¢ [Rodn-o.

o= [ PO
Pero
b
/tZP,f t)dp(t) = Apg1+ B2y +CoiNy

a

= )‘” (CnJrl + BTQL + Cn)

para todo n > 0. Esto se deduce de (1.1), (1.7) y (1.8),
e implica que C,, ,; + B2 +C, < C para todon >0, lo
cual asegura la acotacién de {Pn( )}

Supongamos ahoran > 1y que a ¢ G (¢) 0o P,(a) =
0. En tal caso

/P )de (t

asi que P, (t) debe cambiar de signo en (a,b); es de-
cir, debe existir t € (a,b) tal que P, (t) = 0. Sean
a <z <29 < ...< &y <blas raices de P, (z) en
(a,b) ysea P(z) = (x —x1) (x —x2) ... (x — Tp,). Cla-
ramente m < n y todas las raices de P (x) P, (z) en

oo

/Pn )dg () = L(P, (x)) = 0.



(a,b) son de orden par, asi que P (t) P, (t) no cambia de
signo en [a,b]. Esto implica que
b

/P@ﬂ%ﬁﬁw@%:MP@ﬂ%@»¢&

a

lo cual es absurdo si m < n. Entonces m = n, y todas
las rafces de P, () estén en (a,b). Ahora, si P, (a) # 0,
las raices de P, (x) estdn en (a’,b) para todo a’ < a, de
lo cual en [a,b), y entonces en (a,b). [

Nota 1.13. Obsérvese que G (¢) es cerrado en R. En
efecto, si a ¢ G (p), existe § > 0 tal que ¢ (a —0) =
v (a+9), lo cual implica, puesto que ¢ es creciente,
que p(t) = p(t')sia—0 <t <t < a+ 0, asl que
(a—0,a+8)N G(p) = ¢. Obsérvese también que de
la demostracion del teorema anterior se deduce que ni
a=1InfG(v)nib=supG(p),los cuales estdn en G (y),
pueden ser raices de alguno de los P, ().

Nota 1.14. En la Seccién 3 demostraremos que todo
funcional positivo acotado £ admite una representacion
de la forma

oo

cwu»:/wam,MMemm

para alguna distribucién de momentos ¢ con G (¢) infi-
nito.

Nota 1.15. Si ¢ es una distribucién de momentos con
G (i) finito, digamos G (¢) = {tx | 1 < k < n}, £ defini-
do por (1.36), no es positivo. En efecto, es claro que si
P(z) e Cla,

ysi P(z) = (x—t1)>(x —t2)° - - - (& — t,,)” entonces
P(x) # 0y P(t) > 0 para todo t € R; sin em-
bargo, L(P(z)) = 0. Notese ademds que G () =
{t1 <te <...<t,},n>1,siysdblosip esuna funcién
escalonada creciente, constante (= (tx)) en [tg,tr—1),
k= 1,2,...,n—1, en (—00,t1) (=¢p(—0c0+)) y en
[tn,0) (=¢ (c0o—)). Naturalmente, G (p) = ¢ si y sélo
si ¢ es constante en R.

Nota 1.16. Sea ¢ una funcién de distribucién. Se de-
finen
1 ((a,b]) = ¢ (b) — ¢ (at),
-0 <a<b< oo,

n((a,b)) =¢ (=) —p(at),
-0 <a<b<oo.

(1.37)
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Teniendo en cuenta que [a,b) = (—00,b) \ (—00,a) y
[a,b] = (—o0,b] \ (—00,a), las anteriores definiciones
fuerzan las dos siguientes:

En particular p ((
b < o0, [L((*OO,
b < oo, u(R) =
p(la,00)) = @(o0—) —
Obsérvese que

p({a}) =¢(a) —p(a—),aeR. (1.39)

n
Sea A= |J I, n > 1, donde los I} son intervalos de la
k=1
forma (a, b], -00 < a < b < 4o00. Entonces A es también
reunién disyunta de finitos intervalos de esta forma. Es-
to es claro si n = 1. También es cierto si n = 2, pues
LUl = (I ~L)UIy e I; \ I7 es evidentemente un
tal intervalo o la unién disyunta de dos de tales inter-
valos. La afirmacion resulta entonces de un argumento

n n—1
por induccidn, observando que |J I = ( U Ik) Ul,y
k=1 k=1

que si los I, 1 <k <n—1, son ya disyuntos, entonces
n—1

I = J ({x ~ I,) es reunién de intervalos disyuntos de
k=1

la forma exigida e I N I, = ¢. Suponiendo entonces que
los I son disyuntos, definimos

w(A) =3 (L. (1.40)

k=1
Con esta definicién es facil ver que si A estd dado como

arriba y también A= J I, con los I, disyuntos (y de la
k=1
forma (ay,bx]) entonces (Bartle [8], Chap. IX)

mmziu@) (1.41)
k=1

para lo cual basta evidentemente establecer la anterior
igualdad cuando A es de hecho un intervalo (a,b], y
muestra en particular que p (A) dada por (1.40) es in-
dependiente de la representacién de A como reunién de
intervalos disyuntos.

Ahora, el conjunto A de las reuniones finitas de in-
tervalos de la forma (a,b], —c0 < a < b < 400, es un
algebra de conjuntos (R. Bartle [8], Chap. IX), es decir,
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si A, B € Aentonces AUB € Ay AN B € A. Ademas,
1 es una medida positiva sobre A, es decir,

p (U Ak) = u(Ax), (1.42)
k=1 k=1

siempre y cuando Ay € A para todo k, A, NA; = ¢
o0

sik#jy U Ax € A. Esto resulta facilmente de las
k=1

anteriores consideraciones. Si [A] denota entonces la
o—4lgebra generada por A (Bartle [8], Chap. II), [A]
contiene la o-algebra B generada por los subconjuntos
abiertos de R (la o-dlgebra de Borel de R), v u se ex-
tiende a una medida positiva p* sobre [A] (la medida
exterior definida por p. Bartle [8], Chap. IX). Escribi-
remos atn p* = p. Si f € Cu(R,C), se tiene que f es
p-integrable; o sea, C,(R,C) C Li(R,C, 1). Ademas,

[tin= [ r0ae®, recame).

Nétese que G (p) = Supp p el soporte de la medida p,
es decir, el menor subconjunto cerrado F' de R tal que
p (RNF) = 0. En efecto, R\G (¢) es reunién enumera-
ble de intervalos abiertos disyuntos, y si (a,b) con a < b
es uno de tales intervalos, i ((a,b)) = ¢ (b—) —¢ (a+) =
0, pues ¢ (t) = ¢ (t') sia <t <t <b. Por otra parte,
si F' es cerrado y pu (RNF) = 0 entonces 4 ((a,b)) = 0
para todo intervalo abierto tal que (a,b)NF = ¢, lo cual
implica que (a,b) NG (p) = ¢. Entonces, G (¢) C F. En
particular,

1(G(p) = p(R). (1.44)
Si ademas
b (@) = p((—00,]), = € R, (1.45)

entonces 1) es creciente, continua por la derecha y 0 <
¥ () < pu(R) < oo, siendo entonces una funcién de dis-
tribucién tal que

¢ (x) = (x) + ¢ (—oo+) (1.46)
y ¥ (—oo+) = 0.

Nota 1.17. Si M es una o-algebra de subconjuntos de
un conjunto X (Bartle [8], Chap II), u : M — Res tal

que Z i (Ag) converge si (Ax) € M, U A, e My
AN A = () cuando k # j, y si ademads

1% (U Ak) = ZN (Ak) (1.47)
k=1 k=1

se dice ain que p es una medida sobre X para la o-
dlgebra M, aunque no necesariamente una medida po-
sitiva (una carga, para [8]). Es atin posible permitir que
@ tome valores complejos (u: M — C), en cuyo caso se
dice que p es una medida compleja (Rudin [26]). Las
cargas y medidas complejas sobre la g-algebra de Borel
de R no dejan de tener interés e importancia en la teoria
de los polinomios ortogonales sobre la recta.

2. La fracciéon continua

Sea {P, (z)} un SMOP, el cual satisface la relacién de
recurrencia

xPp(z) = Poy1(x) + By Po(z) + CpPr_1(x), (2.1)

HZO, P_l(l'):(), )
Evidentemente {P, (z)} queda univocamente determi-
nado por la relacién (2.1) anterior para n > 1y por las
condiciones iniciales

PQ(CL‘) = 1, Pl(l') :.Z'—B(). (22)

Las condiciones (2.2) aseguran que P,(x) es ménico y
de grado n para todo n > 0 (naturalmente, C,, # 0 para
n > 1y Cy es arbitrario).

Definicién 2.1. Se dice que un sistema

{Qn (z) [n >0}

de polinomios en C[x] es correcursivo con {P, (z)}
(Chihara [18]) si

I‘Qn(x) = QnJrl (-’17) + BnQn(x) + Cnanl(x)y

n> 1. (2.3)

No se imponen condiciones sobre grado(Q,, (z)), pero
de (2.3) se deduce que

grado(Qn1 () = grado(Qn () +1

para todo n > 0. Es claro ademds que si {@Q,, (v)} sa-
tisface (2.3) para n > 0y Q_1(z) = 0, necesariamente
Qn () = Qo (z) Py (), n > 0, asi que si Qg (x) # 0,
grado(Q, (x)) = n + grado(Qo (z)), n > 0. Como es
claro, {Q (x) P, (z)} es correcursivo con {P, (z)} cual-
quiera que sea el polinomio @ ().

Si {@n ()} satisface (2.3) para n > 1, es decir, si es
correcursivo con {P,, (z)}, no es posible, en general, ex-
presar @, (z) en términos Unicamente de P, (x). Esto
siempre es posible, sin embargo, en términos de {P,, (x)}
y de sus primeros polinomios asociados.



Definicién 2.2. Si {P,(z)} estd dado por (2.1) e
1=0,1,2,..., el sistema {P,E“ (z) ¢ de los i-ésimos aso-
ciados de {P, ()} estd dado por
2P (@) = P, () + Buyi P (2) + Cogi P, (@),
n >0, Pﬁ? (z) =0.

(2.4)
Se supone, naturalmente, que Péi) (z) = 1. Claramente
{Pr(f) (m)} es un SMOP para el funcional de momentos
£® dado por

£® (Z an P (CL‘)) = ag, m >0, (2.5)
n=0

donde a,, € C, n > 0. Obviamente {Pr(f) (x)} estd tam-
bién dado por (2.4) para n > 1y por las condiciones
iniciales

P (x)=1,P(z) =2 B;. (2.6)

El sistema {R(Ll) (x)} es el sistema de los primeros

asociados de {P,, (x)}. La relacién (2.4) se escribe tam-
bién en la forma, a veces conveniente,

2P (@) = P\, (x) + BY P () + OV P, (w),

n >0, Pﬁ? () =0,
(2.7)

donde BY) = Byi, C%) = Chii, n > 0. Obviamente
P, (z) = prY (), n>0.

Evidentemente @, (z) = Q(x)Prgljl (z), n > 1, donde
Q(z) € Clx] es arbitrario, es correcursivo con {P,, ()} .
Es también claro que si {Q, (z)} es correcursivo con
{P,, (z)}, es el uinico sistema {q, ()} correcursivo con
{Pn(z)} tal que qo(z) = Qo(z), ¢a(z) = Q1 (x).

Es decir, Qo (z), Q1 (z) determinan univocamente a

{Qn (2)}.

Teorema 2.1.
{P, (z)} entonces

@n () = Qo () P, (x)

+(Q1 (z) — (x — Bo)Qo (2)) PV, (x) ,n > 0.
(2.8)

Si {Qn (z)} es correcursivo con

Demostracion. Si ¢, () denota el término de la de-
recha en (2.8), es claro de lo dicho anteriormente que
{qn ()} es correcursivo con {P, (z)}. Como ademds
0 (@) = Qo(x) y @ (x) = Qi (x), necesariamente
gn (2) = Qn (z), n > 0. L
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Corolario 2.1. Si {P, (x)} estd dado por (2.1) enton-
ces

P, (z) = (z — Bo)PY, (z) — 1 P2, (2) ,n > 1. (2.9)

Demostracion. Si Qp (x) = Pny1(z), n > 0, es claro
que {@Q, (x)} es correcursivo con {PT(Ll) (m)} y Qo (z) =
P1 (l’) =T — Bo, Ql (I]C) = P2 (ZL‘) = (l’ — Bl)Pl (l’) —
Cy, asi que Q1 () — (x — B1) Qo (z) = —C;. Enton-
ces, segin el teorema, @, (z) = (z — BO)PS) (z) —
ClPTEi)l (), n > 0, de lo cual (2.9) resulta inmedia-
tamente. O

Nota 2.1. Si {Q, ()} es correcursivo con {P, ()} y
Qo (z) = 0, no necesariamente @, () = 0 para todo
n > 0. Por ejemplo, Q,, (z) = Prgi)l (), n >0, es corre-
cursivo con {P, ()} y Qo (z) = 0. Nétese que (2.8) es
aun valida en este caso. El siguiente resultado, debido
a Abel, es frecuentemente 1til, y serda fundamental en lo
que sigue.

Teorema 2.2. [Abel] Si {P, (z)} estd dado por (2.1),

entonces

PV (@) Po (2) = P21 (2) o (2) = An, 22 0,
(2.10)

donde, siendo L el FM de {P, (z)}, A\, = L(P?(x)),
n > 0.

Demostracion. Obsérvese que A\, = Cy...C, para
n > 1. La afirmacién es clara si n = 0, pues \g = 1.
Supongdmosla entonces vélida para n — 1, n > 1, y de-
mostrémosla para n. Se tiene, en efecto, que

PV, (2) Poya ()
=PV, (@) [(z = Bo) Py (2) = Co Py (2)]
= (= B))PY, (2) P, (x) — Co P, (3) Py (2)
= [PV @)+ CuPY, (@)] P ()

— C, P, (2) Pooy ()

= PV (2) P, ()
= Co [P, () Paci (2) = P, (&) P (2)

y la afirmacién para n resulta inmediatamente de es-
to. 0O

Si {P, (z)} estd dado por (2.1), la fraccién continua

| S U R & T
|$—Bo |$—Bl |$—BQ ’

(2.11)
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es decir,

se denomina la fraccion continua de Stieltjes de

{Pn (2)};

__t o el G|
|IL‘*B0 |£L'*B1

X, (2):

para n > 2, se denomina el n-convergente de dicha frac-
ci6n (Chihara [19], Wall [30]). Es usual convenir en que

X1($> = x—BO.

todo n > 1 suficientemente grande y lim X, (z) existe
n—oo

Si z € C, X, (2) estd definido para

en C, se dice que la fraccion continua (2.11) converge
en z. Si X (2) = lim X, (2), es corriente escribir
n—oo

1 a |G|

X (2) = -
(Z) |Z — B() |Z — B1 |Z — B2

(2.13)

La funcién X (z), definida en todos los puntos donde
(2.11) converge, se denomina ain la fraccion continua

de {P, (z)}.
Teorema 2.3. Si X, () es el n-convergente de la frac-
cion continua de {P, (x)}, entonces

p
LG (2.14)

A TR

Demostracion. La afirmacién es clara para n = 1, pues
Pél) (z) =1y P (z) = x — By. Supongdmosla paran y
demostrémosla para n + 1. Entonces, por hipdtesis,

X (x)
I U < S R o i
o - B§"  |o- B o - B,
P2, ()
P (z)
(2.15)

y €omo
Xnt1 (SL‘)

L1 Gl G
|$ - Bl |$ - B2 |$ - Bn

:L‘fB()*Cl

P (x)
(z — Bo) PV (z) — 01 P2, (z)’

n—1

la afirmacién para n + 1 resulta de (2.8). O

Nota 2.2. Definiendo X,(li) (), i = 0,1,2,..., de la
manera obvia, se tendra que
(i+1)
X(z) (IL‘) _ Pn—l (l‘)

{ : ,n > 1. (2.16)
P (x)

Nota 2.3. Se deduce que si z € C y no es raiz de ningu-
no de los P, (z), X, (2) estd definido para todo n > 1.
En particular, si el FM de {P, (z)} es positivo o, lo que
es lo mismo, si B, y C), son reales paran >0y C, >0
para n > 1, X, (2) estd definido para todo n > 0 si
z ¢ R.

Si para todo n > 1, e} = (dok,O01k;--- sOn—1k)s
0 <k <n-—1, es la base canénica de C™ (la cual es

un sistema ortonormal con respecto al producto interno
n—1

n—1 n—1 o
<Z agey, Y ﬁke’,}> = > aif), un FM, cuyo SMOP
k=0 k=0

(P, (z)} satisface (2.1), define para i = 0,1,2,... un

operador lineal LY. o - C™, n > 1, por (recorda-

mos que B,(:) = By, C’,gi) = Crti):
Lilep = ey + B ep + Gy,

0<k<n, (1.17)
Ly (en_1) = Bfﬁﬂﬁ—l + 07(2162—27
donde suponemos que €”; = (0,0,...,0) € C". Nétese

que la matriz de LY con respecto a la base {e}}, la cual

denotamos atin con Lgf ), es

B ¢ o ... 0 0

1 BY ¢ . o 0

o 1 BY ... o0 0

0 0 0 BY, ¢,

0O 0 0 1 BY,
(2.18)

para n > 1.



Si I, es la matriz idéntica de orden n, es evidente que

y desarrollando el determinante Det (m[n+1 Lf(z-)i-l)

con respecto a la tltima columna, se obtiene que
Det (zInH ij)ﬂ) - (z - B,j>) Det (x[n - LS;'))
—CDet (xIn_l - Liﬁ_l) :

donde convenimos en que Det (z[o — L(()i)) = 1. Enton-
ces,

PO (z) = Det <xIn - L§j>) ,n>0. (2.20)
Por otra parte, la regla de Cramer muestra que
N -1 1 )
(xln _ L,;>) == AW >, (2.21)
P (2)
donde Ag) = [aé,ﬁ} es una matriz tal que
nXxn
aff = Det (aly1 = LFD) 0> 1, (2.22)
asi que
-1 P(i+1)
<(m[n - L$;>) eg,e3> = %(x) n>0. (2.23)
PO (2)
En particular, con L, = LEP),
_ P, (2)
<(x-[n - Ln) ' egveg> = Xn(x) = Tl(l‘)v n > 1.
(2.24)

Teorema 2.4. Sin>1,
M, =sup{l+ |Bi| +|Ck|,0<k <n-—1}

[ Lnll = sup {|Ln (u)| [[u € C", Jlul| <1}, (2.25)

entonces || Ly | < 3M,, y los valores propios de Ly, son
las raices de P, (x), las cuales quedan todas contenidas
en el disco D(0,3M,) = {z € C| |z| < 3M,}.

n—1
Demostracion. Supongamos que u = apel, asi que
ko
k=0

g 2l 2
ull® = > lag|™.

k=0

n—2 n—1 n—1
u) = Z aRer i+ Z Bragey + Z Cragep_q,
k=0 k=0 k=0
de lo cual se deduce sin més que si ||u|| < 1 entonces
[Ln(u)l] < (1 +2My) ||ul| < 3Ma, [[Lnll < 3My,

Nétese que
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y si A es un valor propio de L,, es decir, una raiz de
Det (zI, — L,,) = P,(x), y v es un vector propio de L,
para A, entonces

L,
o]l
Esto demuestra el teorema. O

Definicién 2.3. Si {P,(z)} estd dado por (2.1) y existe
M > 0 tal que

M
sup {1+ Byl +IChl, K20} < 5, (220)

se dice que {P,(z)} estd acotado por M.

Si M,, para {P,(z)} es como en el Teorema 2.4 y

M
{P,(z)} estd acotado por M entonces M, < 5 Dbara

todo n > 1, asi que las raices de P,(z) estdn contenidas
en D (0, M) para todo n > 1, y en [-M, M| si B, C,
son reales y Cp, > 0 para n > 1. Es decir, si el funcional
de momentos de {P,(z)} es positivo y acotado por M,
las raices de P,(z) estdn en [—M, M] para todo n > 1.

Teorema 2.5. Si {P,(x)} estd acotado por M, la frac-
cion continua de { P, (x)} converge en {z € C ||z] > M}
hacia una funcion analitica X (z) en este dominio. De

hecho, la convergencia es uniforme en {z € C||z| >
M'} para todo M

Demostracion. Si para todon > 1, L, = L%O) estd de-

finido por (2.17) (con i = 0), es claro que ||L,|| < M y
| LE|| < M* para todo k > 0. En efecto,

m
Lk Lm+1 Mm+1
R ) DF [ =
= 2
lo cual implica que
Mm+1
-1
(ZIn — Ln) — Zk-tl S (ZIn - Ln) H m+1°
Pt ||

m—+1
asi que si |z| > M, con lo cual (| |) — 0 cuando

m — 00, entonces

m

(21, — Ly) Z

lim
m—00

Como ademés

m

L eo,eo
|<(ZI —L,) eo,eo> Z por

m

Lk

-1 n

(zhn= L) = )
k=0

<
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se concluye, con p,r = <Lﬁe{}, eg> , que

1 m
P (2) i

A Gy T 2 R = O > M
k=0
Esto implica, en particular, que i Bk o5 1a serie de
plica, en p saue 30
P2 (2) .
Laurent de —=———= en |z| > M. Es importante obser-
Py (2)
var que

k] < IZall* < MF, 0> 1, k>0,
Obsérvese ademas que
PV () PY() A

n

1
Pri1(2) n (2)

2 > M,

como resulta de (2.10). Esto implica, en vista de que
es obviamente asi (por divisién larga, por ejemplo) para
el término de la derecha, que el desarrollo de Laurent
en |z| > M del término de la izquierda sélo contiene
potencias de z7% con k > 2n + 1, y esto también serd

PO PO, G
cierto del desarrollo de Laurent de (2) -l )
Py (2) P (2)
. X Bmk — Mnk
para m > n, el cual es necesariamente »  ————
z

k=2n
Entonces, para |z| > M’ > M,

[ k
2 2 (fj) ,n>1,

k=2n

P (2) é%w>

Pm+1 (Z) ( )

P (2)
P (2)
Cauchy en |z| > M’ para todo M’ > M. Por lo tanto

pW
X (2) = lim X, (2) = lim Pay (2)

lo cual asegura que es uniformemente de

existe para |z| > M y es uniforme en |z| > M’ para to-
do M’ > M, de lo cual, en todo subconjunto compacto
de {z | |z| > M}. Como X, () es analitica en |z| > M,
también lo serd entonces X (z). O

Nota 2.3. Es claro que si f es analitica en un subcon-
junto abierto Q de C tal que Q' = QN{z | |z| > M} # ¢
vy f(2) X (z) para todo z € €, entonces f(z)
y X (2) pueden prolongarse analfticamente a Q" =
{z | |z| > M}UQ, y las prolongaciones coinciden en es-
te conjunto. Por ejemplo, si Q@ D {z||z| > M}, X (2)
puede automaticamente considerarse analitica en (2.

El siguiente teorema, ultimo de la presente seccién,
tiene importantes implicaciones, como veremos. Su-

ponemos ain que 1+ |B,| + |Cy]
n=0,12,....

M
3 para todo

Teorema 2.6. El desarrollo de Laurent de X (z) en
|z| > M es de la forma

I o= by
X (2) =~ —. .
(2) =+ > — (2.28)
k=2
En particular,
lim zX (z) = 1. (2.29)

Demostracion. Supongamos

+oo
k
> bt

k=—o00

2| > M,

y sea C' un contorno positivamente orientado de |z| > M
que contiene a D(0, M) en su interior. Como

P(l)
X, (2) = Z bri 2,
k=—o0
donde bpr =0, k>0, b1 =1, by = k-1, K > 2,
y X, () converge uniformemente a X (z) sobre C cuan-
do n — oo, se tiene que

|z] > M,

1 1
bk = 3 X, (2) 27"t dz — TM/X(Z) 27k 1dy
c c
para todo k € Z, asi que b, =0, k >0,y b_; = 1. Esto
demuestra el teorema. 1

3. Representacion de los funcionales de
momentos

Establecemos en esta seccién dos teoremas de represen-
tacién de funcionales de momentos. El primero, vélido
para funcionales no necesariamente positivos pero cu-
yo SMOP esta acotado, involucra la fracciéon continua
de éstos y se expresa mediante integrales de contorno
(véanse [6], [14], [15] ¥ [21]). El segundo, vélido para
funcionales positivos, acotados o no, recurre a funciones
de distribucién de momentos sobre la recta y, por lo tan-
to, a medidas de Borel positivas. Sélo demostraremos
este ultimo en el caso acotado, pues éste es el tinico que
usaremos, refiriendo al lector a Chihara [19] para la de-
mostracién en el caso no acotado (y también para otra
demostracién del caso acotado).



Teorema 3.1. Sea L un funcional de momentos cu-
yo SMOP {P, (z)} estd acotado por M. Sean X (z) la
fraccion continua de {P,, ()} y C un contorno positiva-
mente orientado de |z| > M el cual contiene a D (0, M)
en su interior. Entonces, L admite la representacion

L(P(z)) = % /X (2) P (z)dz, (3.1
c

m

1
+k— 1 (2) P’I(L—‘Zk 2 (2)
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vdlida para todo polinomio P (z) € C [x].

Demostracion. Como

X (2 =1,
271'1/ dz

y, recurriendo a (2.10),

/P(l) (2)dz=0,n>1,
i

C
(3.2)

n+k: PnJrkfl (Z)

n+k IPTL ( )

1 (1)
P, (z)dz + 5] /an (2)dz

c

1 n+m 1 Z 1 /
_ P,(2)dz = —
27 n+m ) (Z) * 271 ;
C =lc
B 1 m /
~ 2mi £ P,
k=17 ="t
se deduce, haciendo m — oo, que
1
5 X (2) Ph(2)dz =0, n > 1. (3.3)
c

Como L' (P (z)) definido por el término de la derecha
n (3.1) es obviamente C-lineal, (3.2) y (3.3) garantizan,
en virtud de (1.9) o (1.11), que £'= L. O

El siguiente teorema simple (véanse [14], [15], [16])
tiene, sin embargo, consecuencias ttiles.

Teorema 3.2. Supongase que el funcional L de
{P, (z)}, acotado por M, admite también la represen-
tacion
1
L(P(z) = —,/F(z)P(z)dz (3.4)

211
C

donde C' es como en el Teorema 3.1 y donde F(z) es
analitica en |z| > M con lim F(z) = 0. Entonces,

F(2) = X(2), |2| > M.

Demostracion. Supéngase que

“+o0
X(2)=F(z)= > anz",

|z| > M. Como en virtud de (3.1) y (3.4),
1
an =gz [ (X(2) = F(e) 2" s =0n > 1
2mi

c
se deduce que X (z) — F(z) admite una prolongacién
analitica a todo C. Como ademés lim (X (z) — F(z)) =

0 entonces a,, = 0 para todo n > 0 (Apostol, Teorema

dz=0,m, n>1,
n+k 1()

116.21), asi que X (2) = F(z), |z| > M. O

Nota 3.1. De hecho, si lim F(z) existe, finito o in-
zZ—00
finito, X (z) — F(z) es un polinomio (obsérvese que si

P (z) es un polinémio y F (z)
(3.4) es aun vélida).

= X(2)+ P(2), |2| > M,

El siguiente teorema puede ser tutil para determinar
las fracciones continuas (Ejemplo 5.2 mds adelante) y
para muchos otros propdsitos

Teorema 3.3. [Markov] Si L estd representado por
una distribucion de momentos ¢ con G (p) infinito y
G(p) C(a,b),-c0<a<b<oo,ysi X(2) esla frac-
cion continua del SMOP de L, entonces

0o b
- [ R

y es analitica en C\ [a,b].

Demostracion. La segunda igualdad en (3.6) resulta del
hecho de que ¢ es constante en Rx [a,b] y del hecho
de que a,b ¢ G(p). Sea M > max{|a|, |b} tal que si
{P,, ()}, dado por (1.7), es el SMOP de L, entonces

14 |Bnl + Cp < 3 para todo n > 0. La existencia

de M resulta del Teorema 1.5. Demostraremos que si
F(z) estd dada por los términos de la derecha en (3.6)
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entonces F' es analitica en C\ [a,b], lim zF(z) =1y

Z—00

L(P(@) = /F(z)P(z)dz P(x)eCla],

211
C

donde 9 es cualquier contorno positivamente orientado
de C~\D(0, M) con D(0,M) en su interior. Obsérvese
que [a,b] € [~ M, M].

Ahora, si ¢ ¢ [a,b] y € > 0 es tal que D(c,e)N[a,b] =
(), entonces

oo

1 1 z—c
z—t [(z—c)—(t—c) Z "“

n=

en tanto que z € D(c,e) y t € |a, ] Como ¢ <

dist([a, b, ¢), asi que
|z =<l

<r<l,r= ,
|t — | €

2 = ¢

para todo t € [a,b], la convergencia de la serie es uni-
forme en [a,b], y podemos integrarla término a término
con respecto a dy (t) sobre [a,b], para obtener que

b b
d > d .
/;D—(tt)zz _/$ (z=0¢)",z€ D(c,e).

a n=0 a

Esto demuestra la analiticidad de F' en C\ [a,b]. Por
otra parte,

SF(2) = /1_t/ /d

cuando z — oo. Finalmente, [a,b] estd contenido en el
interior de C'y

b
L Feype)a: = i./ /M P(z)dz

211 211 z—1
C C a
1 ree
z
= — dz | do(t
/ 27m'/z—tz wlt)
a C

b
— [ Piast)

= L(P(x)),

como resulta de intercambiar el orden de integracién y
de la formula de Cauchy. Esto demuestra, en virtud del
Teorema 3.2, que F'(z) = X (z), |z| > M, o sea, que X(z)
puede prolongarse analiticamente a C\ [a, b] y estd dada
por (3.6). O

Nota 3.2. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, X (z)
es analitica en C\ [a,b]. El teorema integral de Cauchy
asegura entonces que si C' es un contorno ce- rrado y
positivamente orientado de C [a,b] con [a,b] en su in-
terior, (3.1) es ain vdlida para C.

Nota 3.3. Si p es la medida de Borel asociada con
la distribucién de momentos ¢ del Teorema 3.3 (véase
Seccién 1), entonces

x@= [P 60 @

G(p)

y, teniendo en cuenta que G () es, bajo las hipétesis de
tal teorema, un subconjunto compacto de R, se verifi-
ca, tal como en la demostracién arriba, que X (2) es, de
hecho, analitica en C\G (p).

Nota 3.4. Si pu es como en la Nota 3.3 y a es un
punto aislado de G(p) = Suppp, y si 7 > 0 es tal
que D(a,r) N G(p) = {a}, entonces lo dicho en la
Nota 3.3 asegura que X (z) es analitica en D*(a,r) =
{CeClo<|¢—al <r},ysiGulp) =G (p) —{a}, en-

tonces

X(z):M—i— / du(t) z € D* (a,r), (3.8)

z—a z—t’
Ga(¥)
asi que
lim (2 - @) X (2) = u ({a). (3.9)
Es decir,
Res (X (2),0) = u ({a}). (3.10)
Nota 3.5. Obsérvese ademds que si G () C [a.b],

—00 < a < b < oo, es decir, si G(p) es compac-
to, entonces C, (R,C) = C(R,C) el espacio de to-
das las funciones continuas de R en C. Mas atn, si
C ([a,b],C) es el espacio de las funciones continuas en

[a,b] y f € C([a,b],C) se identifica con la funcién
R fla),x<a
fl@)=< f@),a<z<b | (3.11)
f®),z>b

entonces
/ £t dg (1 /f ) di (¢

donde p es como en la Nota 3.3 y ul es la restriccion de
wa [a,bl.

)= [ Fau= | sau

(3.12)



Demostraremos ahora nuestro segundo teorema de re-
presentacién, vélido para funcionales positivos. Como
lo hemos mencionado, nos restringiremos al caso acota-
do, el tnico que usaremos. KEsto nos permitird recurrir
a un conocido teorema de F. Riesz, en lugar de a resul-
tados sobre seleccién por compacidad del tipo de Helly
tal como Chihara [19], lo cual, ademés, requiere menos
consideraciones sobre cuadraturas de Gauss. De todas
maneras la demostracién en [19], Chap. II, que cubre
atn el caso no acotado, es facil de asimilar y dificil de
mejorar.

El resultado de Riesz que necesitaremos es el siguien-
te:

Lema 3.1. [Teorema de Representacién de Riesz] Sean
—00 < a < b < 0o nimeros reales y cosidérese el espacio
C ([a,b]) de las funciones reales continuas definidas en
[a,b]. Sea L : C([a,b]) — R una aplicacion R—lineal tal
que

IL(OI NI = supyean Lf @], (3.13)
Entonces, exite una medida de Borel p sobre R tal que
()= [ fan feca). (3.14)

la cual es positiva si L (P (z)) > 0 para todo polinomio
P (z) € R[] tal que P (t) > 0 para todo t € [a,b]. En
este 4ltimo caso

£() = p(®) (3.15)
y w tiene soporte compacto contenido en [a,b).

La demostracion de la anterior forma del Lema 3.1
puede deducirse facilmente a partir de Rudin [26], Teo-
rema 6.19, p. 139, si se tiene en cuenta lo observado en
la Nota 3.5, y no la daremos. FEstableceremos, sin em-
bargo, la positividad de . Perosi f € C ([a,b]), f >0,
teniendo en cuenta que segin el Teorema de Aproxi-
macién de Weierstrass ([27], p. 154) es posible escoger

una sucesién p, (z) € R[z] tal que ||p, — f]| < Y si
Gn () = pn (l’)+% entonces ¢y, (t) > f (t) > 0 para todo
tela,byllg —fll< z, la afirmacién resuelta de esto,
pues entonces L (f) = limp—o0 £ (gn (x)) > 0.
Necesitaremos ademas el siguiente lema.

Lema 3.2. Si L es positivo y acotado por M > 0, y si
P (z) # 0 es un polinomio que no toma valores negativos
en [—M, M], entonces

L(P(z)) > 0. (3.16)
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Demostracion. Sea {P, (z)} el sistema mdnico ortogo-
nal de £ y sea n tal que el grado de P (z) sea menor que
n. Para cualquier polinomio @ (x) de grado menor que
2n se tiene que

Q (x) a1 as an
= e R,
P, (x) xfx1+xf:c2+ +zf:rn+ ()
(3.17)
donde z1,...,x, son las raices de P, (x), las cuales
estan todas en [—M, M],
Qx:) .
ai:P,’L(mi)’ i=1,2,...,n, (3.18)

y R, (z) es un polinomio de grado menor que n. Como,
de (1.4), L (R, (x) P, (z)) = 0, se concluye, de (3.17) y
(3.18), que

LQ) =) i=1"Q(x;) A, (3.19)
donde

P, (x)

AZ:c(m), i=1,2,...,n. (3.20)

P, ’
#) es menor de 2n,
(x — ;) Py (x5)

se tiene entonces que

‘((%)) -

Como el grado de (

(3.21)
’ — ] A=A,
2= ((Iz‘ — ;) P, (%‘)) !
de donde se deduce que A; >0, j=1,2,...,n. Ahora

bien, como P (z;) >0,i=1,2,... ,n,y P(x;) > 0 para
algin j = 1,2,... ,n (pues P (z) tiene grado menor que
n), de (3.19), con P (z) en vez de @ (x), se concluye que
L(P(z)) > 0. Esto demuestra el lema. [

Corolario 3.1. Bajo las hipdtesis del lema anterior, si
P (z), Q(x) son polinomios reales y P (t) < Q (t) para
todo t en [—M, M|, entonces L (P (z)) < L(Q (x)).

Nota 3.6. Las propiedades (3.19) y (3.21) de los fun-
cionales positivos son frecuentemente utiles.

Corolario 3.2. Bajo la hipdtesis del corolario anterior,
L es un funcional continuo sobre el espacio R [x] de los
polinomios reales para la topologia de la norma

sup

IPI="4 ¢ (-, 011

1P (t)]. (3.22)
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Demostracion En efecto, como — ||P|| < P (t) < ||P||
para todo t € [—M, M], entonces, en virtud del Corola-
rio 3.1,

(L(P (@)l <]P]. O (3.23)

Ahora podemos demostrar que

Teorema 3.4. Si L es positivo y acotado por M > 0,
existe una medida de Borel positiva p, con soporte com-
pacto contenido en [—M, M| ;tal que

L(P(x)) = / P()du(t), P(z)eClz]. (3.24)
Demostracién. En virtud del Teorema de Aproxima-
cién de Weierstrass [28], p. 154), R[z] es denso en
C ([-M, M]), el espacio de las funciones reales continuas
en [—M, M], cuando se da a este espacio la topologia de
la norma

Ifll="sup |f(t). (3.25)
te ,M]
Como L es lineal y continuo sobre R [z] para la topo-
logia de esta norma, £ admite una extensién continua
L a C([-M,M]), y en virtud del Teorema de Repre-
sentacion de Riesz, Lema 3.1, existe una medida y con
soporte en [—M, M] tal que
M
L(f)= Mf(t)du(t)y feC(-M,M]). (3.26)

Como L(P (z) > 0si P(t) > 0 para t € [-M, M], tam-

bién L(f) > 0 para f > 0en C([-M, M]). Entonces

1 es una medida positiva, y es claro que
L LP@)=L(P@)=

S PO dp(t) = [Z2, P () du(t)

para cualquier polinomio P (z) € R[z]. O

(3.27)

Nota 3.7. De lo dicho en la Nota 1.15 se deduce que
Supp w en el teorema anterior es infinito.

Nota 3.8. Si L es positivo y acotado por u y L estd
representado por dos medidas positivas con soporte com-
pacto u, v, no hay pérdida de generalidad al suponer que
M es lo suficiente grande para que Supp p U Suppv C
[—M, M], y el Teorema de Aproximacién de Weierstrass,
la densidad uniforme de R [z] en C ([-M, M]), asegura
entonces que p = v. Es decir, si £ es positivo y acota-
do, L sélo puede ser representado por una tinica medida
positiva con soporte compacto. Mds adn, si un funcio-
nal £ esta definido por una medida positiva con soporte
compacto infinito, ésta es la iinica medida que represen-
ta a L. Para ver esto, supéngase por el contrario que

L puede representarse en la forma (3.24) mediante dos
medidas positivas p,v, g con soporte compacto. Sea
¢ > 0, continua y con soporte compacto, y sea ¢ = /.
Sea {p, (x)} una sucesién de polinomios reales que apro-
ximen uniformemente a ¥ en [—M, M|, donde M > 0
es tal que Supp pu U Suppp C [—M, M]. La existencia
de {pn (x)} estd garantizada por el Teorema de Apro-
ximacién de Weierstrass ([24], p.154). Evidentemente
{p2 (x)} converge uniformemente a ¢ en [—M, M], asf
que

%) M M
/ pdu = / pdp = lim Py (t) dps

= Jim [ g0 du
— lim p2 (t)dv (3.28)
AT
> lim P2 (t) dv
n—oo [ ar

o0
Esto implica que si ¢ = 0 en Supp p entonces [ pdv =
—o00
0, asi que Suppv C Supppu. Esto ultimo implica a su
vez que, para ¢ > 0, la desigualdad en (3.28) es real-
mente una igualdad. Entonces

/_O:O fdu = /_O:O fdv (3.29)

para toda funcién continua f con soporte compacto, asi
que g = v, y la afirmacién estd demostrada.

Nota 3.9. Como lo hemos mencionado, es posible de-
mostrar (véase [10], [19], [27]) que si £ es positivo aun-
que no acotado, £ admite ain una representacion de la
forma (3.28) con p positiva. En tal caso p no tendra so-
porte compacto (Nota 3.8), y tal representacion no serd
necesariamente tnica: pueden existir infinitas medidas
distintas p para las cuales (3.24) se verifique (véase [14],
p.73). Cuando este tiltimo es el caso, se dice que el pro-
blema de momentos para L es indeterminado. Cuando
el problema de momentos para L estd determinado, es
decir, cuando aun si no tiene soporte compacto la medi-
da que representa a L es uUnica, se dice que tal medida
es una medida espectral para L. Este es el caso si L es
positivo y acotado.

Si L es positivo, acotado por M > 0 y estd repre-
sentado por la medida positiva p con soporte compacto



n [—M,M], y si X (2) es la fraccién continua de su
SMOP{P, (z)}, entonces

M
x@=[ ¥ ) ¢ a, ) (3.30)

M R—S
como se deduce del Teorema de Markov (Teorema 3.3).
La integral con respecto a p es sobre [—M, M].

En vista de que {P, (z)} y {P,(ll) (x)} son polinomios
reales se tiene, para Im z # 0, que

X (2) = X () (3.31)

Re (X (t —ig)) = /

M (iL—S)Q-i-{-f?7

Im (X (t —ic)) = %.
(t—s)" +¢e2

Noétese que Im (X (¢t —ig)) > 0 en tanto e > 0. Se tiene
asi el siguiente teorema adicional de representacién para
los funcionales positivos acotados, el cual puede ser 1til
en ciertas circunstancias.

Corolario 3.3. Si L es positivo y acotado por M >0y
si X (2) es la fraccion continua de su SMOP, entonces

a

Im X (t—ic) P (t)dt (3.33)

para todo a € R, a > M.

Demostracion. Para demostrar (3.33) es suficiente esta-
blecer su validez para P (z) = 2™, n > 0. Obviamente
(t —ie) ™ =1" +epy, (t,€) + ieqn (t,€), donde p, (t,€) ¥
qn (t,€) son polinomios en t y € con coeficientes reales.
Por lo tanto, si M < a < oo, existe una constante C' > 0,
dependiente tinicamente de a y n, tal que |p, (t,&)| < C,
lgn (t,€)] < Cparalt| <ay0 <e<1. Sededuce quesi
Ta, € es el borde positivamente orientado del rectangulo
de vértices (—a, —¢), (a,—¢), (a,€), (—a,€) se tiene, a
partir de (3.1), que

2" X (2) dz, (3.34)
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y, puesto que las integrales sobre los segmentos verticales
de T'a, € se anulan cuando € — 0 (debido a la continui-
dad de X (z) sobre estos segmentos), entonces

L) = ;Ln%% {/ Tm (X (f — ie) (£ — ie)”)dt}

—a

= lim 1 {/ Im X (t — ie) t"dt

+€/ ReX (t —i€) qn (t,¢) dt

—a

”/_i ImX(t—iE)pn(t—e)dt}

(3.35)

Pero como resultado de (3.32),

‘ ReX (t —ie) qn (t,€) dt‘

</, {/%‘“ )
<—/ log (a—s) —|—€)(a+s 52)}du(s)
—2Cu ([- MM])loga
<C”1og/ |(a —52)’ s) —2Cloge
(3.36)

para todo € > 0 suficientemente pequeno y C’ >
C, pues log [((a -5’4+ 52> ((a +5)7 4 52)} tiende
a 2log (a® — s?) uniformemente en [—M,M] cuando
€ — 0. También,

‘/ Im X (t — i€) py (t, s)dt‘

<C/M{/m u2+1}d”(8)§0ﬁ'

Entonces, £ (™) es como se desea. O

(3.37)

Nota 3.10. Obsérvese ahora que si ¢ : R =R es con-
tinua en [—a, a], {pn (z)} es una sucesién de polinomios
uniformemente convergente a ¢ en [—a,a], L =7 [ @dp
v || || denota la norma de la convergencia uniforme en
[—a,al, (3.33) implica que

lim sup ‘/ Im X (t —ie) o (t) dt — L’ <27 | —pnll
e—0 —a
(3.38)

para todo n > 0 y, por lo tanto,

1imsup’/a Im (X (t—is))ap(t)dt—L‘ ~0. (3.39)

e—0 —a
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Entonces,

(11_1)1(1)% Im X (t —ie) @ (t)dt = /(pd,u. (3.40)
La férmula (3.40) se conoce como la Férmula de Inver-
sidon de Stieltjes (véase Askey & Ismail [6]; Chihara [19],
Chap. III). Segin tal férmula, la medida p estd dada
para las funciones continuas sobre R por el lado izquier-
do de la identidad (3.40). De hecho, la identidad sera
vélida para cualquier funcién g integrable.

Nota 3.11. Puesto que (3.33) y (3,40) son validas en
tanto a > M, es usual escribir tales férmulas con —oo, co
en lugar de —a,a. En nuestra opinién, esto puede ser
causa de confusién. Al implicar un intercambio de limite
e integral, las férmulas (3.33) y (3.40) son dificiles de
aplicar. Sin embargo, en la préctica es usual calcular la
funcién

W (#) = Tim ~ Tm X (¢ — i) (3.41)

e—0 T

en los puntos donde exista y sea finita (obsérvese que
w(t) = 0 para t ¢ [-M,M]). Si esto ocurre excepto
tal vez en un ndmero finito o enumerable de puntos ¢;,
j=1,2,...,ylafuncién w () resultante es no negativa
e integrable en R, es razonable suponer que w (t) dt es la
parte absolutamente continua de la medida y luego in-
vestigar si los puntos &; son puntos de masa de la misma.
Esto ultimo se hace generalmente recurriendo al Teore-
ma 3.5 siguiente. Sin embargo, dar al procedimiento
una base sélida es en general dificil, salvo en circuns-
tancias muy especiales (como las que consideramos en
la Seccidn 4).

Teorema 3.5. Sean {P, (z)} un SMOP positivo y
acotado por M, i la medida espectral de {P,, (x)}. Sean
Ly (R,dp) el espacio de las funciones complejas Lebesgue
medibles y de cuadrado integrable dotado de la norma

”f”LQ(R,du) Y J |f|2 dp- y
L: Ly (R, du) — Lo (R, du)
el operador definido por
L(f)@t)=tf(t),teR. (3.42)

Entonces {P,, (x)} es una base ortogonal de Lo (R, du)
vy L es un operador autoadjunto acotado. Las afirmacio-
nes sigutentes son ademads equivalentes para A € R.

1. X es un valor propio de L.
2. La medida p porta una masa en x = X, asi que

n({A}) # 0. (3.43)

3. PZ(N) /A < oo, donde A, = L(P2(x)),
n=0

n > 0. Ademds,

p({A}) = Pr(X) /A (3.44)

1
Ym0 "
Demostracion. Que L : Lo (R,dp) — Lo (R,du) defini-
do por (3.42) es acotado, es claro, pues siendo {P, ()}
acotado por M entonces Supp p C [—M, M], asi que

LA oy = 12F @7 @an < M2 @
(3.45)

para toda f € Ly (R,du). Como ademés

/ L(f)gdu = / F(Tg) du, .9 € Ly (Rudp), (3.46)

L es un operador simétrico acotado y, por lo tanto, au-
toadjunto. Como es evidente, {P, (z)} C Lo (R,dp), y
de la densidad uniforme (Teorema de Aproximacién de
Weierstrass) de los polinomios en C ([—M, M]), el espa-
cio de las funciones continuas en [—M, M], se deduce,
por medio de argumentos completamente est&ar (véase
Rainville, [25], p.155) que el sistema {P, (z) /v/A,} es
una base ortonormal de Lo (R,dp). Se deduce asi que
{P,, ()} es una base ortogonal de Ly (R,dyu) (en la men-
cionada demostracién de Rainville, w (x) dz debe susti-
tuirse por du (x)).

Demostraremos ahora que (1) = (2). Sea ¢ una
funcién propia de L para A. Puesto que (A —z) ¢ (z) =
0 para todo = # A, si p({\}) = 0 entonces ¢ = 0
en Ly (R,du), lo cual es absurdo. Para demostrar que
(2) = (3), sea ¢ la funcién caracteristica de {\}. En-
tonces ¢ € Ly (R,du) v ¢ # 0. Por otra parte

Lp(x):zanpn(N%

= [ (8) P (8) dpt () = — P (0) 1 ({A}) 1 2 0.

o Ao
(3.47)

Esto resulta del hecho de que {P, ()} es una base or-
togonal de Lo (R,du). Entonces

L=p()= {Z Py () //\n} 1 ({A}), (3.48)
n=0

de tal manera que Z P2(\) /An < +o0. Para demos-
n=0

trar que (3) = (1), obsérvese que (3) asegura que



o ()= APy (N) Py (), z € R, estd en Ly (R,dp),
0

y que ¢ # 0, pues Py (A) = Py (x) = Ao = 1. Puesto que
xp () = Ap (), como se deduce de la relacién de recu-
rrencia de {P, ()}, entonces xy (z) estd en Ly (R,dp),
v A es un valor propio de L. Como la relacién (3.44) es
consecuencia de la (3.48), el teorema queda demostrado.

Nota 3.10. Para circunstancias mas generales de au-
toadjuncion del operador L en el caso no acotado, el
lector podré consultar [Charris & Mora [16], Apéndices

[Cly [D].

4. Un teorema util

La férmula (3.33) suministra la motivacién para los in-
tentos de representar los funcionales de momentos de
SMOPS positivos y acotados en términos de medidas
derivadas a partir de la fraccién continua del SMOP
y, por lo tanto, en términos, mas o menos directos, a
partir de los coeficientes de la relaciéon de recurrencia.
La tnica nota discordante radica en que (3.33) no es
una verdadera representacién integral hasta que no se
intercambien limite e integral, lo cual puede ser dificil
de justificar, ademas de que sélo da la parte singular
de la medida mediante un proceso adicional (basado en
el Teorema 3.5), también dificil de implementar (véase
Sec. 5, Ejemplo 5.1).

En lo que sigue estableceremos un resultado simple
(el Teorema 4.1, siguiente) que en cierta forma justifica
el proceso de intercambio de limite e integral en circuns-
tancias especiales, las cuales parecen darse, sin embar-
go, de manera natural en ciertos contextos, y con mayor
frecuencia de lo que seria normal esperar. El teorema
aparece por primera vez en Aldana et al. [2] y parece
ser, por otra parte, de ficil aplicacién préactica, ain en
la determinacion de la parte singular de la medida, al
menos si se dispone de los conocimientos basicos de la
teoria de las funciones especiales que permitan efectuar
cémodamente los cdlculos en situaciones concretas. Co-
mo prototipos de la aplicabilidad de tal teorema estan
varios de los ejemplos en [2] y [16].

Consideraremos en la Seccion 5 siguiente dos ejem-
plos mucho més sencillos que aquellos en [2] y [16] y cu-
yo propésito es ante todo poner en claro la esencia del
método que el Teorema 4.1 propone, y el cual compara-
remos (con aparente ventaja para éste) con la manera de
obtener los mismos resultados por aplicacion directa del
Corolario 3.3 y del Teorema 3.5. Luego, en las Secciones

401

6 y 7, nos ocuparemos de aplicaciones mas delicadas de
tal Teorema.

Sélo ofrecemos en estas notas una versién sencilla del
Teorema 4.1, quiza la mas sencilla posible. Esta es, sin
embargo, aparentemente suceptible de mejoras conside-
rables en diversas circunstancias (véase, por ejemplo,
Charris & Mora [16]).

Teorema 4.1. Sean {P, (z)} un SMOP positivo y aco-
tado por M, X (2), z ¢ [—M, M|, su fracciéon continua.
Supongase que:

1. El limite lim X (z) existe para todo x € R, ex-

Im 2<0
cepto posiblemente para x en un subconjunto finito
S de R.
2. La funcion
X (2), Imz <0,
X (2) = . (4.1)
1 X R S
am X(C), z€R, 2¢5
(—z

es continua sobre el conjunto {z | Imz > 0} \ S.
3. Para todo = € R, el limite Ilimo(z—x)X(z)
m z<

zZ—X

existe (en particular, existe para todo © € S) y
la funcion
1' et X =
Jim (-2 X(Q), ==x
X, (z)={ 7 (4.2)
(Z—.Z')X(Z), 2#1‘7

es continua en (RN\S)U{z}. Sean

w(t):%Im)Z'(t),teR\S, (4.3)
)
AgzlnlﬂigioRe{(z—g))N((z)},geS (4.4)
z—§&

entonces w (t) es integrable sobre R,

L(PW) = SAPE+ [ PO
P@)echl,

(4.5)

y si w es la medida espectral de {P,, (x)}, entonces
Ae=p({e}), €€ 5. (4.6)

Demostracion. Supéngase, como es posible hacerlo,
que M es lo suficientemente grande como para que
—M, M sean puntos de continuidad de X (z), que
S ={&,...,&n}, donde & < ... < &y, yque s >0
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es tal que si ar = &
—M<a <b <...

— s, by = & + s entonces
< G < by, < M.

Sean & > 0y I'*% el contorno positivamente orientado
que se muestra en la Figura 4.1

TN N 7N é
ot Y A
. & & s o,
Figura 4.1
Tule)
£ R-‘" r;m,s
N
a, ¢ b,
7.6
Figura 4.2

En la figura 4.1 hemos tomado m = 3. Obsérvese
en primer lugar que si I = [a,b] es un subintervalo de
[~M, M) en la cual X (z) es continua, X (z) es tam-
bién continua en I x [—1,0], y por lo tanto, unifor-
memente continua en este conjunto. Se deduce que
Im X (¢ — i) tiende uniformemente a 7w (£) en I cuan-
do § — 0y, por lo tanto, teniendo en cuenta que las
integrales sobre los segmentos verticales [a — id, a + 4],
[b —id,b+ id] se anulan cuando § — 0 (debido a la con-
tinuidad de Im X (¢ — i8) sobre estos segmentos cuando
t =ayt=>»),se demuestra, tal como en el Corolario

3.3, que

6—0 T

hm— /Xt—zé (t —i0)dt

_/ X(ﬁ+i6)P(t+i6)dt}

1 . (4.7)
= lim — [ Im X (t —id) P (t)dt
im = [ 1 X (- 6) P (1)
b a
:/ w(t)P(t)dt, P(z) e Clx].
Supdngase ahora que & = & para algin k=1,2,... ,n

Si vk es el circulo positivamente orientado de centro en
& y radio s entonces

/X(Z)P z)dz

0
=2 / Re (seie)? (& + se) P (& + sew)) a6

—T

(4.8)
y, de (4.4) y la continuidad de X¢, (2),
. 1
o [XEPEE=MPE)  09)

Sustitiyase ahora la integral f% X (2) P (z)dz sobre el
circulo de centro &, y radio s por la integral sobre el
borde positivamente orientado del rectdngulo I'; 5. en
la Figura 4.2, donde € > 0. Se tiene nuevamente, como
en la demostracién del Corolario 3.3,

1
Fk s,€
eLH(l) % /X (t —ie) P (t —ie)dt (4.10)

—/X (t +i€) P (t +i€) dt

ag

donde ap = & — s, by = & + s. Sean 1 (€) y Yok (€)
los arcos de circulo de centro & y radio R. s = /2152



en la Figura 4.2. Entonces

by
/X(t—ie)P(t—ie)dt:/ (€) X () P (2) d=

by
/X(t+ie)P(t+ie)dt:/ X (2)P(z)d=

vk (€)
ag

(4.11)

Se deduce que

1

lim — X P

s,gilo 27ri/ (2) P (z) dzx
Flc,s,e

Jim /X(z)P(z)dz+ / X (2) P (2) dz

s,e—0
Y1k (€) Y2k (€)
1 0
=l = | Re (5% (05 P (6 + 5c)) o

—T

= N, P (&)
(4.12)

y de (4.10) se obtiene, tal como en el Corolario 3.3, que

lim —— / X (2) P (2) dz

e—0 271
Tkos,e
by

ImX (t—ie)P(t)dt  (413)

o1

= lim —

e—0 77
ak

~ [P

donde A, es la funcién caracteristica de [ak,bg], y el
limite cuando s — 0 del lado derecho es p ({&x}) P (&k),
lo cual muestra que Ag, = p({&x}) para todo & € S.
Por otra parte, de (3.32) se deduce que w(t) > 0 pa-
rat € RS, Sean A\ la funcién caracteristica de
[—M, M] \ UjL, [ak, br], s > 0. El anterior argumento
muestra que

5—0 271
m e o (414)
=Y nllati) + [ v
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donde ws; = wg, la cual es obviamente integrable en R.
Entonces

1=L(1) = lim = | X (2)dz

1 :
5,60—0 271 s

o0 4.15
:ZAg—l—/w(t)dt (19
ces e

y, por lo tanto w, siendo limite monoétono de las w, cuan-
do s — 0 (mondtonamente), es también integrable en
R (recuérdese que w (t) = 0 para [t| > M. Teniendo
en cuenta que w es integrable, la validez de (4.5) pa-
ra P (z) € R[z] arbitrario se verifica fécilmente. Esto
demuestra el teorema. 1

Nota 4.1. Se deduce que w (t) es la parte absoluta-
mente continua de la medida espectral u de {P, (z)} vy
que su parte singular se reduce a la medida de saltos
Z A¢dg, donde d¢ es la medida de Dirac en . En otros

£es
términos

dp(t) =D Aed(t— &) +w(t)dt (4.16)
£es

donde § = §p es la medida de Dirac en £ = 0.

Nota 4.2. La versién que hemos dado del Teorema 4.1
es quizd, como lo hemos mencionado, la mas sencilla
posible. En realidad puede establecerse (bajo hipStesis
adicionales apropiadas) que (4.5) es atn vélido si S es
infinito, siempre y cuando tenga sélo finitos puntos de
acumulacion, un resultado que puede ser necesario para
manejar sistemas relacionados con polinomios del tipo
de Pollaczek (véase Bank & Ismail [7], Charris & Is-
mail [11], [12], Charris & Mora [16]), u otros sistemas
con espectro puntual infinito (infinitos puntos de masa).

5. Dos ejemplos simples

Comenzaremos por dar dos ejemplos muy simples que
ilustran la aplicabilidad del Teorema 4.1. Recurriremos
a algunos resultados relacionados con los polinomios de
Chebyshev de primera y segunda clases. En Charris &
Preciado [17] se da un tratamiento completo de estos
iltimos sistemas de polinomios segiin los resultados de
la Seccién 4 del presente documento. Creemos que esto
es ilustrativo de la técnica propuesta en tal secciéon. El
primer ejemplo que daremos ha sido tomado también
de [17], pero consideraremos con respecto a él algunos
aspectos que no se presentan en [17]. Posteriormente
consideraremos ejemplos menos triviales.



404

El sistema de los polinomios médnicos de Chebyshev de
sequnda clase ((NJn (x)) es el SMOP determinado por la
relaciéon de recurrencia

- ~ 1~
2Up (x) = Upy1 (z) + ZUn_l (), n>0, (5.1)
y las condiciones iniciales
U_y(z) =0, Up(z) =1. (5.2)
1
En este caso B, =0y C,, = 7 paran > 0. Claramente

(ﬁn (m)) est4 acotado por M = 3, pues

(5.3)

I
wl w

3 1
0<|B,| <=y |Cryi]==<1
< |_3Y| +1] 1=

La fraccién continua del sistema ( U, (x)) es obviamente

/

1
X (x) = I I . (5.4)
TA 1A
x —_— . e e
Por lo tanto,
1
X (z) = —T |z| > 3, (5.5)
z— ZX (2)
0, lo que es equivalente,
X2 (2) —42X (2) +4=0, |z| >3. (5.6)

Consideraciones descritas en detalle en [17] permiten es-
tablecer que

X(z):2(27(2271)1/2),
1 1 (5.7)
(22 — 1)1/2 = 265 v <1_Z_2>, z¢[-1,1],

donde Log es la rama del logaritmo en C~ {0} con parte
imaginaria (argumento) en (—, x|, la cual es analitica
en C \ (=00, 0] (la rama principal).

La medida espectral x de (ﬁn (m)), que es absoluta-

mente continua, estd dada por
2
du (t) = =1 —12x (t)dt, t € R, (5.8)
m
siendo x la funcién caracteristica de (—1,1).

Que p dada por (5.8) es la medida espectral del
sistema (U, (x)) es bién conocido y puede estable-
cerse de muchas maneras, incluyendo argumentos tri-
gonométricos completamente elementales. Para mu-

chos propdsitos es mas conveniente considerar como el
sistema de Chebyshev de segunda clase, el dado por

U, (z) = 2"U, (z), n > 0, el cual queda determinado
por la relacién de recurrencia
22U, () = Upyr () + Up—1 (x), n >0, (5.9)
y las condiciones iniciales
U_1(x)=0, Uy (z)=1. (5.10)
El sistema (U, (x)) no es ménico, pero es atin un sistema
ortogonal de polinomios para p dada por (5.8).

El sistema de los polinomios mdnicos de Chebyshev
de primera clase (Tn (m)) es el SMOP positivo cuya
relacién de recurrencia es

2Ty () = Togr (2) + Cu T (2), >0, (5.11)
con las condiciones iniciales

T i () =0, Ty (z) = 1. (5.12)
1

1
En este caso B,, = 0, Cy es arbitrario, C; = > C,= 1
para n > 2. Claramente podemos tomar M = 3, pues

0=|B,| <1y Chri1 <1, n>0. La fraccién continua
del sistema (fn (x)) es

1
X1 (2) = T , z¢[-3,3]. (5.13)
z— 2 1
i-
P 1
Por lo tanto
1 1
Xl(z): 1 = 1 Z¢[_373]7
z— =X (z —
(5.14)

siendo X (z) = 2 (z — (22— 1)1/2) la fraccién continua
de (ﬁn (m)) . En este caso (2% — 1)1/2 es como en (5.7).
La medida espectral u de {Tn (z)} es

1
du(t) = ——
1 (t) oy
como es también conocido (véase [17]) y es también
una medida absolutamente continua. Maés que el sis-

tema (fn (ac)) se utiliza el (T}, (x)) dado por Tj (x) =

1, Ty (z) ==, T, (z) =2"'T, (z), n>2, o, lo que es
lo mismo por la relacién de recurrencia

22T, (2) =Thy1 () + Thoq (), n > 1, (5.16)

Y(t)dt, t €R, (5.15)



y las condiciones iniciales
TO (Z‘) = 1, T1 (l‘) =T, (517)

el cual es un sistema ortogonal para p dada por (5.15).

Los polinomios {fn (x)} juegan papeles fundamen-
tales en la teoria de la aproximacién. También, lo que
es mas cercano a nuestros objetivos, en la teoria de los
polinomios cribados y en la de bloques de relaciones de
recurrencia (véase [2], [11], [12], [16], [17], etc.). Para
mayor informacién sobre los polinomios de Chebyshev,
el lector podré consultar [19] y el apéndice al final del
articulo. Por el momento, es importante observar que

T3 (2) = Ui (2) = Un (a),
T/ (x)=Up’ () =Upy, (z), n>0,
Ejemplo 5.1. El siguiente ejemplo, ya mencionado an-
tes muestra la manera de aplicar el Teorema 4.1. Este
sistema, (p, (z)), tomado, como lo hemos dicho de [17],
estd dado por

n+2

Tpon (T) = pan+1 () + 4(n7+1%p2”’1 ()
TPan+1 () = ponaa () + 4?”712)]32” (z), (5.19)

n >0,
y las condiciones iniciales
p-1(z) =0, po(z) =1, (5.20)

Evidentemente (p, (z)) estd acotado por M = 3, y se
tiene que

n+1
2 pons1 () = Tponge () + mzmn ()
_ (@) + n+3 n+1 (@)
— Pan+3 A(n+2) " 4(n+2))PH
— _ >
+ 16p2n 1 (l‘), n =z 0;
de lo cual
, 1 1
7= 5 ) Panta () = pon+s (x) + TgPen—1 (), n>0.
Haciendo entonces
1
DPont1 (T) = 2—nPn (), n>0, (5.21)

se obtiene que
1
(22° = 1) P, (z) = Poy1 () + ZPTFI (z), n>1,
(5.22)
con Py (z) =z, P () = 2p3 (x) = 22 — 2. Sea
w=w(r)=22>—1. (5.23)
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De (5.22) se deduce entonces que

P, (x) = xﬁn (w), n>0,

(5.24)
()
()

ues o) = 1(x) = 2w, de lo cual x~ " F),
(pues Py (z) = z, Py (z) , de lo cual 7' P,
byl (1

U, (w), n > 0). Por otra parte, el sistema (p

N—

de los primeros asociados de (p, (x)) satisface

1 1 n+1l @
o) o) = 01+ 37 0

1 1 n—+ 1 5.25
ﬂfpén)ﬂ (z) = pgn)+2 (z) + m?gn) (z), (5.25)
n >0,
y las condiciones iniciales
p(_li (x) =0, p(()l) () =1. (5.26)

Entonces

2, (1) ¢y _ (1) n+3 ntl \ o
T7Pop (x)_p2n+2 (x)+<4(n+2)+4(n+2) Pop (.I')

n+1 n+2 (1)
>1
+(4(n+2)4(n+1)>p2n2(x)3 n=1,

de lo cual, haciendo

1
Py (@) = 57Qn (@), n 20, (5.27)
se obtiene que

(207 = 1) Qu (#) = Quis (1) + Quos (1), n > 1.

(5.28)
Ademis
Qo) =p) (1) =1, Qi () =2 (a) = 22> - °.

Se deduce entonces, haciendo w = w (x) como en (5.23) ,

1
que Qo () =1, Q1 () =w+ T de lo cual se concluye
que

Qu (@)= Un (w) + ;0 a (w). (5:29)
Esto implica, de (5.21), (5.22), (5.28) y (5.29) que
pid (1) 1 [ 10n (w)
P e | (5.30)

Pero UV (w) = U, (w) para todo n > 0. Por lo tan-
to, si X (z) denota la fraccién continua de (p, (x)), se
tendra que

X (z) =

[N

{1 + % (w — (w? - 1)1/2)] L 2d[-1,1],
(5.31)
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con w = 222 —1. Esto resulta de (5.7) con w en el lugar
de z. Nétese que w € [—1,1] siy s6lo si z € [-1,1], lo
cual implica que

X (2) = 2—1Z+z— (2=1)"*, z¢[-1,1]. (532

Entonces,

X(z)=lim .. X(Q)

Im (<0
i—1—7:—(,22—1)1/2 Imz<0
22 b b
1
2——|—z—|—i\/1—22 ,2 € (=1,0)U(0,1),
z
] 1
2—+z+\/z2—1 ,zER, z < —1,
z
1
— +z2—vz2Z2-1 ,2zER, z2>1,
2z

(5.33)

donde, para z > 0, \/z = e!/?199% (siendo, como antes,
Log la rama principal de logaritmo) es la raiz cuadrada
usual de un ntimero positivo. Debe observarse, como es
facil hacerlo, que

(22—1)1/2:\/22—1, z>1;

5.34
(z2—1)1/2:—\/22—1, z < —1, ( )
mientras que
lim (22 —1)"" =iVl - 22
Im2>0
lim (2-1)""=—iy1-22, —1<z<1.
Im 2<0
(5.35)

Nétese que es natural haber escogido S = {—1,0,1}.
Como obviamente

li = .
dim (z¥1)X (2) =0, (5.36)
z—=+1
mientras que
. = 1
Irr1112£%0 z2X (z) = 5 (5.37)

y, por otra parte,

w(t) = % — (), teR, (5.38)

donde x es la funcién caracteristica de (—1,0) U (0, 1),
se deduce que el funcional de momentos £ de (p, (x)) es

(oo}

L(P(z)) :% /P(t)\/l — 2t + %P(O), (5.39)

— 00

o sea, que la medida espectral estd dada por
1 1
du (t) = =1 —t2x (t) dt + 55 (t)dt (5.40)
T

donde d (t) es la medida de Dirac en £ = 0. Noétese
que Suppp = [—1,1]. Obsérvese entonces que £ = 0
es un punto de masa interior al soporte de la medida p

(un valor propio de p sumergido en el espectro continuo
[_15 0) U (07 1})

Nota 5.1. Como lo hemos mencionado en la Seccién 3,
algunos problemas espectrales pueden manejarse razo-
nablemente mediante la formula de inversién de Stieltjes
(Férmula 3.33) y el Teorema 3.5. Por ejemplo, para el
caso del Ejemplo 5.1 es facil establecer la validez de

1 1 :
E£%1+ - Im X (t —ie) = - 1—82x(t), teR, (541)
siendo x (t) la funcién caracteristica de (—1,0) U (0, 1),
con dudas acerca de lo que pueda suceder sobre el con-
junto S = {—1,0,1}. Si el comportamiento sobre S
es determinable (via el Teorema 3.5, por ejemplo), es
razonable suponer que la parte absolutamente continua

1

de la medida espectral du es —v/1 —t2x (¢) dt y que la
T

parte de saltos de du esta soportada por S.

Ahora, de (5.19) se deduce facilmente que

(—=1)"n!

pan (0) = @) i P2n+1

(0) = 0. (5.42)

Aqui (a),, , definido para a € C por

1, n=0
(a), =% a, n=1 (5.43)
ala+1)---(a+n—-1), n>1,

es el denominado simbolo de Pochhammer (véase Rain-
ville [25], Chap. 4). Obsérvese que (1), = n!, n =
0,1,2,.... De (5.19) y (1.8) se deduce también que

2
i — _ p>0, 5.44
. B (5.44)
de lo cual
o0 2 o0
p, (0) n! 1, 1
Z:O \ ,Z%—( )an 5|1 (5.45)



donde

F(a, b z)
c

denota la funcién hipergeométrica (Rainville [25], Chap.
4). Segiin la férmula de Gauss (Rainville [25], Chap. 4,
Theorem 18.) se tiene entonces que

~p2(0) T(3)T(1)
nz::o Y T@TE (5.46)

donde I' (2) denota la funcién gamma. Por lo tanto

B = 5 = 3 (5.47)
nzz:() )\n

como lo establecimos en (5.37). Por otra parte, es facil
verificar directamente, a partir de (5.19), que

i = 2\/ n| 2n,/ (5.48)

En el andlisis de la convergencia de series relacionadas
con sistemas ortogonales, la férmula asintética (Askey
& Ismail [6])

~n®" n— oo, (5.49)

es decir, la

lim nb*‘lir (a+n) =1

Jim n*e i = L (5.50)

es frecuentemente util. Una consecuencia de la férmula
de Stirling ([25], Chap. 2), (5.50) puede establecerse
también por métodos mucho maés elementales. Nétese
que, como

I'(a+n)
=—" .51
@ =115 (5.51)
siempre y cuando a # 0,—1,—2,... , se tendrd también
que
(@, T .
L~ ——n" a,b#0. (5.52)
®), T(a)
Por lo tanto, (5.48) implica que
2
(péi) (il)) ,
— 2n°, n — oo, (5.53)

lo cual asegura la divergencia de la serie

(1) ?
Z(p%; ) , (5.54)

n=0
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asi que p ({—1}) = 1 ({1}) = 0, como lo habiamos esta-
blecido en (5.36). Asi se recupera, de otra manera, la
férmula (5.40).

Ejemplo 5.2. En este ejemplo denotaremos con
(gn (z)) el SMOP determinado por la relacién de re-
currencia

2qon (T) = qont1 (x) + ntl )(]2n71 () (5.55)

2(2n+1
n+1

a /a1 o) n Y 207
2(2n+3>Q2 (), n

TGant1 (T) = qant2 () +

y las condiciones iniciales
g-1(x) =0, go () = 1. (5.56)
Tal como en el Ejemplo 5.1 se obtiene que

502(12n+1 ()

Ponrs (1) + (gt 4 52 (@)
= n n x
q2n+3 2(2n+3)  2(2n+3) 42n+1
(n+1)° (z), n >0
120+ 1) (2n +3) Bt =0
(5.57)
de lo cual
1
<$2 - 2) Gont1 (z) =
1 (n+1)?
n n n— ) Z 07
Qo3 @)+ 4 00 3 1) (2n 4 3y P2n1 (@)
(5.58)
y haciendo entonces
1
qon+1 (LC) = 2_11Qn (x), n 2 0, (559)
se llega a que
(222 — 1) Qn ()
(n+1)°

= Qn+1 (LC) +

Qn-1(z), n>1,
(5.60)

con Qo (7) = q1 (z) = =, Q1 (x) = 2¢q3 () = 223 —2z. Sea

w = w (z) como en (5.23). El SMOP (L, (x)) dado por

n2

2n+1)(2n—-1)

(2n+1)(2n+3)

xLy, (x)=Lp41 (z)+ L,_1(z), n>0,
(5.61)

y las condiciones iniciales
L 41(x)=0, Lo(z) =1, (5.62)

es clasico. Se conoce como el sistema mdnico de los po-
linomios de Legendre (véase Rainville [25], Chap. 10.
También G. Szegd [29]) y de (5.60) se deduce que

Qn(z) = :ELS) (w), n>0, (5.63)
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donde (Lg) (:c)) es el sistema de los primeros asociados
de (L, (z)). La relacién (5.63) se obtiene en efecto de
observar que Qo (z) = z y Q1 (x) = 2w = ngl) (w),
y de lo establecido sobre correcursividad en la Seccién
2. Por otra parte, el sistema (q,(Ll) (:c)) de los primeros
asociados de (g, (x)) satisface
1 1 n+1 1
xqén) (z) = qé’n)—i—l (z) + mqérb)q () (5.64)
1 1 n+2
2hlr (@) = Ghala (0) + 5t (@), n >0,
y las condiciones iniciales
¢ () =0, ¢{" (z) = 1. (5.65)
Entonces

2%l (@)

n+1 n+2
— @+ (5erg * )it @

(2n+3) 2(2n+3)
>0

S@n+3) 2@l @ 20

y haciendo
1

a5 (¥) = 5B (@), n>0, (5.66)

se obtiene que
(22% = 1) Ry, ()
(n+1)*

= Rnq1 (x) +

Ry_1(z), n>1

(5.67)

(2n+1)(2n+3)

que es la misma relacién (5.60). Sin embargo, ahora

2
Ro(2) = ¢ (¢) = 1, Ra(2) = 25" (@) = 2% - S =

1
w + g conw= 22% — 1 como en (5.23), asf que

R (@) = L0 () + L@ | (w), (5.68)

lo cual implica, de (5.59), (5.63), (5.56) y (5.68) que la
FC de (gy, (z)) estd dada por los n convergentes

(1) 1 122 (w
X2n (.I') — don (l‘) i [1 + nfl( )

Gont1(z) @ 3 1D (w)

] . (5.69)

estando asf relacionada con la fraccién continua L™ (w),
w = 222 —1, de los primeros asociados de los polinomios
de Legendre. Nos queda por determinar esta tltima.

Ahora, el sistema {L,, ()} de los polinomios de Le-
gendre es ortogonal (Rainville [25], Chap. 10) con
respécto a la medida espectral

dp (t) = 5x (t)dt (5.70)

donde x (t) es la funcién caracteristica del conjunto
(=1,1). Del Teorema de Markov (Teorema 3.3) se dedu-
ce entonces que la fraccién continua L (z) de {L, (x)}

es
1 dz 1 z—1
L(z)=~ - L 1,1
(2) 2/z—t 2 Og<z+1>’z¢[ Al

(5.71)

donde Log es la rama principal del logaritmo (argu-
mento en (—m,7]), asi que L (z) es analitica fuera de
[-1,1]. Por otra parte, de la relacién de recurrencia de

{LS) (as)} se deduce que su fraccién continua L™ (z)
estd relacionada con la L (z) por

L(z)=—————, (5.72)

asi que

LW (2)=3 <z - ﬁ) : (5.73)

y de (5.69) se deduce entonces que

X (z) = % [1 —w+ ﬁ] (5.74)

donde w = 222 — 1 es como en (5.23). La relacién (5.74)
se simplifica en

1

w0y

que es analitica fuera de [—1,1] (y no sélo fuera de un
intervalo [—M, M] alrededor de [—1,1]). Por lo tanto,
si

2
X(z):; 1— 2%+ 1,1,

X@rzg%xxm (5.75)
(—z



entonces
X (2)
2 1
=22+ Imz < 0,
z 1
I Log (1 — ;)
2 1
-2+ 1 , z€(-1,0),
‘ log (—2 - 1) +in
L z J
2 1
Zl1-22+ T , 2€(0,1),
* log (—2 — 1) —am
L z J
2 1
122+ T , |zl >1, z€eR.
z
I log (1 — 2—2)
(5.76)

En este caso S = {—1,0,1}, y observamos que

111111%10 F1)X(2) = Irr1112£%0 zX (z) =0, (5.77)

lo cual da origen a la medida espectral absolutamente
continua

dp (t) 1 Im X (z)

_ 2x (t) dt (5.78)

|t] {Log2 <;2 — 1> +7r2]

donde x (t) es la funcién caracteristica del conjunto
(—=1,0) U (0,1).

Para ejemplos menos triviales de la aplicacién del
Teorema 4.1, véanse Aldana, Charris & Mora [2], asi
como Charris & Mora [16]. De hecho, estos articulos
consideran en detalle las aplicaciones de dicho teorema
a los sistemas cribados [4], [5], [11], [12], a los definidos
por aplicaciones polinomicas (Geronimo y Van Assche
[20]) y, atn, a la teorfa general de los sistemas definidos
por bloques de relaciones de recurrencia ([2], [16]).
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En las siguientes secciones revisaremos la teoria de
bloques de relaciones de recurrencia y aplicaremos el
Teorema 4.1 para la determinaciéon de las medidas es-
pectrales de sistemas que son primeros asociados de sis-
temas definidos por bloques. Como esto no requiere
adaptaciones especiales del método, creemos que esto se
puede interpretar como una garantia de su versatilidad.

6. Bloques de relaciones de recurrencia

Si k > 2 es un entero, las relaciones de recurrencia dadas
para cada n > 0 en la forma de bloques de k ecuaciones
cada uno,

(35 - bﬁf)) Prk+j (T) = Prkrjr1 (T) + ag)pnk+j—1 (z),
(6.1)

donde 0 < 5 < k — 1, surgen en diversos contextos, al-
gunos de sumo interés (véanse [2], [16]).

La aplicabilidad del Teorema 4.1 a sistemas definidos
por tal tipo de relaciones, que incluyen una gran va-
riedad de clases distintas de polinomios ortogonales, ha
demostrado ser especialmente efectiva. Por esta razéon
incluimos en esta seccién, en forma m&ds o menos es-
quematica, una descripcién de tal teoria de bloques.
Descripciones mas detalladas del mismo material pue-
den encontrarse en [2], [11], [12], [16] y [17].

El sistema (6.1) puede escribirse matricialmente en la
forma

[ (@) ]| (33 - bio)) Pk (z) |
Prk+2 E% a' pk ()
Pnk x
An 7 = 0 (6.2)
Prktk—1(T) 0
Pnk—1 (LU) L Dtk (.’17) ]

donde A,, = [a,; ;] es la matriz k x k dada por

Gn1j =015+ a'ELO)(Sl,jkarlv
k—1 k—1
An,k,j = _04(1 )5i,j+2 + (JC - bgL )) Ok jt1s
1<j<k

y por

tni = —an Vi jin + (96 - bﬁf‘”) 0ij+1 = i,
1<j<k
parai=2,3,... ,k—1.
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Si definimos
0 si j<i—2
1 si j=i-2

(6.3)
An(i,j) = z— bl -1 0 0 0
A R 0
sij>i1—1
0 0 0 - —af) z-bY

la regla de Cramer permite resolver (6.2) para pni1; (), 1 < j < k, en términos de p,ix () ¥ pni+k (z). Puesto que
Pnk—1 () = Pn—1)k+k—1 (x), se obtienen dos representaciones de p,j—1 (v) de manera natural. Elimindndolas por
igualacién, haciendo P, (z) := pnk (z) y suponiendo que

Ap(2,k—1)=Ag(2,k—1), n>0, (6.4)

es decir, que A, (2,k — 1) es independiente de n, una hipdtesis que serd basica en todo lo que sigue, se obtiene la
relacién de recurrencia:

<<x - b§$>) An 2,k —1)—aDA, 3,k —1)— a®A,_y (2, — 2)) P, (z) =

Py (2) + a,(zo)a(l) e aff:ll)Pn,l (), n>0 (6.5)

n—1
donde Py () = A_1(2,k —2) = 0. La deduccién completa de esta iltima relacién puede encontrarse en [11] y [12].
Los polinomios P, (x) se denominan los polinomios de encadenamiento de los blogues (6.2).

Para [ > 0 un entero, los polinomios [-asociados {Py) (z)} de {P, (z)} se definen mediante

((m - bﬂl) A 2k —1) = a A 3,k — 1) — A 14 (2,5 — 2)) PO (2) =

! 0 k—1)
P (@) +agan a5 P @) n =0 (6.6)

y las condiciones iniciales
PO @) =0, A" (2)=1.

Observamos que si un sistema de polinomios {Q, (x)}, -, satisface la relacién de recurrencia anterior para n > 1,
entonces

Qn (2) = Qo (2) P (2) + (Q1 () = Qo (2) P (1)) PP (@) ,m > 0.

Esto implica que

P,y (@) = Ao 2,k — 1) PV (2) (6.7)
y que
(2) o (1)
Platiyp—z (£) = Do 3,k —1) Py’ (x) (6.8)

+aal? - af VPP (x)

para todo n > 0 (haciendo agQ) ce

fraccién continua viene dado por

a((]kfl) =1sik=2). Asi si{p, ()} es acotado por M, entonces el limite de su

1) 1)
. Pn_q (Z) . pnk—l (Z)
lim = lim ————~ =A¢(2,k—1)Y (2 6.9
v o L e o) o )Y (2) (6.9)




para |z| > M, donde

pY (2)
Y (2) = lim —2-1-= 1
()= ) (610
. (1)
Anélogamente, para {Pn (x)} tenemos que
©)
. pn—l (Z) 1
lim = (Ap (3,k—1)
n—oo (1) Ao (2,k—1 ’
pn” (2) o ) (6.11)
+a(10)a(82) . agk_l)Y(l) (z))
donde
P(Q)
YW (2) = lim %(Z) 2| > M. (6.12)
n—oo Pn (Z)

Nota 6.1. Si XM (2) es la fraccién continua de los
primeros asociados de {p, ()} entonces

xW (z)cl,l{zBo)(l(z)}, (6.13)

donde X (2) es la fraccién continua del sistema {p,, (z)} .
Esto es obvio de (2.15)

Nota 6.2. Un sistema {p,, ()} de polinomios dado por
una relacién de recurrencia en bloques como (6.1) se de-
nomina un sistema de polinomios cribados de primera
clase si

bW =0 paraj=1,2,...,k—1, sik>2
N1
a53>=1 para j =2,3,... ,k—1, si k> 2,

(6.14)

de tal manera que sélo b%o), a%o) y a%l) pueden depender

de n. En tal caso
0 sij<i—2
A, (1,7) =4 ~ L . 6.15
(i) {UjiJrQ sijg>i—2,1>2, ( )

donde l?n (x) es el n-ésimo polinomio ménico de Chebys-
hev de segunda clase (véase el Apéndice). Suponiendo
que {py, (z)} estd acotado por M, (6.9) se transforma en

I pfll_) 1 (Z)
1m —,

donde Y (z) es como en (6.10).

=Up1(2)Y (2), 2| >M, (6.16)

Nota 6.3. Si {p, (z)} es un sistema de polinomios cri-
bados de primera clase, {pg) (a:)} se denomina un sis-
tema de polinomios cribados de segunda clase.  Por

consiguiente, el sistema {g, (2)} (¢, (x) := ) (x)) de
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los polinomios cribados de segunda clase estd definido
por los bloques de relaciones de recurrencia

(ZE - d%j)) Gters (2) = Guirjrr (@) + 5 iy ji ()
7=0,...,k—1, n>0,

(6.17)
donde k > 2 y
d9 =0 para j =0,1,... k-2, si k> 2,
W) :i paraj=23,... . k—2, sik>2,
(6.18)
asi que sélo dF V. @ v %Y pueden depender de

n. Si{P, (x)} es el sistema de polinomios de encadena-
miento de {p, ()}, (6.7) y (6.8) se transforman en

G h-1 (@) = Up1 () PV () (6.19)
1
qgn)+1)k-—2 (z) =
~ 1 k—
U2 () PV () + 15 cFIPP) (@) (6.20)

para todo n > 0. Por lo tanto, si {g, (z)} estd acotado
por M,
1
O
im = =

1 ~ 1 (k=1) (1
— (Up_a (2) + C, Y()z>,6.21
U1 () < k-2 (7) + gy o ()), (6.21)

|z| > M, donde YV (2) es como en (6.12).

Si {pn (z)} es un sistema de polinomios cribados de la
primera clase, {pgf) (x)} , 1 > 0, se denomina un sistema

de polinomios cribados de la i + 1-ésima clase.

El lector podréd encontrar demostraciones detalladas
de los resultados de esta seccién en [2], [11], [12] y [16].

7. Dos ejemplos de sistemas definidos por
bloques generales de relaciones de recurrencia

Los sistemas que usaremos ahora como ejemplos tie-
nen caracteristicas especiales, y son particularmente
complejos. Constituyeron el material de la tesis de
Maestria de G. Preciado. Son ademés de cierta im-
portancia, al ser primeros asociados de otros sistemas,
un tipo de polinomios poco tratado en la literatura, y
usualmente considerado dificil de manejar. Esto mues-
tra posiblemente las cualidades de nuestro método.
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En esta seccién, estudiaremos en primer lugar el sis-
tema {qg) (x)} de los primeros asociados del sistema

{qn (x)}, donde los g, (z) vienen dados para todo n > 0 A lo largo de toda }a seccion supquremos que k 'Z 2

por las 2k-relaciones de recurrencia y que {q,(x)} satisface la condicién de positividad

Tqanksj (T) = a>-1,>-1,a+>-1,a#0. Como es claro, el
n J -

: (1) -,
ot sin (1) + 0@ gomss 1 ()2 1> 0, (7.1) sistema {qn (z)} es acotado y positivo, pues {g, (z)}

lo es.
donde 0 < j <2k —1,q_1 (x) =0, qo(z) =1,y Lema 6.1. La fraccion continua del sistema {qr(bl) (x)}
es
a(o)— n a(l)_ n+a+ﬁ+1
" 22n+a+p+1) " 2@2n+a+0+1) W 1
XV ()= ———92Un-1(2) - —————~ ¢,
4 — n+p+1 S ntatl Uzk—1 (2) Xas (Tox (2))
T 2@2n+a+B+2) " 2(2n+a+B+2) (74)
(7.2)

para z € C~ [—1,1] donde X, (%) es la fraccion con-

Stk > 2, suponemos que tinua de los polinomios de Jacobi (véase (8.23)).

; 1 . .
aﬁi) = 2<j <2 -1, j#kk+1 (7.3) Demostracion. En efecto, los polinomios de encade-

namiento @, (z) = qé}l)k (z), satisfacen la relacién de

recurrencia, n > 0,

xAptq (2,2k — 1)— asll_ilAnH (3,2k - 1) —ag)_i)rl (2,2k — 2)|Qn (2)=Qpny1 (z) + 42(2_k)aﬁ?_i)_lag)a(k_l)aglk)Qn,l (x),

n

(7.5)
donde
A (2,2k —1) = Uges (2), (7.6)
A (2,2k = 2) = 2Uj—1 (2) Up—2 () — aF D Ux 1 (2) U3 (2) — aPUE_, (2), (7.7)
y
Ani1 (3,2k —1) = 2Ug 1 (2) Up—2 (2) — o) U1 (2) Up_s (z) — {5 D02, (2) (7.8)
para todo n > 0, como resulta de calculos directos, y de las condiciones iniciales
Q-1(z) =0, Qo(z) =1 (7.9)
Haciendo Q,, (z) = 2@k=DnQ, (z), usando (7.6), (7.7), (7.8) (7.9) y el hecho de que
)+l 1 oo, + ¥ = L,z 710
(7.5) se transforma en
8% — o2 ~ _
Ty (z) — = Qnt1 (2) + CnQn-1 (2), (7.11)

2+ +a+B8)2Mn+1)+a+B+2)
para todo n > 0 donde

dn+ D) (n+a+)(n+B8+1)(n+a+pB)
Cn+D)+a+p-1) 20+ +a+8)>2nm+1)+a+f+1)

Cpn =



413

1
Ya que el sistema {(P,E"‘"’)) (Tox, (x))} satisface

esta ultima relacién de recurrencia, y dado que para todo n > 0, donde {(Pr(zaﬂ)) (1) ()| es el sistema
(o0 -5
(Po ) (Tor, () = Qo () ¥ de los primeros asociados de los polinomios {Pﬁa’ﬁ) (x)}
(pl(“vﬁ))(l) (Tar (z)) = Q1 (2), de Jacobi (véase el Apéndice).  Similarmente, pa-
. ra el sistema £} ) (x)} de los primeros asociados de
se tiene entonces que

{Q,, (7)} se obtiene que

)
o (2) = 20-20n (pled)) (7 7.12
Qn () ( ) (Tok () (7.12) QW (z)=20-20n (PT(La,B))(Q) (Tor (z)), n>0. (7.13)

Por lo tanto

QWY (x _
1 ( ) — 92k 1X¢§¢1,)ﬁ (T2k (z))

_ 0 —«a B 1
Oz+,6+2 Xaﬂ(TQk(Z)) ’

_ s, (@4 8+ (@+B+3)

(a+1)(B+1) (7.14)

(T (2)

donde X((j)ﬁ (T (%)) es la fraccién continua de los primeros asociados de los polinomios de Jacobi calculada en Ty, (2).

Asf, de (6.11), la fraccién continua X (z) de {qfll) (x)} es

Wy L L (1> @+ DB+ o1y oy
XY (2) Use 1 (2) {Ap(3,2k—1) + 5 (1 @t ft 2)2 @15t 3)2 X, (Tor (2))}- (7.15)
Por otra parte de (7.7), (7.8) y (A.5, Apéndice) se tiene que
Ao (3,2k—1) =4 [Uk_l (2) Th1 (2) — Qag“)} =4 [Uk_l (2) Th1 (2) — %} (7.16)
y sustituyendo en (7.15) obtenemos que
1 a+1 1\"? (a+1)(3+1) .
1 - - S - )
X @) Usk—1 (2) {4 (Ukl (2) T (2) a+f+ 2) - <4> (a+B+2)7°(a+58+3) Koy (T2 (z>)}
2
B {2Uk2_1 (2) T (2) + T (2)) I Uak—1(2) {1 - X, (Tor (2))
" Uz (2) {ZUkl =) = Xa,p (Tox (2))
(7.17)
como se queria demostrar, pues como se verifica facilmente,
zUQkfl (Z) = 2Uk,1 (Z) kal (Z) + Tgk (Z) —1.
Ya que Toy (2) ¢ [—1,1] y Usk—1 (2) ¢ [—1,1] cuando z ¢ [—1,1] y dado que
Xa,ﬁ (TQ}C ($>) - 1 + T2k- (l’) r;) (Oé + 6 + l)n <1 + T2k- (l’)) >0 (718>

cuando z € R — [-1,1], (7.17) vale para C — [—1,1].



414

Estudiaremos ahora el comportamiento de X() (2) en [~1,1]. Obsérvese que XY (z) puede extenderse continua-
mente a todo z, con Im z < 0, excepto posiblemente a los puntos del conjunto

S={ze[-1,1]| Top (x) = £1}U{z € [-1,1] | Use—1 (&) Xa5 (Tax () = 0} (7.19)

Nétese ademds que Im X, g (To (x)) # 0, asi que Xq g (Tok (x)) # 0, para € (—1,1) N S. Esto resulta de ((A.24),
Apéndice). Por lo tanto

Uzk—1 () Xap (Tok (x)) # 0

en esos puntos.
Las identidades (A.5) y (A.6) en el Apéndice implican que
S = {1,—1,51,... 7§2k—1}7 (720)

donde &1, ... ,&,—1 son las raices de Ug_1 () y &k, ... ,&a—1 son las de T (z). Asi debemos examinar 3 casos: 1)  es
una raiz de Uy_1 () ; 2) € es una raiz de Ty (x); 3) £ = £1. Examinaremos caso por caso:

1. € es una raiz de Uj_; ()

Sia>0y 3> -1, de (A4.23) se tiene que

1 2 r 2)T
Igllijr%OXa,ﬁ (Tax (2)) = IL‘I‘LH%O Tor (2) + 1F< L ai;—lm ’ Tor (2) + 1) T or (;Oﬁﬁﬁ))r(;oﬁ 0= (7.21)
Por lo tanto,
i =X 0= o G U O~ )
- > - 2lge (7.22)
Uy (&) (@+B+1)  k(a+B+1)
pues Uy, (§) = ??2—2(5) para £ = £1,... ,&_1. Se deduce que la medida de ortogonalidad de {%(11) (:c)} tiene

masas en estos puntos. Ahora, si —1 <a <0y g > —1, (1.57), (1.58), la férmula binomial de Newton y la férmula
((A.18), Apéndice) implican que

a+pB+1 1 1, B+1 |Tar(2)—1
Xaog (T = F ’ e S
7/8( 2k(z)) o TQk(Z)+1 ( 1—a« TQk(Z)-l-].
r 2)T (- T —-1\" 2 T
L DlatA+2)T( a>< 2k (2) ) ( ) (7.23)
2 (B+1) Tor (2) + 1 Top (2) + 1
Entonces
; - ] _eyx@ () =
InlgriOXawg (Tok (2)) =00 ¥ Inlllggo (z—¢&) XY (2) =0. (7.24)
z—&; z—¢&;
y la medida de ortogonalidad de {qél) (x)} no porta masas en los puntos & = &1,... ,&p_1.

2. £ es una raiz de Ty, (z)

Observemos primero que en este caso £ es una raiz de Tai, () + 1. Aplicando (A.18) y (A.23) del Apéndice obtenemos
que
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Xap (T (7)) =

I] Tgk(z 1-p Tgk(,z)—l QF(Oz—l—l Tgk(z)—l 1— Ty
(7.25)
Entonces
i — i —_eyx@ —
Ir}xl%oXa’ﬂ (2) =00 ¥y 111111%0 (z—¢&) XY (2) =0. (7.26)
z—E; z—&;

siempre que —1 < 8 < 0y a # 0, asi que, en este caso, la medida de ortogonalidad no porta masas en los puntos
& =&k, ..., k-1, las raices de Ty, (z).

Ahora si a # 0, § > 0 tenemos
i X (T (2) =

Z—>§j
. 1 1, a+1 2 _ F(a+ﬂ+2)r(ﬂ) __Oz—|—ﬂ+1
Imi%_oTzk(z)—lF< a+B+2 ’m) T E N CES 28 (7.27)
Luego,
. 28(1-¢2
Irrlllznio (Z_£j>X(1) (2) = M. (7.28)

z—&;

lo que implica en este caso que la medida porta masas en las raices ¢; de Ty (x) con el valor dado por (7.28).

Queda por considerar el caso 8 = 0. Aplicando la transformacién de Kummer (A.18) al primer término de (7.25),
y haciendo 3 — 0 se obtiene, siempre y cuando |Ta (2) + 1| < |Tax (2) — 1|, que

Xao (Tor (2) =

) a—;l <1_é’“ (Z)>a{i (’:a:; (%]’: 84:1)" e (%) +i (n+a+a1) (n+1)} )

n=1 n=0
Luego
Koo (T (2) =00y Hy%()(z — &)X (2) =0, (7.30)
i z2—&;

y por lo tanto la medida de ortogonalidad no porta masas en las raices de Ty (), en este caso.

3. &=+1
Para —1 < a < 0 y (3 arbitrario, (7.25) implica que
Inlll?io Xa,g(z) = oc. (7.31)
z—&;
Entonces
Ir}gg() (z—¢&)) X () =0. (7.32)
z—&;
A su vez, si a > 0 entonces
. a+p6+1
lim X, _argTe 7.33
Imlgio s (Z) 2c ( )

z—
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Luego, en cualquier circunstancia,

Jim (2 €)X (2) =0. (7.34)

z—&;

Por lo tanto, la medida de ortogonalidad no porta masas en los puntos extremos z = +1.

Calcularemos ahora explicitamente la medida p asociada al sistema {q,(}) (m)} Obsérvese que la funcién de peso

w () de la parte absolutamente continua de p viene dada por:

lImf((gg) ~ 1 ( —2 > _2 Im (Uzkﬂ () Xoos (Ton (30)))
g Usk—1 ()

7r X oo ‘U%_l () Xo.p (Tox (33))‘2

w ()

Xop (Tok (2))

2 (a+B+2) (1= ) T @) U (@) (@) (7.35)
F(a+1)I(B+1) ‘U2k71 () Xa,5 (Tor (x))‘

T+ 8+2) (1=2)" Ty (@) U (@)
O (a+1)T (5 +1) ‘)?a,g (Tox (m))’

donde x (x) denota la funcién caracterisitca de (—1,1) . S.

X (7)

El anélisis anterior se puede resumir en el siguiente teorema:

Teorema 7.1. Sean p la medida de ortogonalidad del sistema ,€k—1} las raices de Up_1 (x),

{¢ @} {&- -

{&, ... ,&ak—1} las raices de Ty (x), y w (x) como en (7.35). Entonces:
1. Sia>0y -1< <0,

20 al1-¢

du(m):w(m)dm+a+5+1; kJ(S(a:—fj)dm (7.36)
2. Sia>0y 0 >0,
9 k=14 _ ¢2 9 2k—1 1 _ ¢2
du(m):w(x)dﬂc+a+g+1; kjé(x_€j>+a+§+lzl:€ kjé(sc—fj) (7.37)
Jj= j=
3. 9% —-1l<a<0yp>0,
9 2k—11_ 2
dp (z) = w (z) do + +§+1Z kjé(x—fj)dx. (7.38)
j=k
4. Si—-l<a<0y-1<p<0,
dp (z) = w(z)dx (7.39)

Los polinomios anteriores fueron descubiertos por R.

Askey en [5] y denominados por él polinomio cribados
de Jacobi de la primera clase. Su medida de ortogonali-
dad, la cual es absolutamente continua, fué establecida
en [5] y, por otros procedimientos en [2] y [16]. El he-
cho de que los {¢, ()} puedan obtenerse por un proce-
so de cribacién ([2],[5]) no parece ayudar mucho en la
determinacién de las medidas espectrales del sistema

{qﬁf) (x)} de sus cribados, el cual resulta ser mucho més

complejo. De mas ayuda puede ser tal vez el que dichos
sistemas pueden obtenerse por medio de aplicaciones po-
linémicas (20), aunque ésto no parece del todo evidente.
Creemos, de todas maneras, que nuestro procedimiento
es mas eficiente y facil de aplicar.



De hecho, el procedimiento es aplicable atin a siste-
mas que, estando definidos por bloques de relaciones de
recurrencia, no son sistemas cribados ni pueden obte-
nerse por medio de aplicaciones polinémicas. Tal es el

caso del sistema {p%l) (x)} de los primeros asociados de
los polinomios {p, ()} dados por los bloques

= Ponk+j+1 () + agj)mnkﬂ'q ()
i =0,....2k—1,n>0

ITP2nk+j (33)

(7.40)
donde
aglo): n—+ o
22n+a+p0+1)
a(l)_ n‘f‘ﬁ‘f'l
" 22n+a+p8+1)
Cl(k)_ n+a+6+1
" 22n+a+ £ +2)
(k+1) _ n+1 741
On 2@2n+a+B+2) (741)
paran >0y k> 2. Si k> 2, suponemos que
2(a+5+3) { 2a
vy — Uoi e
B = o s @ P &)~ e st

_a+p+3 2aUk—2 (2)
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2k—1, j£kk+1, n>0.

(7.42)

Este sistema esta evidentemente relacionado con los
polinomios cribados de Jacobi-Askey de primera clase
mencionados anteriormente (vednse [2] y [16]). Supone-
mos que a > —1, > -1, a4+ 3> -1y a#0, lo cual
determina las condiciones de positividad de {p, (z)}.
Obsérvese que, en estas circunstancias {p, (z)} es tam-
bién acotado. La fraccién continua de este sistema fué
establecida en [16] y estd dada por

Usi—1(2) Xa,p (Tor (2))

L+ — 20 7 (5) Uss (2) Xeus (Ton (2))
(7.43)

a+8+1
donde X, 3 (#) es la fraccién continua de los polinomios
de Jacobi ((A.23), Apéndice) lo cual permite concluir
que {pn, ()} no puede obtenerse a partir de los polino-
mios de Jacobi mediante cribacién directa o mediante
aplicaciones polinémicas. La relacién (A.18) permite
concluir que la fraccién continua Y1) () del sistema

{pg)
dada por

X(z)=

(x)} de los primeros asociados de {p, ()} estd

2(a+0+3) 1
(1+a)Usk—1(2) Xa,p (T2x (2))

Ty (2) Uk—2 (Z)} -

(1+a)

para z € C — [~1,1], donde X (2) es como en (7.4).

Teorema 7.2. Sean v la medida de ortogonalidad de {pg) (x)}, {&,...

{ O - G DL

} (7.44)

75/6—1}

las raices de Ug_1 (z),

{&k, ... ,&k—1} las raices de Ty () y u(x) = %Mw (), dinde w es como en (7.35). Entonces:
e
1. Sia>1y—-1< <0,
dv (z) = u (z) dzx (7.45)
2. Sia>0ypB>0,
B 20(a+f+3) ~1-&
dv (z) = u(z) do + (1)@t piD > 0 (2 = &) da. (7.46)

=k
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3.5 —-1<a<0yp>0,

(@+B8+3) 2 a1-¢

(a+pf+3) 28 H1-¢&

dv (z) = u(z)dx — 1ta) Oé+ﬁ+1j; kﬂé(x—gj)dx—i— 1ta) a—|—ﬂ+1;€ kﬂé(x—fj)dx,
(7.47)
4. 51 -1<a<0y-1<p8<0
k=11 2
v (2) = u (z) do — 220+ B+3) Zl kgj(;(xffj)d:c. (7.48)

14+a)(a+p+1) et
Demostracion. La ecuacién (7.44) permite establecer el comportamiento de la fraccién continua Y (V) (2) en términos
del de XM (2). El célculo de la parte absolutamente continua de la medida y el andlisis del comportamiento de
Y (2) en los puntos &, . .. , Eap_1 (las raices de T}, (z)) v en %1 es el mismo que el hecho para X1 () en la seccién
anterior. Resta por examinar el caso en que £ es rafz de U,_; (x). Para ésto supongamos primero que a >0y 3 > —1
y aplicando (7.44) obtenemos

) —2(a+06+3) 2 2
1 ) YW () = Ty (&) Up—o (&) + — 2\
Iéni%_o(z WY@ A+a) U}, (&) {a+ﬂ+1 b (6) Un-2 (&) + Sy
Teniendo en cuenta que Ty, (&) Ug—2 (§;) = —1 para j =1,... ,k — 1, vemos que
i _eyy®m —
Irilzr%o (z—¢&) Y (2) =0. (7.49)

Por lo tanto, v no porta masas en estos puntos.
Ahora, si Si =1 <a <0y > —1, utiliz&o (6.44) obtenemos que

) 720¢(a+6+3)(1+€2)
ey (s =
i (2= ) Y () = (1+a)(a—|—ﬂ—|—1)kj

Z—>£j

(7.50)

Esto implica que v si porta en tal caso masas en las raices de Uy_1 () con amplitudes dadas precisamente por (7.50).
o

Apéndice
Polinomios de Chebyshev y Jacobi.

Funcién Gamma y funcién hipergeométrica
1. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev de primera y segunda cla-
ses {T,, ()} v {U, ()} estan definidos (]25],[29]) por

la relacién de recurrencia
20y (2) = Ypt1 () +Yn-1(x), n=1 (Al

y las condiciones iniciales
To(x)=1, Ti(x)=z y Uy(x)=1, Up(zr)=2x.
(A.2)
Por razones précticas, se haran evidentes posteriormen-

te, convendremos en que T_; (z) = U_y(z) = 0. Si
x = cos f, entonces

sen(n+1)0

T, (z) = 9,
(z) = cosm -

U, (z) =
(A.3)

para 0 < 6 < 7w como resulta de las identidades trigo-
nométricas elementales.

Las relaciones

2T, () = Uy, (z) — Up—2 (2),

U2 1 (x)=U, (2)Up2(z)=1,n>1 (A-4)
1-T2(z) = (1 -2*) U7, (),
1Tzn<x>(z<1l'2) 2@, nzo A9

Uzn—1(x) = 2Up_1 (2) T, (),
1+ Ty (z) = 272 (), n > 0 (A.6)



son utiles en este documento y se obtienen también a
partir de identidades trigonométricas elementales basa-
das en (A.3) y prolongacién analitica.

Los polinomios ménicos de Chebyshev estan dados
por las relaciones
T — —n+1
Zn (z) 2_ T, (z), (A.8)
U, (z)=2""U, (z), n>1,
con
Ty(2)=0=U_1(z), To(x), Uo(x)=1 (A9)
Ambos sistemas satisfacen relaciones de recurrencia de
la forma

TYn (¥) = Ynt1 (2) + Cpyn-1(z), n>1 (A.10
(

~

1 1 ~
con C,, = 1 paran > 2,Cq = 3 para {Tn (x)} ,C1 =

para {ﬁn x)} )

Nota A.1l. Para la determinacién de la fraccién conti-
nua de los polinomios de Chebyshev, véase [17]. En ese
mismo documento, las medidas espectrales de tales po-
linomios se determinaron estrictamente por aplicacion
del Teorema 4.1, segtin los procedimientos que estamos
trat&o de explicar y aplicar a sistemas mas complejos.

N | =

2. La funcién Gamma.

La funcién Gamma ([25]) se define:

[(z):= lim (n—1)in*

n—oo (2),

. 2#0,-1,-2,... (A.11)

donde (z),, es el simbolo de Pochhamer, el cual estd dado
por (2)o = 15 (2), = 2 (2), =2 (2 + 1) -~ (z+n—1),
n > 2. Notese que (1), =nl.

De (A.11) se deduce que
I'(z+n)

I'z)= , n>0, z#0,-1,-2,...
(2) B3
(A.12)
Si Re (z) > 0, entonces
I'(z)= /tzfleftdt (A.13)
0

I'(z) es obviamente analitica para Re (z) > 0. Esto
y (A.12) aseguran que I' es analitica sobre C excepto
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por singularidades en z = 0, —1,—2,... , las cuales son
obviamente polos simples.

3. La funcién hipergeométrica.

La prolongacién analitica a C \ [1,00) ([25]) de la
serie hipergeométrica

ZMZ” 2] <1,  ¢#0,-1,-2,...

n! (c) ’

n=0 n

(A.14)
se denota con F'(a,b;c;z) y se conoce como la funcién
hipergeométrica. Es necesario suponer que ¢ # 0 y no
es un entero negativo. Sia € Cy (1 —1)* := e*los(1=1),
t # 1, donde log (2) es la rama principal del logaritmo
en C~ {0} (parte imaginaria o argumento en (—, 7)),
entonces, siempre y cuando Re (¢) > Re (b) > 0, se
tiene que

F(a,b;c;z) =

F(C) L —1 c—b—1 —a
FETeoy T ) d&w)

para todo z ¢ [1,00) (véase [25]). La férmula (A.15)
se debe a Euler y representa la prolongacién analitica
de (A.14) a C\ [1,00) més frecuentemente usada en las
aplicaciones. Suponiendo ademas que ¢ — a no sea cero
o un entero negativo, y que Re (¢ —a —b) > 0, (A.15)
garantiza que F'(a, b; c; z) es continua en z = 1 con

(A.16)

férmula debida a Gauss. La férmula (1—2) " =
F(a,1;1;2), z ¢ [1,00), que es también 1itil, se conoce
como la férmula binomial de Newton. La transforma-
cién de Euler (véase [25])

F(a,b;c;2) = (1 —z)c*a*bF(c—a,c—b;c;z)7
(A.17)

es facilmente verificable para |z| < 1, y por prolonga-
cién analitica es valida para todo z € C N\ [1,00). La
notacién F ( % lc) ‘ z) es frecuentemente preferible a
la F (a,b;c;z). La transformacién de Kummer (véase
[25])
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T (c)T (c—a—b) (a7 b ’1_Z> I‘(c)I‘(a—l—b—c)(l_Z)cabF( c—a,c—b

atb+1l—c T (a)T () c—a—b+1|1_z>

(A.18)

es valida para z € C\ ((—o0,0] U [1,00)), siempre y cuando las expresiones donde estén involucrados a, b y ¢ tengan
todas sentido.

4. Los polinomios de Jacobi.

Los polinomios de Jacobi ([25], [29]) {Pfla’ﬁ ) (x)} estan dados por la relacién de recurrencia

22 o dn(n+a) (n+B) (n+a+B) P
< . ﬁ « ) Prga,ﬁ) (x):P’I’(Lﬁjlﬂ) (x) + n (T‘L O;) (n ﬂ) (n « ﬂ) n—1 (IL‘) n >0
@2n+a+B)(2n+a+ B +2) Cn+a+B)°2n+a+B-1)2n+a+B+1)
(A.19)
y las condiciones iniciales
PP =0, PP (2)=1. (A.20)
Se supone que el coeficiente de Péa’ﬂ) (z) es (x — B) si @« = —(. Es necesario suponer que a > —1, § > —1 para que

{P,(La’ﬂ ) (x)} sea un sistema positivo. En tal caso el funcional de momentos £, g (véase [25]) estd representado por

la medida positiva, absolutamente continua

dp, 5 (2) = w, , (z) de, (A.21)
donde
r (Oé + ﬂ + 2) a Jé;

= 1- 1 A.22
wa,ﬁ (l‘) 2a+,8+11"(a+1)1—\(ﬁ+1) ( 33‘) ( —|—Z‘) X(x)v ( )

siendo x () la funcién caracteristica de (—1,1). el soporte de p, , es [~1,1].

Sia> -1, 8> —1, la fraccién continua de {P,Sa’ﬁ) (x)} es
1 1, a+1 2 1 1, B+1 2

as (2) = ——3 ( a+B+2 12) 11 ( atf+2 1+z) (A.23)

para z € C \ [~1,1]. Esto se deduce inmediatamente del teorema de Markov con p = p, ,. En este caso se tiene
también el siguiente lema, que tiene importancia fundamental.

Lema A.1. Si a > —1, > —1, la fraccion continua X , (2) puede ser extendida continuamente desde Im (z) < 0
aIm (2) <0, z # 1. En este caso se tiene también que

w, ,(r) = %ImXaﬁ (), z#+1. (A.24)

Para una demostracién, véase [16].

Epilogo w
parte, haberlas colocado en un contexto lo suficiente-
mente apropiado par hacerlas aparecer naturales o, al
menos, rapidamente comprensibles, y por otra, haber lo-
grado comunicar el hecho de que pueden ser de utilidad,

Aunque las ideas considerados en las notas de este se-
minario son simples y de caracter limitado, no dejan de
tener aspectos técnicos delicados. Esperamos, por una



tanto tedrica como practica, en la solucién de ciertos
problemas. De ser asi, nos damos por satisfechos.
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