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En este trabajo hacemos un recuento histérico de resultados sobre la geometria de las
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Abstract

In this work we make a historical recount of results on the geometry of flag manifolds.
Mainly we study the relation between combinatorial methods and geometric properties.
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1. Introduccién Nuestro objeto inicial de estudio son las variedades
bandera hermiticas, es decir, una variedad bandera do-

Una variedad bandera es un espacio homogéneo re- ] .
tada de una estructura cuasicompleja J.

ductivo G/C(S), donde G es un grupo de Lie complejo
semisimple y C(S) es el centralizador de un toro S (no Presentamos aqui algunas nociones bésicas que nos
necesariamente maximal en G). Cuando S es un toro permitan introducir, en el lenguaje de dlgebras de Lie
maximal decimos que la variedad bandera es maximal,

y la denotamos por F.
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semisimples complejas de dimensién finita, los resulta-
dos existentes sobre la geometria de variedades bandera.

Hacemos un recuento histérico de los principales tra-
bajos realizados alrededor del estudio de las estructu-
ras cuasicomplejas y su relacion con la combinatoria de
los torneos (grafos dirigidos completos). Presentamos
las condiciones establecidas en este contexto para que
la variedad bandera maximal clasica admita métricas
(1,2)-simplécticas (ver, por ejemplo [20], [25], [7],[8].[9],
32]).

Mostramos la generalizacién conseguida por Pinzon
en [27] de algunos de los resultados ya conocidos de la
geometria hermitica, para el caso de f-variedades ban-
dera; es decir, una variedad bandera dotada de un en-
domorfismo F que satisface F3 + F = 0.

Mostramos ademés que en el caso de la variedad ban-
dera maximal cldsica, es decir, F(n) = U(n)/(U(1) x

- x U(1), donde U(n) es el grupo unitario de matri-
ces, existe una correspondencia biunivoca entre una f-
estructura y un digrafo (grafo dirigido no necesariamen-
te completo). Basados en esta representacién extende-
mos la nocién de torneo localmente transitivo, dada en
[5], a digrafos no completos, y mostramos que en este
caso esta condicién extendida es necesaria y suficiente
para que la variedad bandera maximal cldsica sea (1,2)-
simpléctica.

Con esto comenzamos el estudio orientado ha-
cia encontrar una caracterizacion de las propiedades
geométricas de este tipo de variedades, inmersa dentro
de la teoria hermitica generalizada.

2. Nociones basicas

Definicién 2.1. Un grupo de Lie G es un grupo cuya
estructura subyacente tiene una estructura de variedad
diferenciable, de tal forma que la aplicacién producto

p:(g,h) EGXG—gheqG
es diferenciable.

Ejemplo 2.2.

1. Gl(n,R), el grupo de las transformaciones lineales
invertibles de R™, o en otras palabras el grupo de las
matrices invertibles n x n. Este grupo es un subespacio
abierto del espacio vectorial M, (R), y por tanto es una
variedad diferenciable. El producto es el producto usual
de matrices.

2. Cualquier espacio vectorial de dimension finita con
la operacion + es un grupo de Lie.

3. El grupo G de las matrices triangulares superiores

n X n con entradas diagonales iguales a 1:
G = . t. . : s

es un grupo de Lie.

4. Grupo unitario de matrices U(n) = {X €
Gi(n,C) : X! = Xt}, donde X! es la traspuesta de
X

5. Grupo especial lineal Si(n,C) = {X € GI(n,C) :
det(X) = 1}.

6. Grupo ortogonal complejo O(n,C) = {X €
Gl(n,C): X! = Xt}

Definicién 2.3. Una &algebra de Lie consiste de un
espacio vectorial g dotado de un producto corchete o
conmutador [-,], el cual es bilineal, antisimétrico y sa-
tisface la identidad de Jacobi, esto es, para cualesquiera
X,Y, Z € g tenemos

X, Y, Z)] + 2, [X, Y] + [Y; [2, X]] = 0.

Definicién 2.4. Sea g una dlgebra de Lie. Una sub-
algebra de Lie es un subespacio vectorial h de g que es
cerrado por el corchete; esto es, [X,Y] € hsi X,V € h.

Ejemplo 2.5. gl(n,C), el espacio de todas las transfor-
maciones lineales de un espacio vectorial de dimensién
n en C, o sea el dlgebra de las matrices de tamano n X n.

El corchete esta dado por

[X,Y]=XY —YX, X,Y matrices.

Algunas subdlgebras de Lie de gl(n, C) son:

u(n) ={X € gl(n,C) : X + Xt =0}.

s0(n,C) ={X €sl(n,C): X + X' =0}.

sl(n,C) ={X € gl(n,C) : trX = 0}.

sp(n,C) ={X €sl(2n,C) : XJ + JX* =0}, don-
de J, escrito en bloques de tamano n x n, es:

J:((l) ‘01).

Definicién 2.6. Una representacion de un grupo de Lie
G en un espacio vectorial V' es una accién p de G en V'
tal que todas las transformaciones p(g) son aplicaciones
lineales de V.

=W

Definicién 2.7. Sean g una dlgebra de Lie , V un espa-
cio vectorial y gl(V') la dlgebra de Lie de las transforma-
ciones lineales de V. Una aplicacién lineal p : g — gl(V)
tal que p([X,Y]) = [p(X), p(Y)], es decir, p es un ho-
momorfismo entre algebras de Lie, es llamada una re-
presentacion de g en V.



Existe una representacién natural de un grupo de Lie
G en su algebra de Lie. Esta representacién es cons-
truida de la siguiente forma: un elemento g € G define
el automorfismo interno C,(z) = grg~'. Es claro que
Cy(1) = 1, por tanto la derivada en la identidad, d(Cj)1,
es una aplicacion lineal de g en g.

Definicién 2.8. La representacién adjunta Ad : G —
Gl(g) de G en su é&lgebra de Lie g es definida por
Ad(g) = d(Cy)1.

La representacion infinitesimal de Ad es la represen-
tacion adjunta de g.

Definicién 2.9. Sea g una algebra de Lie. Su represen-
tacién adjunta, es la aplicacién ad : g — gl(g) definida
por

ad(YV)(X) =[X,Y].

La identidad de Jacobi garantiza que la aplicacién ad
es un homomorfismo de algebras de Lie, donde el cor-
chete de gl(g) es dado por el conmutador.

Definiciéon 2.10. Dada una representacion p de di-
mensién finita de la dlgebra de Lie g, definimos en g
una forma bilineal simétrica llamada forma traza, que
estd dada por

Bo(X,Y) = tr(p(X)p(Y)).

En el caso de que la representacion sea la adjunta, es-
ta forma es llamada Cartan—Killing, y serda denotada de
manera més simple por (-, ).

Definiciéon 2.11. Una algebra de Lie g es llamada
semisimple si, y solamente si, su forma Cartan—Killing
es no degenerada.

3. Variedad bandera clasica

Una variedad bandera es un espacio homogéneo re-
ductivo G/C(S), donde G es un grupo de Lie comple-
jo semisimple y C(S) es el centralizador de un toro
S (no necesariamente maximal en G). Cuando S es
un toro maximal decimos que la variedad bandera es
maximal, y la denotamos por F. Por ejemplo, en el
caso clésico, G es el grupo especial unitario SU(n), y
C(S) debe ser conjugado a un subgrupo de la forma
SU(ny)x---xSU(ng), con ny,... ,n, enteros positivos
tales que ny+---+np =n. Sim; =n;+---+n;, el co-
ciente SU(n)/(SU(ny) x - - - x SU(ny)) puede ser identi-
ficado con el conjunto F(my, ... ,my) de “banderas par-
ciales” {0} = Ey C By, C - C By, C By, = C™,
donde F; es un subespacio de C™ de dimensién ¢. El caso
n, = 1, para todo 1 < r < k, serd denotado por F(n), y
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esta puede ser identificada con el conjunto de “banderas
totales” {0} = FEyCFEy C---C E,_1 C E, =C".

4. Variedad bandera general

Sean g una &algebra de Lie semisimple sobre C y
h C g una subdlgebra de Cartan de g, es decir, una
subalgebra abeliana maximal tal que para cada H € b,
ad(H)(g) C g es semisimple. Sea « un funcional lineal
sobre el espacio vectorial complejo h, y dendtese por g,
el subespacio lineal de g dado por

go=1{X€g : [H,X]|=a(H)X,para todo H € h}.

Notése que para a =0, go = h. Sia £ 0y go # {0}, el
funcional lineal « es llamado una raiz (de g con respec-
to a h). En tal caso g, es llamado un subespacio raiz.
Denotamos por II el conjunto de raices no nulas del par
(g,h) y por B la forma Cartan—Killing en g x g, es de-
cir, B(X,Y) = (X,Y) = tr(adXadY), para X,Y € g.
Dado que g es semisimple, B es no degenerada sobre
g X g, la restriccién de B a h x h es también no dege-
nerada, y as{ para cada « € II existe un dnico H, € §
tal que B (H,H,) = (H, H,) = a(H) para todo H € h.
Témese (o, ) = B(H,, Hg) para toda o, € h*; se
sigue entonces que (-, -) es una forma bilineal simétrica
no degenerada sobre h*.

Teorema 4.1. [35] Sean g una &dlgebra de Lie semisim-
ple compleja y h una subdlgebra de Cartan de g.

1. La &algebra de Lie g admite una descomposicion en
espacios de raices:

g:h@ga

acll

2. Los espacios raiz g,, a € II, son de dimension
compleja uno.

3. Si« y 8 son dos raices cualesquiera (incluyendo 0)
y B # —a, entonces go y g son ortogonales con
relacion a B.

4. Si a es una raiz no nula, I1NZ{a} = {a, —a}.

5. Para cada a € 1l existe un vector X, € g, de
forma tal que para todo «, 8 € 11 tenemos:

(a) [Xa, X—o] = Ha, [H,Xo] = a(H)X, (para
todo H € );

(b) [Xas Xp] =Osia+B40ya+sg¢lL;

() (Xan Xpg)=1sia+F=0y (X, Xg)=0en
los otros casos.
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(d) [Xa,Xg] = mapsXays, si a+ 3 € II con
mag €R, ¥y

M—q,—p = Ma,g

(1)

M—a,a+8 = Ma+p,—-B = M—-B,—a-

Los elementos {X,, : a € II} que satisfacen el nume-
ral 5 en el anterior teorema seran llamados una base de
Weyl o Cartan-Weyl de g médulo b.

Las variedades bandera poseen una descripcién mas
general en términos de estos sistemas de raices en
dlgebras de Lie, de la siguiente forma:

Sea g una algebra de Lie semisimple compleja y b una
subdlgebra de Cartan de g; dendtese por II el conjunto
de raices del par (g, h). Tomamos una base de Weyl de
g fija. Sea II" C II una escogencia de raices positivas.
Denétese por X el sistema simple de raices correspon-
diente. Tome © un subconjunto de raices de ¥ y (©) el
conjunto de raices generado por ©. Sobre g tenemos la
siguiente descomposicion:

g=ho Z Ja

ac(®

@Zgaea Yoo Y g (2

a€c(® BEIT+\(O)+ et \(©)+

donde g, o € II, es el espacio raiz complejo correspon-
diente a «.

Sea ahora pg la subdlgebra parabdlica de g determi-
nada por ©. Entonces,

Po=b® > 8.® > 9@ > g (3)
a€e(O)* ae

eyt BeT\(6)F

Asi, la ecuacién (2) puede ser reescrita como

g=pre® Y  gp (4)

eI+ \(e)+

La variedad bandera general Fg asociada al par {g, 0}
corresponde al espacio homogéneo Fg = G/Pg, donde
G es el grupo de Lie complejo cuya dlgebra de Lie es g
vy Pg es el normalizador de pg en G.

Denotamos por u la forma real compacta de g, es de-
cir, la forma de Cartan—Killing restricta a u es negativa
definida. Sea U C G el subgrupo conexo asociado a u.
Sea Kg = PoNU, el cual por construccion, es el centra-
lizador de un toro. U actua transitivamente sobre Fg,
y as{ podemos escribir Fg = U/Kg. Si© =0, Fg = F
corresponde a la variedad bandera maximal, y en el caso
contrario corresponde a una variedad bandera parcial.

De lo anterior, tenemos 9 diferentes variedades ban-
dera generales, asociadas a las diferentes dlgebras de Lie
semisimples, finitas, existentes:

) Algebras clésicas:

1. A;,1 > 1; corresponde a sl(l + 1).

2. By,l > 2; corresponde al dlgebra de matrices
antisimétricas de dimensién impar so(2] + 1).

3. C;,1 > 3; corresponde al algebra simpléctica
sp(1).

4. Dy, l > 4; corresponde al algebra de matrices
antisimétricas de dimensién par so(21).

° Algebras excepcionales:

1. G5 es la algebra construida sobre el espacio
vectorial s[(3) @& V @ V*, donde V = K3 con
K un campo cualquiera.

2. Eg, E7, Bg. La construccién de las algebras
FEg, E; puede ser realizada a partir de la cons-
truccion de FEjg, que es el algebra construida
sobre el espacio vectorial s{(9) &V & V*, don-
de V = A*K® con K un campo cualquiera.

5. Métricas invariantes

Denétese por by el origen de Fg, visto como espacio
homogéneo de U. Una métrica riemanniana U-invariante
ds?\ en Fg es completamente determinada por sus valo-
res en el origen, esto es, por un producto interno (-,-)
en Tbo (IF@)

Cualquier producto interno en Tj,(Fg), U-invariante
tiene la forma (X,Y)p = —(A o X,Y), con A
Ty, (Fo) — Tp, (Fo) positivamente definida con relacién
a la forma Cartan—Killing, y o es el producto de Hada-
mard o producto de matrices entrada por entrada. La
invarianza de (-,-)a equivale a afirmar que, en la base
de Weyl,

AMXL) = AaXa, (5)

con Ay, = A_, > 0.

6. El espacio tangente de una variedad bandera

Considérese la variedad bandera general Fg = G/ Pg.
Denoétese por U la forma real compacta de G corres-
pondiente a u. Sea Kg = Pg NU. Kg, por construc-
cién, el centralizador de un toro. Sea la subdlgebra real
to = uN pe; denotaremos por tg su complejificacién.
Podemos escribir

=02 Y g.® Z g-a- (6)

ace(O)t



Sea u una forma real compacta de g. Asumimos u
como el subespacio real generado por ihg, y Aq, Sa,
con « € I\ ©, donde 4, = Xo — X_q ¥ Sa =
i(Xo+ X_4). La variedad bandera general Fg = U/Kg
es un espacio homogéneo reductivo. De hecho, sea
us=un(gs®g-p), B€l\(O),ydqo = >, us

BEII\(O)
Por tanto,

(i) u=to ®qe, teNqe =10;
(ii) Ad(Ke)ge C ge, lo que implica [tg, qo] C qo.

Identificamos qo = Tp,(Feo). Esta identificacién es dada
por X € qo — Xp, € Tp,(Fo), es decir, por evaluacién
de X € ge en by como un campo vectorial sobre Tp, (Fg)
(véase [17], pag. 191).

El espacio tangente a Fg en by se identifica natu-

ralmente con el subespacio qo = uot =Y ug,
BEI\(O)

generado por A,,S,,a € IT'\ (0). Andlogamente, el
espacio tangente complejificado de Fg es identificado
con q° = g O h = Daem\(e)8a- Por el item (i) inme-
diatamente anterior, la accién adjunta de Kg deja qo
invariante y lo descompone en componentes irreducibles
que son invariantes por la accién adjunta de K¢ (véase
34]).

7. f-Estructuras invariantes

K. Yano en 1961 introdujo la nocién de f-estructura
para cualquier variedad riemanniana de la siguiente for-
ma.

Definicién 7.1. Sea M una variedad riemanniana n-
dimensional. Un campo tensorial F en T'M de tipo (1,1)
tal que F2 + F = 0, es llamado una f-estructura sobre
TM.

Una f-estructura definida en una variedad bandera
general Fg serd denotada por F®. Introducimos ahora
la nocién de “f-estructura U-invariante” en Fg.

Definicién 7.2. Una f-estructura F© es llamada U-
invariante si para cada r € Fg el endomorfismo F2 :

T,.Fo — T,Fg satisface du, o .7-':? = .7-'% o dug, para
todo u € U.

Claramente, F© es diagonizable en qg con valores
propios ¢, 0, —i.

La U-invarianza de F© garantiza que F©(g,) C ga
para todo a € II\ (6), con igualdad cuando F© es
una estructura cuasicompleja invariante (véase [34]).
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Asi, F© es determinado de manera tnica por los va-
lores ¢ € {0,£1}, « € I\ (6), definidos por
FO(X,) = ie® X,,. Estos valores satisfacen ¢_, = —¢q,

por tanto F© es definida por sus valores en 11T\ (©)7.

Es claro que una estructura cuasicompleja J, es de-
cir, una estructura que satisface J?2 = —1, es una f-
estructura, por lo cual consideramos un problema in-
teresante extender los resultados obtenidos, hasta el
momento en [20], [25], [8], [9], para variedades bande-
ra maximales cldsicas cuasihermiticas invariantes (1,2)-
simplécticas en su relacion con grafos dirigidos comple-
tos (torneos) y en [32] para variedades bandera maxima-
les asociadas a cualesquiera de las dlgebras semisimples
finitas mencionadas anteriormente.

Con relacién a la variedad bandera maximal clasica
F(n) = U(n)/T, y a estructuras cuasicomplejas, en 1999
X. Mo and C. J. C. Negreiros mostraron en [20] que una
condicién necesaria para que esta variedad fuera (1,2)-
simpléctica consistia en analizar el torneo asociado a la
estructura cuasicompleja y garantizar que no contenia
un 4-subtorneo conado, o sea un 4-subtorneo isomorfo a
uno de los dos 4-torneos que aparecen en la Figura 1. Si
el torneo no contiene este tipo de subtorneo, es llamado
libre de cono.

Figura 1: 4-Torneos conados

En 2000 M. Paredes [25] conjetura la suficiencia de la
condicién libre de cono, basado en los estudios realiza-
dos sobre F(3),F(4),F(5),F(6),F(7). Con base en esto,
Cohen, Negreiros, San Martin [8] completan la demos-
tracién del teorema:

Teorema 7.3. (F(n),J) admite una métrica invariante
(1,2)-simpléctica A si, y solamente si, el torneo asociado
T es libre de cono.

Decimos que la estructura cuasicompleja J admite
métrica (1,2)-simpléctica o que J es (1,2)-admisible.

En 2002 L. A. B. San Martin and C. J. C. Negrei-
ros, [32] utilizando la combinatoria geométrica de los
sistemas de raices y sus grupos de Weyl, obtienen, sobre
una variedad bandera maximal asociada a cualquiera de
las algebras de Lie semisimples finitas ya mencionadas,
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una caracterizacién de las estructuras cusicomplejas in-
variantes que admiten métricas que convierten la varie-
dad en (1,2)-simpléctica. La metodologia utilizada con-
sistié en partir desde el correspondiente grupo de Weyl
afin y el conjunto de alcobas (ver [33]), determinados por
el sistema de raices asociado. San Martin y Negreiros
definieron una nueva clase de estructuras cuasicomplejas
llamadas de tipo afin, es decir, a cada alcoba asociaron
una determinada estructura cuasicompleja, mostrando
que, sobre una variedad bandera maximal general, una
estructura cuasicompleja invariante es (1,2)-admisible si
y solamente si es de tipo afin. En este mismo articulo
los autores observaron que la clase de las estructuras
cuasicomplejas invariantes (1,2)-admisibles es la princi-
pal entre las 16 clases dadas por Gray y Hervella [12], y
muestran que, en el caso de la variedad bandera maxi-
mal general, las 16 clases se reducen a cuatro clases.

En el caso de la variedad bandera maximal para una
algebra de Lie semisimple compleja general no se puede
hacer uso de la combinatoria dada por los grafos, pero si
se puede utilizar una combinatoria méas general, basada
en sistema de raices. En [9] Cohen, Negreiros y San Mar-
tin dieron una interpretacion, en términos de sistemas de
raices, de la condicion libre de cono, y muestran la nece-
sidad de esta condicién para que una variedad bandera
maximal general, sea (1,2)-simpléctica. Ademds mostra-
ron que esta condicién es también suficiente en el caso
de las banderas asociadas a algebras de Lie semisimples
que no contienen componentes de tipo B;,l < 3, G2 o
Fy; esta afirmacién fue corregida en [27], mostrando que
la condicién libre de cono, dada en términos de raices,
es suficiente para cualquier bandera maximal asociada
a una algebra de Lie semisimple finita.

En 2003 Silva en [34] estudié las variedades bandera
generales parciales y obtuvo condiciones geométricas pa-
ra la clase de las estructuras cuasicomplejas hermiticas
que convierten la variedad bandera parcial en (1,2)-
simpléctica. En este caso se muestra que las diesiséis
16 clases dadas por Gray y Hervella en [12] se reducen
a cinco 5 clases.

Figura 2: Digrafo del Ejemplo 1.1.

Otra motivacién para intentar extender los resul-
tados ya mencionados fue la extensién, por parte de
Rawnsley [29], de la nocién de variedad cuasihermitica
(1,2)-simpléctica a f-variedad (1,2)-simpléctica, y por
esto la relacion entre este tipo de variedades y la exis-
tencia de aplicaciones armonicas mediante aplicaciones
holomorfas (véase [2]).

8. f-variedad (1,2)-simpléctica y aplicaciones
armonicas

Considérese ahora (N, h,F) una f-variedad rieman-
niana. Recordemos que (véase por ejemplo [17]) para
X,Y € TN, la derivada covariante de F esta dada por:

(VE)X,Y) =VxF(Y) - Vy F(X) - F([X,Y]). (7)

Definicién 8.1.  Definimos (VF)(1D(X,Y) como
VF(X,Y)si X e TNt y Y € TN~. (N,h,F) es lla-
mada f-(1,2)-simpléctica si (VF)LD = 0.

Observamos que cuando F es una estructura cuasi-
compleja, la forma de Kéhler o(X,Y) = h(X, F(Y)) es
antisimétrica; Rawnsley y Salamon ([29], [30]) mostra-
ron que (VF)(Y = 0 precisamente cuando (N, h, F) es
(1,2)-simplética, es decir, do? = 0.

Sea (M,g,J) una variedad riemanniana con J una
estructura cuasicompleja y forma de Kéahler w. El si-
guiente teorema debido a Black [2], el cual tiene origen
en el articulo [18], es una de las fuertes motivaciones de
nuestro trabajo.

Teorema 8.2. Sea ¢ : (M,g,F) — (N, h,F) una apli-
cacion tal que

1. ¢ es f-holomorfa, es decir, satisface dpoJ = Fodd,
2. M es co-simpléctica, es decir, d*(w) = 0,
3. (VF)LD =o.

Entonces ¢ es armonica.

Este teorema en el estudio de aplicaciones armdnicas
en f-variedades bandera induce un andlisis intensivo
de las propiedades de las f-estructuras que admiten
métricas (1, 2)-simpléticas, o sea, las f-estructuras (1,2)-
admisibles.

Presentamos a seguir algunos de los resultados que
obtuvimos al estudiar las f-variedades bandera maxi-
males clésicas.
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Figura 3: Clases de isomorfismos para n = 2.
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SN

(0,0,0) (0,0,1)
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TN

(0,1,1) (0,11)
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NG

(0,0,2) (1,1,2)

()

N

(01,2

Figura 4: Clases de isomorfismos para n = 3.

9. El caso (F(n),A, F) (1,2)-simpléctica

Recordemos que F(n) es la variedad bandera maxi-
mal cldsica, o sea, ella estd asociada al dlgebra de Lie,
sl(n, C), es decir el caso de la bandera maximal asociada
a las algebras de tipo A4,,.

En este caso el conjunto formado por Ej,j # k'y
E;; — Egx,j < k, es una base de Weyl para sl(n,C),
b es la subdlgebra de las matrices diagonales, © = (),
asi q es generada por las matrices Aj;, = Ejp — Ei; y
Sjk = i(Ejk + Ekj). Donde

k
00 -~ 0 0
00 -~ 0 0

Ej, = :
j 00 1 0
00 --- 0 0

Para F(n) y F una estructura cuasicompleja, es posi-
ble establecer una correspondencia entre F y un grafo
orientado completo (torneo) (véase [20], [25], [8]).

Mo y Negreiros probaron en [21] que existen 3(2)
f—estruturas U (n)—invariantes sobre una variedad ban-
dera compleja, y que ellas estan en correspondencia 1:1
con las matrices antisimétricas e(F) = {e;;}, donde ¢;;
toma valores en el conjunto {—1,0,1}, lo que sugiere
una correspondencia 1:1 entre f—estruturas invariantes
y grafos orientados (digrafos) no necesariamente com-
pletos. La matriz ¢(F) puede ser identificada con la
matriz de incidencia de algin grafo orientado finito no
completo G = (V,E), con V = {1,---,n} de la si-
guiente forma: si F(E;) = ic;pEji, entonces G(F) es
tal que para j < k,

j—k <= ¢&r=1,
je—k <= ¢er=-1
jik = =0
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(6]

2)

\

3)

N

w)

(5))

N\

(0,0,0,0) (0,00,1) (001,1) 00,1,1) 00,1,1) 00,1,1)
(7) (&)\ ) (0%\ ()/ ) x
(0,111 (0111 0012 0012 (0,003) (0,1,1,2)
(IZ / i : T
(0012 (01,1,1) 01,1,1) 00,1,2) 0022 0112

Figura 5: Clases de isomorfismos de digrafos con 4 vértices.

(19 L

=
=

(22) l\

AL

0,112 (0,112 (1,1,1,2) 0022 0,112 0,112
@) (\ (26) {\ @ {\ @) } @9 } (30) l
(1111 (0112 01,12 (1,112 0023) 0122)
(31) 1 i& [€5) i (%\ (35 T (36) T
(1112 01,22 0,122 11,12 1,122 0123

Figura 6: Clases de isomorfismos de digrafos con 4 vértices.

Una construccion similar es valida para las métricas
A = {\ji}; identificamos cada \j; con un peso positivo
sobre el arco jk de E.

Ejemplo 9.1. Consideremos
F(3) = U(3)/(U(1) x UQ) x U(1)) = U(3)/T.

En este caso,

0 a b
q= T(]F(?’))(bo) = —a 0 ¢ ta,b,c,e C
-b —¢c 0
Tomemos la siguiente f—estructura sobre F(3) :
0 a b 0 <¢a —ib
—a 0 ¢ |+— ia 0 0
b —¢ 0 —ib 0 0

El digrafo de la Figura 2 es el digrafo asociado a esta
f-estructura.

Definiciéon 9.2. Sean G; un digrafo con n vértices
{1,...,n} y G2 un digrafo con m vértices {1,...,m}.

Um homomorfismo entre G; y G, es una aplicacién
¢:{1,...,n} = {1,...,m} tal que

sIht = 4(s) o) 6

5 G
st = 8(s) £ ().

Cuando ¢ es bijectiva decimos que G; y Go son isomor-
fos.

Para n = 2 existen 2 clases de isomorfismos; para
n = 3 aparecen 7 clases de isomorfismos, y para n = 4,
42 clases de isomorfismos (vednse las Figuras 3, 4, 5-7).

Definicién 9.3. Sea I'(N) el espacio de los campos
vectoriales sobre una variedad diferenciable V.

(i) Definimos (VF)®Y :TH(N) x I'"(N) — T'(N).
(ii) (N,h,F) es llamada (1,2)—simpléctica si
(VF)®D = 0.



Nuestra intencién es caracterizar las f-estructuras in-
variantes que admiten métricas (1,2)-simplécticas. En
otras palabras, deseamos caracterizar los digrafos G =
(V, E) que admiten pesos positivos A = (Ajx), los cua-
les satisfacen las condiciones (8), (9) y (10). Para esto
analizamos en F(2),F(3),F(4) las f-estructuras que ad-
miten métricas (1,2)-simplécticas.

Las Figuras 3, 4, 5-7 muestran las clases de iso-
morfismos de f—estruturas invariantes en F(n) para
n = 2,3,4, respectivamente. Para n = 2,3 todas las
clases son (1,2)-admisibles.

@n €3 (39

1,113 0,222 01,13

(40) (41 42

0,1,2,2) 0,0,1,3) 0112

Figura 7: Clases de isomorfismos de digrafos con 4
vértices.

En F(4) existen 42 clases de isomorfismos de
f—estructuras invariantes (ver Figuras , , y 7). Las 36
que aparecen en las figuras 5 y 6 son (1,2)-admisibles.

De acuerdo con Black [2], las condiciones para que
(F(n), A, F) sea (1,2)-simpléctica son determinadas por
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las siguientes reglas:
Sik—jk—1,541,
Sij—kil—kjslI,
Sik—j,j—1Lk—1 entonces Ay = Aji + Aji.(10)

entonces \jx = Ag;;  (8)
entonces Aji = Api; (9)

Estas reglas se resumen en la Figura 8.

A partir del comportamiento, en los casos mencio-
nados, de las f-estructuras que admiten métrica (1,2)-
simpléctica, vimos la necesidad de las siguientes defini-
ciones:

Definicién 9.4. Sea G := (V| E) un digrafo no comple-
to.

1. Dados los subdigrafos de G determinados por los
subconjuntos

Gp(v) ={w e V:vwe E},
Gy(v) ={w eV :wveE}

Decimos que v es un ganador (respectivamente
perdedor) en G si G, (v) (respectivamente G4(v)) es
igual a V'\ {v}. (Vedse Figura 9).

2. Decimos que G es trivial si |E’| = 0.

3. G es transitivo si la relacién “ —" es transitiva (o
sea, para i,j,k € V', i — j — k implica i — k);

4. G es relativamente conexo si para todo i,j,k € V,
i — j implica i<k o j < k.

5. G es llamado localmente transitivo si cada uno de
los subdigrafos G,(v) y G4(v) es transitivo y rela-
tivamente conexo.

l Mk

M= Ao * Ak

Figura 8: Condiciones de la métrica.
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Figura 9: 4-torneo canénico.

7

Figura 10: Digrafo no relativamente
conexo.

Figura 11: Tridngulo transitivo.

Observacion 9.5. De la Definicién tenemos:

1. Transitividad local significa que el digrafo
Gp(v), G4(v) omite determinados 4-subdigrafos, es
decir, aquellos que poseen un subconjunto no vacio
de flechas de un 3-ciclo (ver Figura 7).

2. En el caso no completo, la definicion es menos
fuerte que la definicién de torneo localmente tran-
sitivo dado que esta definicién permite que alguno
de estos subdigrafos, por ejemplo G4(v), pueda ser
trivial, mientras que G,(v) puede ser transitivo y
relativamente conexo.

3. Si max{|Gy4(v)|,|Gp(v)|} < 2, para todo v € V,

entonces G es localmente transitivo.

En F(3) se puede ver ficilmente que las 7 clases de
isomorfismos de f-estructuras invariantes son todas lo-
calmente transitivas, verificando que los digrafos asocia-
dos a estas f—estructuras (ver Figura ) son localmente
transitivos.

En F(4), de las 42 clases de isomorfismos de
f—estructuras invariantes apenas las 36 que aparecen
en las Figuras 5 y 6 son localmente transitivas.

De acuerdo con la Figura 7, un 4-digrafo no local-
mente transitivo tiene un ganador o un perdedor, pero
no ambos. Los arcos del 3—digrafo obtenido quitando el
ganador /perdedor forman un subconjunto no vacio de
los arcos de un 3—ciclo (ver Figura 7).

Lema 9.6. G es localmente transitivo si, y solamente
si, cada 4-subdigrafo de G es localmente transitivo.

Proposicién 9.7. En F(4) una f-estructura es local-
mente transitiva si y solamente si admite métrica (1,2)-
simpléctica.

Definicion 9.8.

(i) Un tridngulo transitivo es un digrafo completo
transitivo G; = (Vi, Et) com |V;| = 3. (Véase la
Figura 11).

(ii) Undigrafo G = (V, E) serd llamado completamente
no transitivo si G no contiene tridngulos transiti-
vos; a la f-estructura asociada se la llamara de la
misma forma. (Véase la Figura 12).

Figura 12: Digrafo completamente no transitivo.

Proposiciéon 9.9. digrafo completamente no transitivo
es localmente transitivo.

Demostracion. En un digrafo completamente no transi-
tivo, G = (V, E) y los conjuntos Gy4(v) e Gp(v) son tri-
viales en el sentido de la Definicién . Al mismo tiempo,
un digrafo completamente no transitivo admite métricas
(1,2)-simplécticas, es decir, pesos positivos {A. > 0,
e € E}, los cuales satisfacen las identidades (8)-(10).



De hecho, debido a la ausencia de tridngulos transiti-
vos, el sistema de ecuaciones (8)-(10) no posee iden-
tidades del tipo (10); luego la métrica Cartan—Killing
(A = 1), la cual satisface automdticamente (8-9), es
(1,2)-simpléctica (en general, G admite métricas (1,2)—
simplécticas no-constantes junto con la métrica Cartan—
Killing).

Observamos que la métrica Cartan—Killing sobre un
digrafo G es (1,2)-simpléctica si y solamente si G’ es
completamente no transitivo. En particular, si G es com-
pleto, la métrica Cartan—Killing es (1,2)-simpléctica si,
y solamente si, |V| < 3, como fue observado en [7].

Teorema 9.10. La f-estructura asociada al digrafo
G = (V, E) admite métricas (1,2)-simpléticas si, y sola-
mente si, G es localmente transitivo.

En la construccién de las métricas (1,2)-simplécticas
sobre un digrafo localmente transitivo G nuestra meto-
dologia fue la de reducir G a un digrafo completamen-
te no transitivo asociado G’, con el mismo conjunto de
vértices de G .

Para finalizar, aplicando el Teorema 8.2 y la Propo-
sicién 9.9, tenemos:

Teorema 9.11. Sea (M, g) una variedad riemannia-
na de dimension par, con estructura cuasicompleja J,
forma de Kéhler Q y ¢ : (M, g,J) — (F(n),F) una apli-
cacién f-holomorfa, es decir, (d¢ o J = F o d¢) con F
completamente no transitivo. Supdéngase ademas M es
co-simpléctica, es decir d*) = 0. Entonces ¢ es armdnica
con respecto a la métrica Cartan—Killing.
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