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Habitualmente, las geometrias de incidencia estan basadas en estructuras bisurtidas
formadas por puntos y rectas, y conectadas por una relaciéon entre ambas clases. En lo que
sigue, introducimos una estructura monosurtida, que llamamos marco de Lobachevski, la
cual resulta adecuada, para construir una base semdantica que permita su consideracién en
el lenguaje modal. Construiremos asi un sistema axiomatico para dicho lenguaje, que estara
determinado por la estructura creada, es decir probaremos su correccién y completitud.
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Abstract

Usually, the incidence geometries are based in two-sorted structures formed of points,
lines conected each other for a relationship. Furthermore, we introduce a one-sorted structure
that we call Lobachevski frame which results appropriate to build a semantic base that allows
its consideration in modal language. We build an axiomatic system for that language will
be determinated by the structure created.
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1. Introduccién

El desarrollo de sistemas légicos deductivos, suscep-
tibles de ser utilizados como herramientas para la inge-
nieria del conocimiento, se ha convertido actualmente
en una de las lineas mas proliferas de investigacion en
l6gica matematica. En particular, los sistemas basados
en lenguajes modales, resultan especialmente adecua-
dos para las ciencias de la computacién. Bajo estos en-
foques, han sido ampliamente estudiados sistemas que
modelizan las relaciones temporales en sus diversas in-
terpretaciones y aspectos de uso. En los tltimos anos,
empiezan a ser también numerosos los autores que se han
interesado en el estudio de las propiedades y relaciones
geométricas, bajo el prisma de dichos lenguajes moda-
les, si bién es claro, que el estudio de las propiedades y
relaciones espaciales resulta ser considerablemente mas
complejo que el caso del tiempo. Esto es debido, al he-
cho, de que aquellas estructuras suelen estar compuestas
por diversas clases de objetos (multisurtidas): puntos,
lineas, planos, etc.., estando ademas ligados tales obje-
tos mediante relaciones, a su vez variadas: colinealidad,
paralelismo, ortogonalidad, incidencia, etc.

En este trabajo, siguiendo la estela marcada por dis-
tintos autores (véase [3],[17]), construimos una estruc-
tura monosurtida (es decir, con una unica clase de ob-
jetos), que resulta ser adecuada para expresarla en un
lenguaje modal, y capaz de capturar de forma equiva-
lente, los modelos de la geometria plana de Lobavcheski.

2. Axiomatica del plano de Lobachevski

Definicién 1. Una terna (P,L,in), donde P y L son
dos conjuntos e in C A x B una relacion binaria en-
tre ellos, diremos que es un plano de incidencia si se
verifican los siguientes axiomas:

(IE0) PNL=10

(IE1) (Vz,y € P)(3z inL)(z in z Ay in z)

(IE2) (Vz,y € P)(Vz,t,winL)((x in zA yin zA x in tA
yint) = (z=y Vz=1t))

(IE3) (Vz inL)(3z,y inP)(x Fy Az in z Ay in z)

(IE4) (Vx € P)(3z,t € L)(z#tAzin zAzint)

Si z in z diremos que el punto x es incidente con la
recta z, o de forma coloquial, que la recta z pasa por el
punto x.

La geometria de incidencia es la estructura
geométrica minima, susceptible de ser ampliada con nue-
vos axiomas. Una posible ampliacion es la insercién de

axiomas de paralelismo. Asi definiremos la relacién “ser
paralela” del siguiente modo:

Sean z,t € L,
z|tsiysolosi (Ve € P)(xinzAzint— z=1)

Con esta nueva relacién, se pueden construir esencial-
mente, dos tipos diferenciados de geometrias planas en
el siguiente sentido:

Dados x € Py z € L, tales que x no incida en z:

(P1) Existe una tnica recta t tal que = incide en t y z
es paralela a t (geometria afin).

(P2) Existen dos rectas distintas ¢ y ! paralelas a z e
incidentes con x (geometria de Lobachevski).

Definicién 2. Una estructura S = (P, L, in,||), sien-
do P y L dos conjuntos, e in,||C P x L dos relaciones
entre ambos, diremos que es un plano de Lobachevski si
(P,L,in) es un plano de incidencia, y ademds se verifica
que:

(IL) Vx e P)YVz e L)(3t,le L)(tA DA (z || t) A (= |
DA(xint)A(zinl)V (zin 2))

Definicién 3. Sean
S=(P,Lyn,||) vy S =P, L, in,|)
dos planos de Lobachevski. Una aplicacion
f:PUL—P UL

se dird que un homomorfismo de S en S’ si:

(i) Para todo x € P y todo z € L se cumple que
f@)e Py flz)el

(ii) Para todo x € P y todo z € L, si x in z entonces
f(x)in' f(z)

(ii) Para toda pareja z,2" € L, si z || 2/ entonces

()

En lo que sigue, denotaremos por 3; la categoria de
los planos de Lobachevski (PL), donde sus objetos vie-
nen dados por los planos de Lobachevski, y cuyos mor-
fismos se acaban de definir arriba.

3. Marco de Lobachevski

Contruiremos ahora una nueva categoria compuesta
de estructuras monosurtidas y la cual resultara ser equi-
valente a la anterior.

Sea S = (P, L,in,||) un plano de Lobachevski y con-
sideremos el subconjunto W del producto cartesiano
P x L, dado por W = {(x,2) | z € P,z € L,x € z}.
Sobre W definiremos las siguientes relaciones binarias:



1. (=1) Diremos que (x1,21) =1 (x2,22) si y solo si
X1 = T2.

2. (=2) Analogamente se dird que (21, 21) =2 (22, 22)
siy solo si z1 = zs.

3. (]|) Por dltimo, abusando de nuestra notacién, di-
remos que (1, 21) || (x2,22) si y solo si 21 || 22.

Desde un punto de vista intuitivo, los elementos de W
pueden considerarse como puntos o rectas dependiendo
del contexto en que aparezcan, es decir x =; y signi-
ficard que considerados como puntos son iguales y de
manera andloga al leer x =5 y interpretaremos que x e
y son la misma recta.

Definicién 4. La estructura W(S) = (W,=1,=2,]|),
se demominard marco geométrico asociado al plano de
Lobachevski S = (P,L,in,||), o sencillamente marco
geométrico sobre S.

Sobre W(S) daremos una nueva relacién “(on)” a
partir de =; y =5 de la siguiente forma:

(x1,21) on (x2,22) siy solo si 1 € 2o

Tanto la relacién on como su inversa on™! puede de-
finirse como composicién de =; y =5 de manera alter-
nada.

Lema 1. Sea S un plano de incidencia y W = W (S)
el marco geométrico asociado a S. Entonces para todo
x,y € W se tiene:

(i) zony siysolosi(Fze W)(x=12Nz2=2y).
(ii) x on~! y siy solo si (Fz€ W)(x =2 2 A 2 =1 y).

Demostracion. Basta utilizar la definicién de on y
-1
on~ . O

Lema 2. Sea S un plano de Lobachevski y W = W (S)
el marco goemétrico sobre S. Entonces:

(MLO0) =1 y =2 son relaciones de equivalencia tales que
Ve,yeW)e=1yAez =y —x=1y)

(MLO*) z ||t (Ve e W)(zon zAx ont — z=21)
(ML1) (Vz,y e W)(3z€ W)(x on z Ay on z)
(ML2) (Vz,y,z,t € W)(x on 2z A yon z A x ontA
yont)—
(xr=y Vz=t)
(ML3) (Vze W) 3Bx,ye W)(x Z 1 yAxon zAy on 2)
(ML4) (Vz e W)(3z,t e W)(z Z2t Az on zAx on t)
(ML5) (Vz,z € W)(3t,l € W)t Z2 LAz || tAz |
INzontANzonl)
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Demostracion. Es de comprobacion directa, a partir
de las definiciones. a

Definiciéon 5. LLamaremos marco de Lobachevski
a cualquier estructura de la forma Wr = (W, =1, =2, ||),
donde W es un conjunto no vacio y {=1,=2, ||} relacio-
nes binarias en Wg y para la cual ademds son vdlidos
los aziomas (MLO), ..., (ML5) del lema anterior.

Después de esta definicién los marcos geométricos so-
bre un plano de Lobachevski serdn, en particular, mar-
cos de Lobachevski. En lo que sigue, denotaremos me-
diante ®; a la clase formada por los marcos de Loba-
chevski (ML).

Haciendo un abuso de notacién, designaremos tam-
bién mediante ®;, a la categoria cuyos objetos son los
marcos de Lobachevski y cuyos morfismos vienen dados
por las aplicaciones

f :Wg = (VVa =1,=2, H) = W%‘ = (lez/hE/Qa ||/)
tales que, para todo z,y € W, verifican que:
(1) si x =; y, entonces f(x) =, f(y), i=1,2

(1) si z || 2/, entonces f(z2) || f(2).

4. Equivalencia entre las categorias plano y mar-
co de Lobachevski

Procediendo de forma inversa a como hicimos en
el apartado anterior, para cada marco de Lobachevski
Wg = (W,=1,=s,||), construiremos un plano de Loba-
chevski asociado a él que denominaremos plano de Loba-
chevski sobre Wr y denotaremos por S(Wp).

A tal efecto, procedemos con las siguientes defini-
ciones. Consideremos Wr = (W,=1,=3) un marco de
Lobachevski y dado € W, denotaremos por |z|;,i =
1,2 la clase de equivalencia de z determinada por la
relacién =;, ¢ = 1,2. Definamos ahora los siguientes
conjuntos y relaciones:

Ps(Wp) =P =W/, ={lz|y :x € W}
Ls(Wp) =L=W/=, ={|zl2: 2€ W}
ing(Wrg) =in = {(|z)1,|z|2) :z € W,z € W,z on z}
ls(Wr) =ll=A{(lzl, |2ly) : 2 € W, 2" € W,z || 2'}

Si x,x’ representantes de |z|1, y z, 2’ representantes de
|z|2 tales que x on z, utilizando el lema 1 aseguramos la
existencia de x1 € Wr cumpliendo

[ — — . !/
r =1 =1x1=2%2=2%
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y al ser =1 y =5 relaciones de equivalencia, concluimos
que z’ on 2’. Lo cual prueba que la relacién in est4 bien
definida.

Lema 3. Sea Wgr un marco de Lobachevski, entonces
S(Wg) es un plano de Lobachevski.

Demostracion. Se deduce de forma directa, de la pro-
pia construccion. O

Teorema 1. Para cada marco de Lobachevski Wg, el
marco Wi, construido como W(S(Wr)) es isomorfo a
Wg.

Demostracion. Basta comprobar que la aplicacién
f: Wg — W} dada como

f(@) = (|, [2]2) Yo eW
estd bien definida y es un isomorfismo. m|

Teorema 2. Para cada plano de Lobachevski S, el pla-
no S’, construido como S(W(S)) es isomorfo a S.

Demostracion. Definamos la aplicacién f : S — 57,
que a cada elemento x € Py z € L le asigna

f(@) = [(z,21)h
f(2) = [(z1,2)]2

donde la existencia de z; € L con x € 2; nos la garan-
tiza el axioma (IE4) y la de x; € P verificando 1 € z,
el axioma (IE3).

No Es dificil comprobar que la aplicaciéon f es un
isomorfismo. m|

Siendo ¥; y ®; las categorias de los planos y mar-
cos de Lobachevski respectivamente, las construcciones
hechas anteriormente, nos permiten definir sendas apli-
caciones W : ¥, — &, y §: &, — 3; entre los objetos
de ambas categorias.

Sea ahora f, un homomorfismo entre dos planos de
Sy S’, y consideremos la aplicacién

W(f): W(S)— W(S")
que viene dada del siguiente modo:

Si (z,2) € W(S), entonces W(f)((z,2)) = (f(z), f(2))

Con esta definicién es claro que el digrama que sigue
serd conmutativo, convirtiendo a W en un funtor entre

las categorias ¥; y @;.

S -9

Analogamente, si f : W +— W' es un homomorfismo
de marcos de Lobachevski, la aplicacién

S(f): S(Wpg) — S(Wrg)
definida mediante

S(Hxh) = 1f (@), S(F)(l2l2) = [f(2)]2

hace conmutativo el siguiente diagrama y convierte a S
en un funtor entre las categorias ®; y ;.

W / Wi
s s
(W) —g o SOV

Para concluir esta seccién, diremos que en estas condi-
ciones, un bién conocido teorema de la teoria de cate-
gorias (véase [11]), nos permite asegurar que %; y ®;
conforman categorias equivalentes.

5. Lenguaje

Consideremos un lenguaje multimodal con operado-
res monarios

{[=1], [=2], [Z1], [Z2]), [ll]}, un conjunto infinito numera-
ble de literales proposicionales {p1,p2,...}, junto con
las constantes L, T y las conectivas usuales {—,V, A, —

et

El conjunto de fbf se define de forma usual. Deno-
taremos con letras latinas mayusculas A, B,C,... a las
férmulas multimodales de este lenguaje. Ademds, para

simplificar la escritura definimos los siguientes operado-
res modales secundarios:

[#]A = [A]A A [#2]A
[UlA=AN[#]A
OA=AN[#-A

[on]A = [=4][=2]A
[on~ 1A = [=5][=1]4



e (R)A = —[R]-A, donde
[R] € {[=1]; [=2), [#4], [Z2] (1]}

6. Semantica

La seméntica que en principio consideramos, para la
interpretacién del anterior lenguaje sera la de Kripke so-
bre los marcos de la forma Wp = {W, =1, =o, #1, Zo, ||},
donde W es no vacio y =1, =2, #1, %2 ¥ || son relaciones
binarias arbitrarias sobre W.

Si V' es una valoracion, de forma inductiva diremos
que la férmula A es verdadera en un estado = de W si:

x vy psiysolosix € V(p)

zEy A siysolosiz ey A
xEy ANB siysolosiz =y Ay z =y B
x v [R]A siysolosi (Vy € W)(xRy — y Ev A),
donde
Re{=1,=,#1, %2, |1}

Recordemos que si M = (Wg, V) es un modelo basa-
do sobre el marco Wr y ¢ es una férmula tal que zf=,,¢
para todo x € W, se dird que ¢ en verdadera en M y
escribiremos M = ¢. Cuando ¢ sea verdadera en to-
do modelo basado sobre un marco Wg, se dird que ¢
es valida en el marco Wg, lo cual se denotard F |= ¢,
diciendo en tal caso, que F' es un marco de ¢.

Si ¢ es vélida en todo marco F' perteneciente a una
clase de marcos C, se diré que ¢ es C-vélida y lo deno-
taremos =¢ ¢. Diremos, en tal caso, que C es una clase
de marcos de ¢.

El conjunto de todas las férmulas validas en una cier-
ta clase de marcos C se denomina, la logica de la clase
C. En nuestro caso a la logica de la clase de los marcos
de Lobachevski la denotaremos por LML. Por otra par-
te, recordemos que si ¥ y ¥’ son dos clases de marcos,
decimos que ¥ es modalmente definible en ¥’ por una
formula A, si para cada marco F' € ¥/, A es valida en
Fsiysolosi FeX.

Definicién 6. Un marco Wr = (W, =1,=2, %1, Z2,|)
diremos que es # —estdandar si satisface:

(Vo,ye W)z #yrZ yVae#y)

Recordemos que no en todos los marcos las modali-
daddes secundarias [#] y [U], tienen la interpretacién
semantica habitual (o estdndar), pero en el caso de los
marcos # —estandar si.

En nuestro caso, los marcos de Lobachevski son #
—estandar.
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Definicién 7. Un marco Wrp = (W,=1,=2,#1, %2, ||)
lo llamaremos cuasi-estandar si es # —estandar y la re-
lacion #; es complemento de la relacion =;, i =1, 2.

Lema 4. La clase de marcos cuasi-estindar es modal-
mente definible en la clase de marcos # —estdndar me-
diante las siguientes formulas:

[MGEI"] (U)p — (=i)p V (#Fi)p, i = 1,2
[MGET™"] (=)[#lp — [#ilp,i = 1,2

Demostracion.  Consideremos un marco Wrp =
{W,=1,=2,%1,%2,||) # —estdndar, entonces Wp es
cuasi-estandar si y solo si se cumple:

1. =, U =WxW
2. = NZE=0

Ahora basta con comprobar, que los axiomas MGEI*
y MGEI** son vélidos si y solo si (1) y (2) se cumplen
en Wg. O

Lema 5. La clase de los marcos de Lobachevski es mo-
dalmente definible en la clase de marcos cuasi-estandar
mediante las siguientes formulas:
(LMGLO) [=ilp — p, (=i)[=ilp — p,

[Ei]p - [Ei][zi]pv 1=1,2
(LMGLO *) (U)p — ([[)p V {on~ ") {on)p, (=2)p — ([|)p,

[=2lg A (on™ 1) (on)([#p A —q) — [lllp
(MGL1) (U)p — (on){on~")p
(LMGL2) (on)(p A (on=")([#lg AT)) —

([on]((=2)p V [on~Yq) V (=1)7)
(LMGL) p — (on™")(#1){on)p
(LMGLA4) p — (on)(#2)(on"")p
[LMGLS5] (U)pAq — (on)({[)p A (Z2) ({[)pAon~1)q)) v
(U)({on)p A q)

Demostracion. Las férmulas (LMGLO) se corresponden
con las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva de
=, 1=12.

Las de (LMGLO0*), se corresponden respectivamente
con las condiciones de primer orden:

La||yv(@zeW)(zontzAzony)
2.x=y—xl|y
3. (FzeW)@ontzAzony) Az |ly—r=2y

cuya conjuncién es equivalente a la definiciéon dada de
paralelismo.

El resto de expresiones modales (LMGLIL), ...,
(LMGLS5), se corresponden con los axiomas de primer
orden (ML1)...(ML5) respectivamente.
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Desarrollaremos la prueba de correspondencia, para de primer orden que se corresponde con ella. Usando la
el caso del axioma que caracteriza a esta geometria, traslacién estandar, obtendremos como primer paso, la
(LMGL5). Observemos para ello, que la férmula en férmula de segundo orden correspondiente a (LMGL5).

cuestién, resulta ser una férmula de Sahlqvist y tene-
mos por tanto, asegurada la existencia de una férmula

ST ((U)p A g — (on)({|I)p A (Z2) ({[)p A lon ™)) v (U) ({on)p A q))
)
ST((U)p A q) — STo({on) ({[)p A (Z2)((I)p A {on ™)) v (U) ({on)p A q))

T
(VP,Q)((32)(PzAQx) — (3)(x on 1) A (Fz2)(1 || 22 A Pzg)A
(Ft)(1 2o t) A (3za)(t || 24 A Pzg) A (3z1)(t ontay A Qxp)V
(3o, 25) (22 on z5 A Pzs A Qx2))
T
(VP,Q)(V2)(Pz A Qx — () (x on 1) A (3z2)(L || 22 A Pz2)A
(3t) (1 #2 t) A (3za)(t || 24 A Pzy) A (Fz)(t on ray A Qy)V
(3o, 25) (22 on z5 A Pzs A Qo))

Elijamos las minimas asignaciones de P y @) que hacen el atecedente verdadero, o(P) = A\u.(z = u),0(Q) = Iu.(x = u);
en consecuencia obtenemos

(V2)(z=zAxz=2z— (3)(zon ) A(Bz)( || 22) A (2 = 22)A
(3)(I Z2t) A Bza)(t || 24) A (2 = 22) A Br)(t ontay) A (= 21)V
(Fza, z5) (22 0on 25) A (2 = 25) A (x = x2))

0
(V2)AD((xon )AL 2) ABI Z2 ) At || 2) A(t on z) V (z on 2))

)
V2)ELO)((xon DA || 2) A1 Z2t) At ] 2) Az on t)V (z on z))
De esta forma se llega a la correspondencia local de nuestra férmula y basta generalizar para obtener el resultado:
Vo, 2) AL, ) ((zon DA 2) AT Z2 ) A (L] 2) A(zont)V (z on 2))

7. Axiomatica
Proponemos la siguiente axiomatizaciéon para LML:
Axiomas

I] Todas las tautologfas de la légica de proposiciones

1] [R](p — q) — [Rlp — [Rlg, R € {=1,=2, %1, %2, |}, (F)FEilp — p. i =12, (D]lllp — p.
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[LMGLO] [=ilp — p, (=) [=ilp — p, [Eilp — [E][=idp i = 1,2

2Jg A {on™ ) (on)([#lp A =q) — [llp

(LMGLO*) (U)p — (I)p V {on ™) {on)p, (=2)p — (II)p; |

(LMGL1) (U)p — {on){on=1)p

(LMGL2) (on)(p A {on™ ") ([#]a A 1)) — ([on]((Z2)p V [on™Hg) V (=1)7)
(LMGL3) p — (on=1)(#1){on)p

(LMGL4) p — (on)(#2){on™")p

(LMGL5) (U)p A g — (on)({[)p A (Z2){[)p A (on™ 1)) V (U) ({on)p A q)

Reglas de inferencia:

(MP) modus ponens: si - Ay - A — B entonces - B,

RN) regla de necesidad: si F A entonces F [R]A, R € {=1, =2, #1, %2, ||},

(
(IR) regla de irreflexividad: si p no aparece en A y - Op — A entonces - A,
(

RS) regla de sustitucién de letras proposicionales.

8. Correccién y Completitud

El sistema axiomatico LML sera correcto respecto a
la clase de los marcos de Lobachevski, si por una parte
todos sus axiomas son vélidos en dicha clase y por otro
lado, sus reglas de inferencia son también admisibles.

La primera cuestion la hemos asegurado en la propia
construccién. En cuanto a la segunda, solo restara hacer
la comprobacion en el caso de la regla de irreflexividad,
ya que las restantes son las usuales en cualquier légica
normal y son validas en cualquier clase de marcos.

Asi pues, supongamos que Op — A es vélida en nues-
tra clase de marcos y que por contra A no lo sea. Exis-
tird por tanto una valoracién V' y un punto w en alguno
de nuestros marcos, tal que w £y A. Consideremos
una nueva valoracién V' definida como V' (p) = V (p) si
pi Zpy V'(p) = {w}. De esta forma w =y Op y como
Op — A es una férmula vélida tendremos que w =y A,
pero al no intervenir el literal p en A, concluimos que
w Ey A, lo que nos lleva a una contradiccion.

Por otra parte, para asegurar la completitud del sis-
tema, haremos uso de un un resultado general denomi-
nado teoremas SD, y debido a Yde Venema (véase [20]).
En el trabajo resenado, el autor da una prueba general
de completitud para légicas multimodales conteniendo
el operador #, la regla de irreflexividad (IR) para [#] y
satifaciendo ciertas condiciones:

e Por cada operador [$], el lenguaje debe contener
el operador inverso [$71], relacionado con [$] me-
diante los siguientes axiomas. ($)[$71]A — Ay

($71)[$] — A. Obviamente la 16gica LML satisfa-
ce esta condicién; para cada operador $, el inverso
es €l mismo.

e La ldgica (normal) debe contener los minimos
axiomas que hagan a los operadores tensionados
junto con los axiomas
(#1), (#2) y (R C U). El resto de axiomas adicio-
nales deben ser féormulas de Sahlqvist.

En estas condiciones el teorema SD asegura la com-
pletitud de la légica, en la clase de marcos modalmente
definible por los axiomas adicionales. En nuestro caso
LML se encuentra en las condiciones del teorema, por lo
que es completa respecto a los marcos de Lobachevski.
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