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Habitualmente, las geometŕıas de incidencia están basadas en estructuras bisurtidas
formadas por puntos y rectas, y conectadas por una relación entre ambas clases. En lo que
sigue, introducimos una estructura monosurtida, que llamamos marco de Lobachevski, la
cual resulta adecuada, para construir una base semántica que permita su consideración en
el lenguaje modal. Construiremos aśı un sistema axiomático para dicho lenguaje, que estará
determinado por la estructura creada, es decir probaremos su corrección y completitud.
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Abstract

Usually, the incidence geometries are based in two-sorted structures formed of points,
lines conected each other for a relationship. Furthermore, we introduce a one-sorted structure
that we call Lobachevski frame which results appropriate to build a semantic base that allows
its consideration in modal language. We build an axiomatic system for that language will
be determinated by the structure created.
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1. Introducción

El desarrollo de sistemas lógicos deductivos, suscep-
tibles de ser utilizados como herramientas para la inge-
nieŕıa del conocimiento, se ha convertido actualmente
en una de las ĺıneas más proĺıferas de investigación en
lógica matemática. En particular, los sistemas basados
en lenguajes modales, resultan especialmente adecua-
dos para las ciencias de la computación. Bajo estos en-
foques, han sido ampliamente estudiados sistemas que
modelizan las relaciones temporales en sus diversas in-
terpretaciones y aspectos de uso. En los últimos años,
empiezan a ser también numerosos los autores que se han
interesado en el estudio de las propiedades y relaciones
geométricas, bajo el prisma de dichos lenguajes moda-
les, si bién es claro, que el estudio de las propiedades y
relaciones espaciales resulta ser considerablemente más
complejo que el caso del tiempo. Esto es debido, al he-
cho, de que aquellas estructuras suelen estar compuestas
por diversas clases de objetos (multisurtidas): puntos,
lineas, planos, etc.., estando además ligados tales obje-
tos mediante relaciones, a su vez variadas: colinealidad,
paralelismo, ortogonalidad, incidencia, etc.

En este trabajo, siguiendo la estela marcada por dis-
tintos autores (véase [3],[17]), construimos una estruc-
tura monosurtida (es decir, con una única clase de ob-
jetos), que resulta ser adecuada para expresarla en un
lenguaje modal, y capaz de capturar de forma equiva-
lente, los modelos de la geometŕıa plana de Lobavcheski.

2. Axiomática del plano de Lobachevski

Definición 1. Una terna (P,L, in), donde P y L son
dos conjuntos e in ⊂ A × B una relación binaria en-
tre ellos, diremos que es un plano de incidencia si se
verifican los siguientes axiomas:

(IE0) P ∩ L = ∅
(IE1) (∀x, y ∈ P )(∃z inL)(x in z ∧ y in z)
(IE2) (∀x, y ∈ P )(∀z, t, w inL)((x in z∧ y in z∧ x in t∧

y in t)→ (x = y ∨ z = t))
(IE3) (∀z inL)(∃x, y inP )(x 
= y ∧ x in z ∧ y in z)
(IE4) (∀x ∈ P )(∃z, t ∈ L)(z 
= t ∧ x in z ∧ x in t)

Si x in z diremos que el punto x es incidente con la
recta z, o de forma coloquial, que la recta z pasa por el
punto x.

La geometŕıa de incidencia es la estructura
geométrica mı́nima, susceptible de ser ampliada con nue-
vos axiomas. Una posible ampliación es la inserción de

axiomas de paralelismo. Aśı definiremos la relación “ser
paralela” del siguiente modo:

Sean z, t ∈ L,

z ‖ t si y solo si (∀x ∈ P )(x in z ∧ x in t→ z = t)

Con esta nueva relación, se pueden construir esencial-
mente, dos tipos diferenciados de geometŕıas planas en
el siguiente sentido:

Dados x ∈ P y z ∈ L, tales que x no incida en z:

(P1) Existe una única recta t tal que x incide en t y z
es paralela a t (geometŕıa af́ın).

(P2) Existen dos rectas distintas t y l paralelas a z e
incidentes con x (geometŕıa de Lobachevski).

Definición 2. Una estructura S = (P,L, in, ‖), sien-
do P y L dos conjuntos, e in, ‖⊂ P × L dos relaciones
entre ambos, diremos que es un plano de Lobachevski si
(P,L,in) es un plano de incidencia, y además se verifica
que:

(IL) (∀x ∈ P )(∀z ∈ L)(∃t, l ∈ L)((t 
= l) ∧ (z ‖ t)∧ (z ‖
l) ∧ (x in t) ∧ (x in l) ∨ (x in z))

Definición 3. Sean

S = (P,L, in, ‖) y S ′ = (P ′, L′, in′, ‖′)
dos planos de Lobachevski. Una aplicación

f : P ∪ L → P ′ ∪ L′

se dirá que un homomorfismo de S en S′ si:

(i) Para todo x ∈ P y todo z ∈ L se cumple que
f(x) ∈ P ′ y f(z) ∈ L′

(ii) Para todo x ∈ P y todo z ∈ L, si x in z entonces
f(x) in′ f(z)

(iii) Para toda pareja z, z′ ∈ L, si z ‖ z′ entonces
f(z) ‖ f(z′)

En lo que sigue, denotaremos por Σi la categoŕıa de
los planos de Lobachevski (PL), donde sus objetos vie-
nen dados por los planos de Lobachevski, y cuyos mor-
fismos se acaban de definir arriba.

3. Marco de Lobachevski

Contruiremos ahora una nueva categoŕıa compuesta
de estructuras monosurtidas y la cual resultará ser equi-
valente a la anterior.

Sea S = (P,L, in, ‖) un plano de Lobachevski y con-
sideremos el subconjunto W del producto cartesiano
P × L, dado por W = {(x, z) | x ∈ P, z ∈ L, x ∈ z}.
Sobre W , definiremos las siguientes relaciones binarias:
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1. (≡1) Diremos que (x1, z1) ≡1 (x2, z2) si y solo si
x1 = x2.

2. (≡2) Analogamente se dirá que (x1, z1) ≡2 (x2, z2)
si y solo si z1 = z2.

3. (‖) Por último, abusando de nuestra notación, di-
remos que (x1, z1) ‖ (x2, z2) si y solo si z1 ‖ z2.

Desde un punto de vista intuitivo, los elementos de W
pueden considerarse como puntos o rectas dependiendo
del contexto en que aparezcan, es decir x ≡1 y signi-
ficará que considerados como puntos son iguales y de
manera análoga al leer x ≡2 y interpretaremos que x e
y son la misma recta.

Definición 4. La estructura W (S) = (W,≡1,≡2, ‖),
se denominará marco geométrico asociado al plano de
Lobachevski S = (P,L, in, ‖), o sencillamente marco
geométrico sobre S.

Sobre W (S) daremos una nueva relación “(on)” a
partir de ≡1 y ≡2 de la siguiente forma:

(x1, z1) on (x2, z2) si y solo si x1 ∈ z2

Tanto la relación on como su inversa on−1 puede de-
finirse como composición de ≡1 y ≡2 de manera alter-
nada.

Lema 1. Sea S un plano de incidencia y W = W (S)
el marco geométrico asociado a S. Entonces para todo
x, y ∈W se tiene:

(i) x on y si y solo si (∃z ∈W )(x ≡1 z ∧ z ≡2 y).
(ii) x on−1 y si y solo si (∃z ∈W )(x ≡2 z ∧ z ≡1 y).

Demostración. Basta utilizar la definición de on y
on−1. �

Lema 2. Sea S un plano de Lobachevski y W = W (S)
el marco goemétrico sobre S. Entonces:

(ML0) ≡1 y ≡2 son relaciones de equivalencia tales que

(∀x, y ∈W )(x ≡1 y ∧ x ≡2 y → x = y)

(ML0∗) z ‖ t↔ (∀x ∈W )(x on z ∧ x on t→ z ≡2 t)
(ML1) (∀x, y ∈W )(∃z ∈W )(x on z ∧ y on z)
(ML2) (∀x, y, z, t ∈ W )(x on z ∧ y on z ∧ x on t ∧

y on t)→
(x = y ∨ z = t)

(ML3) (∀z ∈W )(∃x, y ∈W )(x 
≡1 y ∧ x on z ∧ y on z)
(ML4) (∀x ∈W )(∃z, t ∈W )(z 
≡2 t ∧ x on z ∧ x on t)
(ML5) (∀x, z ∈ W )(∃t, l ∈ W )(t 
≡2 l ∧ z ‖ t ∧ z ‖

l ∧ x on t ∧ x on l)

Demostración. Es de comprobación directa, a partir
de las definiciones. �

Definición 5. LLamaremos marco de Lobachevski
a cualquier estructura de la forma WF = (W,≡1,≡2, ‖),
donde W es un conjunto no vaćıo y {≡1,≡2, ‖} relacio-
nes binarias en WF y para la cual además son válidos
los axiomas (ML0), ..., (ML5) del lema anterior.

Después de esta definición los marcos geométricos so-
bre un plano de Lobachevski serán, en particular, mar-
cos de Lobachevski. En lo que sigue, denotaremos me-
diante Φi a la clase formada por los marcos de Loba-
chevski (ML).

Haciendo un abuso de notación, designaremos tam-
bién mediante Φi, a la categoŕıa cuyos objetos son los
marcos de Lobachevski y cuyos morfismos vienen dados
por las aplicaciones

f : WF = (W,≡1,≡2, ‖) →W ′
F = (W ′,≡′

1,≡′
2, ‖′)

tales que, para todo x, y ∈W , verifican que:

(i) si x ≡i y, entonces f(x) ≡′
i f(y), i = 1, 2

(ii) si z ‖ z′, entonces f(z) ‖ f(z′).

4. Equivalencia entre las categoŕıas plano y mar-
co de Lobachevski

Procediendo de forma inversa a como hicimos en
el apartado anterior, para cada marco de Lobachevski
WF = (W,≡1,≡2, ‖), construiremos un plano de Loba-
chevski asociado a él que denominaremos plano de Loba-
chevski sobre WF y denotaremos por S(WF ).

A tal efecto, procedemos con las siguientes defini-
ciones. Consideremos WF = (W,≡1,≡2) un marco de
Lobachevski y dado x ∈ W , denotaremos por |x|i, i =
1, 2 la clase de equivalencia de x determinada por la
relación ≡i, i = 1, 2. Definamos ahora los siguientes
conjuntos y relaciones:

PS(WF ) = P = W/≡1 = {|x|1 : x ∈W}
LS(WF ) = L = W/≡2 = {|z|2 : z ∈W}

inS(WF ) = in = {(|x|1, |z|2) : x ∈W, z ∈W,x on z}
‖S(WF ) =‖= {(|z|2, |z′|2) : z ∈W, z′ ∈W, z ‖ z′}

Si x, x′ representantes de |x|1, y z, z′ representantes de
|z|2 tales que x on z, utilizando el lema 1 aseguramos la
existencia de x1 ∈WF cumpliendo

x′ ≡1 x ≡1 x1 ≡2 z ≡2 z
′
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y al ser ≡1 y ≡2 relaciones de equivalencia, concluimos
que x′ on z′. Lo cual prueba que la relación in está bien
definida.

Lema 3. Sea WF un marco de Lobachevski, entonces
S(WF ) es un plano de Lobachevski.

Demostración. Se deduce de forma directa, de la pro-
pia construcción. �

Teorema 1. Para cada marco de Lobachevski WF , el
marco W ′

F , construido como W (S(WF )) es isomorfo a
WF .

Demostración. Basta comprobar que la aplicación
f : WF →W ′

F dada como

f(x) = (|x|1, |x|2) ∀x ∈W
está bien definida y es un isomorfismo. �

Teorema 2. Para cada plano de Lobachevski S, el pla-
no S′, construido como S(W (S)) es isomorfo a S.

Demostración. Definamos la aplicación f : S → S′,
que a cada elemento x ∈ P y z ∈ L le asigna

f(x) = |(x, z1)|1

f(z) = |(x1, z)|2
donde la existencia de z1 ∈ L con x ∈ z1 nos la garan-
tiza el axioma (IE4) y la de x1 ∈ P verificando x1 ∈ z,
el axioma (IE3).

No Es dif́ıcil comprobar que la aplicación f es un
isomorfismo. �

Siendo Σi y Φi las categoŕıas de los planos y mar-
cos de Lobachevski respectivamente, las construcciones
hechas anteriormente, nos permiten definir sendas apli-
caciones W : Σi → Φi y S : Φi → Σi entre los objetos
de ambas categoŕıas.

Sea ahora f , un homomorfismo entre dos planos de
S y S′, y consideremos la aplicación

W (f) : W (S) →W (S′)

que viene dada del siguiente modo:

Si (x, z) ∈W (S), entonces W (f)((x, z)) = (f(x), f(z))

Con esta definición es claro que el digrama que sigue
será conmutativo, convirtiendo a W en un funtor entre

las categoŕıas Σi y Φi.

W (S) W (S′)�
W (f)

S S′�f

�

W

�

W

Analogamente, si f : W → W ′ es un homomorfismo
de marcos de Lobachevski, la aplicación

S(f) : S(WF ) → S(W ′
F )

definida mediante

S(f)(|x|1) = |f(x)|1, S(f)(|z|2) = |f(z)|2
hace conmutativo el siguiente diagrama y convierte a S
en un funtor entre las categoŕıas Φi y Σi.

S(WF ) S(W ′
F )�

S(f)

WF W ′
F

�f

�

S

�

S

Para concluir esta sección, diremos que en estas condi-
ciones, un bién conocido teorema de la teoŕıa de cate-
goŕıas (véase [11]), nos permite asegurar que Σi y Φi

conforman categoŕıas equivalentes.

5. Lenguaje

Consideremos un lenguaje multimodal con operado-
res monarios

{[≡1], [≡2], [
≡1], [
≡2], [‖]}, un conjunto infinito numera-
ble de literales proposicionales {p1, p2, . . . }, junto con
las constantes ⊥,� y las conectivas usuales {¬,∨,∧,→
,↔}.

El conjunto de fbf se define de forma usual. Deno-
taremos con letras latinas mayúsculas A,B,C, . . . a las
fórmulas multimodales de este lenguaje. Además, para
simplificar la escritura definimos los siguientes operado-
res modales secundarios:

• [
=]A = [
≡1]A ∧ [
≡2]A
• [U ]A = A ∧ [
=]A
• OA = A ∧ [
=]¬A
• [on]A = [≡1][≡2]A
• [on−1]A = [≡2][≡1]A
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• 〈R〉A = ¬[R]¬A, donde

[R] ∈ {[≡1], [≡2], [
≡1], [
≡2], [‖]}
6. Semántica

La semántica que en principio consideramos, para la
interpretación del anterior lenguaje será la de Kripke so-
bre los marcos de la forma WF = {W,≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖},
donde W es no vaćıo y ≡1,≡2, 
≡1, 
≡2 y ‖ son relaciones
binarias arbitrarias sobre W .

Si V es una valoración, de forma inductiva diremos
que la fórmula A es verdadera en un estado x de W si:

x |=V p si y solo si x ∈ V (p)

x |=V ¬A si y solo si x 
|=V A

x |=V A ∧B si y solo si x |=V A y x |=V B

x |=V [R]A si y solo si (∀y ∈W )(xRy → y |=V A),
donde

R ∈ {≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖}
Recordemos que si M = (WF , V ) es un modelo basa-

do sobre el marco WF y φ es una fórmula tal que x|=V φ
para todo x ∈ W , se dirá que φ en verdadera en M y
escribiremos M |= φ. Cuando φ sea verdadera en to-
do modelo basado sobre un marco WF , se dirá que φ
es válida en el marco WF , lo cual se denotará F |= φ,
diciendo en tal caso, que F es un marco de φ.

Si φ es válida en todo marco F perteneciente a una
clase de marcos C, se diré que φ es C-válida y lo deno-
taremos |=C φ. Diremos, en tal caso, que C es una clase
de marcos de φ.

El conjunto de todas las fórmulas válidas en una cier-
ta clase de marcos C se denomina, la lógica de la clase
C. En nuestro caso a la lógica de la clase de los marcos
de Lobachevski la denotaremos por LML. Por otra par-
te, recordemos que si Σ y Σ′ son dos clases de marcos,
decimos que Σ es modalmente definible en Σ′ por una
fórmula A, si para cada marco F ∈ Σ′, A es válida en
F si y solo si F ∈ Σ.

Definición 6. Un marco WF = (W,≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖)
diremos que es 
= −estándar si satisface:

(∀x, y ∈W )(x 
= y ↔ x 
≡1 y ∨ x 
≡2 y)

Recordemos que no en todos los marcos las modali-
daddes secundarias [
=] y [U ], tienen la interpretación
semántica habitual (o estándar), pero en el caso de los
marcos 
= −estándar śı.

En nuestro caso, los marcos de Lobachevski son 
=
−estándar.

Definición 7. Un marco WF = (W,≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖)
lo llamaremos cuasi-estándar si es 
= −estándar y la re-
lación 
≡i es complemento de la relación ≡i, i = 1, 2.

Lema 4. La clase de marcos cuasi-estándar es modal-
mente definible en la clase de marcos 
= −estándar me-
diante las siguientes fórmulas:

[MGEI∗] 〈U〉p→ 〈≡i〉p ∨ 〈
≡i〉p, i = 1, 2
[MGEI∗∗] 〈≡i〉[
=]p→ [
≡i]p, i = 1, 2

Demostración. Consideremos un marco WF =
{W,≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖) 
= −estándar, entonces WF es
cuasi-estándar si y solo si se cumple:

1. ≡i ∪ 
≡i= W ×W
2. ≡i ∩ 
≡i= ∅
Ahora basta con comprobar, que los axiomas MGEI∗

y MGEI∗∗ son válidos si y solo si (1) y (2) se cumplen
en WF . �

Lema 5. La clase de los marcos de Lobachevski es mo-
dalmente definible en la clase de marcos cuasi-estándar
mediante las siguientes fórmulas:
(LMGL0) [≡i]p→ p, 〈≡i〉[≡i]p→ p,

[≡i]p→ [≡i][≡i]p, i = 1, 2
(LMGL0 ∗) 〈U〉p→ 〈‖〉p ∨ 〈on−1〉〈on〉p, 〈≡2〉p→ 〈‖〉p,

[≡2]q∧〈on−1〉〈on〉([
=]p∧¬q)→ [‖]p
(MGL1) 〈U〉p→ 〈on〉〈on−1〉p
(LMGL2) 〈on〉(p ∧ 〈on−1〉([
=]q ∧ r))→

([on](〈≡2〉p ∨ [on−1]q) ∨ 〈≡1〉r)
(LMGL) p→ 〈on−1〉〈
≡1〉〈on〉p
(LMGL4) p→ 〈on〉〈
≡2〉〈on−1〉p
[LMGL5] 〈U〉p∧q → 〈on〉(〈‖〉p∧〈
≡2〉(〈‖〉p∧〈on−1〉q))∨

〈U〉(〈on〉p ∧ q)

Demostración. Las fórmulas (LMGL0) se corresponden
con las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva de
≡i, i = 1, 2.

Las de (LMGL0∗), se corresponden respectivamente
con las condiciones de primer orden:

1. x ‖ y ∨ (∃z ∈W )(x on−1z ∧ z on y)
2. x ≡2 y → x ‖ y
3. (∃z ∈W )(x on−1z ∧ z on y) ∧ x ‖ y → x ≡2 y

cuya conjunción es equivalente a la definición dada de
paralelismo.

El resto de expresiones modales (LMGL1), . . . ,
(LMGL5), se corresponden con los axiomas de primer
orden (ML1). . . (ML5) respectivamente.
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Desarrollaremos la prueba de correspondencia, para
el caso del axioma que caracteriza a esta geometŕıa,
(LMGL5). Observemos para ello, que la fórmula en
cuestión, resulta ser una fórmula de Sahlqvist y tene-
mos por tanto, asegurada la existencia de una fórmula

de primer orden que se corresponde con ella. Usando la
traslación estándar, obtendremos como primer paso, la
fórmula de segundo orden correspondiente a (LMGL5).

STx(〈U〉p ∧ q → 〈on〉(〈‖〉p ∧ 〈
≡2〉(〈‖〉p ∧ 〈on−1〉q)) ∨ 〈U〉(〈on〉p ∧ q))
�

STx(〈U〉p ∧ q)→ STx(〈on〉(〈‖〉p ∧ 〈
≡2〉(〈‖〉p ∧ 〈on−1〉q)) ∨ 〈U〉(〈on〉p ∧ q))
�

(∀P,Q)((∃z)(Pz ∧Qx)→ (∃l)(x on l) ∧ (∃z2)(l ‖ z2 ∧ Pz2)∧
(∃t)(l 
≡2 t) ∧ (∃z4)(t ‖ z4 ∧ Pz4) ∧ (∃x1)(t on−1x1 ∧Qx1)∨

(∃x2, z5)(x2 on z5 ∧ Pz5 ∧Qx2))
�

(∀P,Q)(∀z)(Pz ∧Qx→ (∃l)(x on l) ∧ (∃z2)(l ‖ z2 ∧ Pz2)∧
(∃t)(l 
≡2 t) ∧ (∃z4)(t ‖ z4 ∧ Pz4) ∧ (∃x1)(t on−1x1 ∧Qx1)∨

(∃x2, z5)(x2 on z5 ∧ Pz5 ∧Qx2))
Elijamos las mı́nimas asignaciones de P y Q que hacen el atecedente verdadero, σ(P ) ≡ λu.(z = u), σ(Q) ≡ λu.(x = u);
en consecuencia obtenemos

(∀z)(z = z ∧ x = z → (∃l)(x on l) ∧ (∃z2)(l ‖ z2) ∧ (z = z2)∧
(∃t)(l 
≡2 t) ∧ (∃z4)(t ‖ z4) ∧ (z = z4) ∧ (∃x1)(t on−1x1) ∧ (x = x1)∨

(∃x2, z5)(x2 on z5) ∧ (z = z5) ∧ (x = x2))
�

(∀z)(∃l)((x on l) ∧ (l ‖ z) ∧ (∃t)(l 
≡2 t) ∧ (t ‖ z) ∧ (t on−1x) ∨ (x on z))
�

(∀z)(∃l, t)((x on l) ∧ (l ‖ z) ∧ (l 
≡2 t) ∧ (t ‖ z) ∧ (x on t) ∨ (x on z))
De esta forma se llega a la correspondencia local de nuestra fórmula y basta generalizar para obtener el resultado:

(∀x, z)(∃l, t)((x on l) ∧ (l ‖ z) ∧ (l 
≡2 t) ∧ (t ‖ z) ∧ (x on t) ∨ (x on z))

7. Axiomática

Proponemos la siguiente axiomatización para LML:

Axiomas

[I] Todas las tautoloǵıas de la lógica de proposiciones

[II] [R](p→ q)→ [R]p→ [R]q,R ∈ {≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖}, 〈
≡i〉[
≡i]p→ p, i = 1, 2, 〈‖〉[‖]p→ p.

[( 
=1)] 〈
=〉[
=]p→ p

[( 
=2)]p ∧ [
=]p→ [
=][
=]p

[(R ⊆ U)][U ]p→ [R]p,R ∈ {≡1,≡2}
[LMGL∗] 〈U〉p→ 〈≡i〉p ∨ 〈
≡i〉p, i = 1, 2

[LMGL∗∗] 〈≡i〉[
=]p→ [
≡i]p, i = 1, 2
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[LMGL0] [≡i]p→ p, 〈≡i〉[≡i]p→ p, [≡i]p→ [≡i][≡i]p, i = 1, 2

(LMGL0∗) 〈U〉p→ 〈‖〉p ∨ 〈on−1〉〈on〉p, 〈≡2〉p→ 〈‖〉p, [≡2]q ∧ 〈on−1〉〈on〉([
=]p ∧ ¬q)→ [‖]p
(LMGL1) 〈U〉p→ 〈on〉〈on−1〉p
(LMGL2) 〈on〉(p ∧ 〈on−1〉([
=]q ∧ r))→ ([on](〈≡2〉p ∨ [on−1]q) ∨ 〈≡1〉r)
(LMGL3) p→ 〈on−1〉〈
≡1〉〈on〉p
(LMGL4) p→ 〈on〉〈
≡2〉〈on−1〉p
(LMGL5) 〈U〉p ∧ q → 〈on〉(〈‖〉p ∧ 〈
≡2〉(〈‖〉p ∧ 〈on−1〉q)) ∨ 〈U〉(〈on〉p ∧ q)

Reglas de inferencia:

(MP) modus ponens: si � A y � A→ B entonces � B,

(RN) regla de necesidad: si � A entonces � [R]A, R ∈ {≡1,≡2, 
≡1, 
≡2, ‖},
(IR) regla de irreflexividad: si p no aparece en A y � Op→ A entonces � A,

(RS) regla de sustitución de letras proposicionales.

8. Corrección y Completitud

El sistema axiomático LML será correcto respecto a
la clase de los marcos de Lobachevski, si por una parte
todos sus axiomas son válidos en dicha clase y por otro
lado, sus reglas de inferencia son también admisibles.

La primera cuestión la hemos asegurado en la propia
construcción. En cuanto a la segunda, solo restará hacer
la comprobación en el caso de la regla de irreflexividad,
ya que las restantes son las usuales en cualquier lógica
normal y son válidas en cualquier clase de marcos.

Aśı pues, supongamos que Op→ A es válida en nues-
tra clase de marcos y que por contra A no lo sea. Exis-
tirá por tanto una valoración V y un punto w en alguno
de nuestros marcos, tal que w 
|=V A. Consideremos
una nueva valoración V ′ definida como V ′(p) = V (p) si
pi 
= p y V ′(p) = {w}. De esta forma w |=V ′ Op y como
Op→ A es una fórmula válida tendremos que w |=V ′ A,
pero al no intervenir el literal p en A, concluimos que
w |=V A, lo que nos lleva a una contradicción.

Por otra parte, para asegurar la completitud del sis-
tema, haremos uso de un un resultado general denomi-
nado teoremas SD, y debido a Yde Venema (véase [20]).
En el trabajo reseñado, el autor da una prueba general
de completitud para lógicas multimodales conteniendo
el operador 
=, la regla de irreflexividad (IR) para [
=] y
satifaciendo ciertas condiciones:

• Por cada operador [$], el lenguaje debe contener
el operador inverso [$−1], relacionado con [$] me-
diante los siguientes axiomas. 〈$〉[$−1]A→ A y

〈$−1〉[$]→ A. Obviamente la lógica LML satisfa-
ce esta condición; para cada operador $, el inverso
es él mismo.
• La lógica (normal) debe contener los mı́nimos

axiomas que hagan a los operadores tensionados
junto con los axiomas
( 
=1), ( 
=2) y (R ⊆ U). El resto de axiomas adicio-
nales deben ser fórmulas de Sahlqvist.

En estas condiciones el teorema SD asegura la com-
pletitud de la lógica, en la clase de marcos modalmente
definible por los axiomas adicionales. En nuestro caso
LML se encuentra en las condiciones del teorema, por lo
que es completa respecto a los marcos de Lobachevski.
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