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En este articulo mostraremos que para cada diagrama de un nudo 3-coloreable se le
puede asociar, en forma candnica, una 3-bola (llamada mariposa) con caras identificadas
por reflexiones topoldgicas, la cual se puede triangular y 4-colorear, de tal manera que la
coloracién del nudo y de la triangulacién resultan compatibles. Como corolario se obtiene
que para toda 3-variedad hay al menos una bola asociada a ella con dichas caracteristicas.
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Abstract

In this paper we show that for any 3-colorable knot diagram there is a canonic 3-ball,
called butterfly, with faces that are identified by topological reflections. Moreover, we prove
that this ball admits a 4-colored triangulation compatible with the 3-coloration of the knot.
As a corollary we associate to any 3-manifold at least one of these balls.
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1. Introduccién

Aproximadamente, desde hace un siglo, el proble-
ma de la clasificacién de 3-variedades estd planteado.
Practicamente, desde ese entonces la clasificacion de las
superficies (2-variedades) es conocida. Especificamente,
una superficie (2-variedad) compacta, conexa sin fron-
tera es una esfera o una suma conexa de toros o una
suma, conexa de planos proyectivos. Este es un teorema
sencillo y elegante. Un resultado similar se busca para
las 3-variedades.

El teorema de clasificacién de superficies se prueba
usando métodos de topologia combinatoria. Una de
las pruebas clésicas se hace tomando poligonos con un
nimero par de lados e identificando los lados por pare-
jas. Se sabe que toda 3-variedad es una bola (o poliedro)
con un nimero par de caras poligonales que se identi-
fican por parejas. Asi que uno pensaria que es posible
generalizar la prueba de superficies a 3-variedades, pero
infortunadamente, al tratar de imitar dicha prueba en
dimensién 3, uno de los problemas que se encuentra es
que el nimero de formas de identificar un par de caras
fijas puede ser grande, lo cual hace que rapidamente se
descarte este método.

Nuestro trabajo pretende reactivar este estudio, con-
centrandonos en bolas para las cuales identificamos sus
caras de una forma precisa y tunica. Estas bolas las
llamamos mariposas ya que la forma de identificar sus
caras nos recuerda como se cierran las alas de una mari-
posa. Dichas bolas en si mismas no nos produciran cual-
quier 3-variedad, para ello deberemos recurrir al Teo-
rema de Hilden y Montesinos (véase [Hi], [Mol]) que
relaciona para cada 3-variedad un nudo 3-coloreado.

1.1. Preliminares

1.1.1. Resultados de la teoria de nudos

Recordaremos en esta secciéon algunos conceptos y
teoremas de la teoria de nudos.

Un nudo K es una copia homeomorfa de S! en
S§3 = R3 U {oo}. Una proyeccién de un nudo sobre un
plano, tal que la grafica tenga sélo puntos simples o do-
bles y los segmentos que la formen se intersecten trans-
versalmente, es llamada un diagrama del nudo (véase
[Ro]). Las Figuras 2, 3 y 4 ilustran distintos diagramas.

El grupo de un nudo K es el grupo fundamental de
S$3\ K y es denotado por 71 (K). Para cada diagrama de
un nudo existe una presentacién canénica de su grupo,
la cual es llamada la presentacion de Wirtinger. Esta

presentacién tiene tantos generadores como tramos con-
tinuos tenga el diagrama y tantas relaciones como cruces
tenga el diagrama, siendo una cualquiera de ellas redun-
dante. Cada una de las relaciones se obtiene teniendo
en cuenta la orientacién del nudo en dicho cruce.

En las figuras siguientes, donde las letras denotan los
generadores asociados a cada tramo continuo, mostra-
mos la relaciéon que aparece con cada estilo de cruce.

Relacion: ba = ac

Relacion: ca = ab
Figura 1.

Ejemplo 1. La presentacion
<ab,c,d, f,g,h,i,7:da =ac;af = fb;hb = bg;
cg =gb;dc = cf;ad =dj;if = fhygi=if >
es una presentacién de Wirtinger para el grupo del nudo
945, que ilustramos en la Figura 2.

Definicién 2. Decimos que un nudo (o enlace) es
3—coloreable si admite un diagrama al cual se le pue-
de hacer lo siguiente:

1. Colorear cada arco del diagrama.
2. Usar un total de 3 colores.
3. En cada cruce debe ocurrir una sola de las siguien-
tes posibilidades:
(a) Cada arco que estd en dicho cruce se colorea
con diferente color.



(b) Se usa unicamente un color.

Nota 3. Realmente si un nudo es 3-coloreable, entonces
todos sus diagramas lo son. Esto es porque la propiedad
de ser 3-coloreable es invariante bajo los movimientos de
Reidemeister (véase [FaSt]).

Ejemplo 4. Los siguientes nudos son 3-coloreables.

Azl Verde
Azul !
Rojo Rojo

Verde Verde Rojo Azl

Figura 3a. Figura 3b.

Sin embargo, no todo nudo es 3-coloreable, por ejem-
plo es facil comprobar que el nudo del ocho de la Figura

o=

Figura 4.

Sea X3 = {id, (0 1),(1 2),(0 2),(012),(021)} el
grupo simétrico de orden 3.

Teorema 5. Sea K un nudo 3-coloreable. Entonces su
grupo fundamental admite una representacién u homo-
morfismo (no trivial) en 3.

Demostracion. En efecto, sea D un diagrama dado del
nudo K, el cual estd 3-coloreado. Sean {«;} ; el con-
junto de generadores de la presentacion de Wirtinger
para este diagrama. Entonces cada arco tiene asigna-
do un generador y un color. Supongamos que los co-
lores son verde, rojo y azul, definimos ® : m(K) —
Y5 tal que ®(generador asociado a arco verde)
(0 1), ®(generador asociado a arco rojo) — (1 2)
y ¢(generador asociado a arco azul) — (0 2). Aho-
ra, ya que las relaciones de Wirtinger se satisfacen en
cada cruce y como, ademés, (i j)(i k)(i j)~' = (j k)
y (i 5)(i 5)G )7t = (i §) para i, j, k diferentes entre sf
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en {1,2,3}, entonces se sigue inmediatamente que @ es
una representacién u homomorfismo de grupos. ]

Asi pues, cada vez que tengamos un diagrama de un
nudo 3-coloreado, para cada arco escribiremos la trans-
posicién asociada, en vez de escribir el nombre de su
color.

Las pruebas de los teoremas que enunciaremos a con-
tinuacién se pueden consultar en [BuZi], [CrFo], [Fol,
[Kaw], [Ka], [Mo2], [Ro], [SeThl] o en [SeTh2].

Sean K un nudo en S3, ¥, el grupo simétrico de n
elementos, n € N, entonces:

Teorema 6. Para toda representacion p : i (S3\K) —
¥, existe una tinica n-cubierta ramificada p(p) : M® —
S3 asociada a p, donde M? es una 3-variedad y cuyo con-
junto de ramificacion es el nudo K (o un subconjunto
de K). Ademds, si p es transitiva M3 es conexa.

Teorema 7. Sea M?® una 3-variedad. Para toda n-
cubierta p : M? — S2 ramificada sobre un nudo K,
existe una tinica representacién p(p) : m1(S3\K) — %,
asociada a p, salvo conjugacién en %,,. Ademds, si M?>
es conexa p es transitiva.

El siguiente teorema fue probado, simultdanea e inde-
pendientemente, por M. H. Hilden y J. M. Montesinos.

Teorema 8. Para toda 3-variedad M?® cerrada y orien-
table, existe una 3-cubierta ramificada sobre un nudo,
la cual es simple.

Demostracion. Véase [Hi] y [Mol]. O

Recordemos que una cubierta ramificada p sobre un
nudo K se llama simple si la representacién p (p) aso-
ciada a ella envia los generadores de Wirtinger, de un
diagrama de K, a transposiciones. Asi pues, el teorema
anterior es equivalente a:

Teorema 9. Para toda 3-variedad M? cerrada y orien-
table, existe una 3 -cubierta ramificada sobre un nudo
3-coloreable.

El teorema que sigue es debido a Goodman y Onishi
(véase [GoOn)] y [Te]), si bien no hace parte de la Teoria
de Nudos, lo utilizaremos en la prueba de nuestro Teo-
rema Principal.

Teorema 10. Sean B> una bola con frontera S?, en-
tonces toda triangulacién 4-coloreada A% de S? puede
ser extendida a una triangulacién 4-coloreada A de la
bola B3.
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2. Mariposas

En esta seccién, inicialmente, damos la definicién de
mariposa, ilustrandola con algunos ejemplos y, a conti-
nuacién, veremos que todo diagrama de un nudo tiene
una mariposa asociada. En [HMTT1], [HMTT2] y en
[Te] se encuentra una definicién de mariposa mds for-
mal y ademds, se pueden consultar mas detalles de las
pruebas que aqui presentamos.

Definicién 11. Una mariposa es una 3-bola con un
nimero par de caras poligonales (llamadas alas) iden-
tificadas por parejas. Dos alas se pueden identificar si
ellas comparten una arista y la identificacion se reali-
za al hacer una reflexién topolégica (no necesariamente
isometria) a lo largo de la arista comin. La unién de
las aristas sobre las cuales se hacen las reflexiones es
llamada el tronco de la mariposa.

Ejemplo 12. Las 3-bolas siguientes son todas maripo-
sas, las reflexiones estan indicadas por las flechas dobles.

Bola encima del papel

Figura 5c.

Estas tres mariposas tienen todas la particularidad
que al hacer la identificacién de todas las parejas de
alas se obtiene la esfera S* (en [HMTT2] se prueba que
esto siempre es asi) y el tronco se convierte en un nudo
inmerso en S3. En efecto, la primera mariposa produce
el nudo racional % que ilustramos a continuacién (véase
prueba en [HMTT2| y en [Te]).

Figura 6.

La segunda mariposa, debida a Thurston (véase
[Thu]) produce los anillos de Borromeo. Y como ve-
remos a continuacién, al hacer las identificaciones de las
caras de la 1ltima mariposa obtenemos el nudo del ocho
(Figura 4). Obsérvese que ésta la hemos dibujado en
forma diferente, pues alli suponemos que la frontera de
la mariposa es el papel y que la 3-bola esta sobre el plano
del papel.

Definicién 13. Si al realizar las identificaciones de las
caras de una mariposa el tronco produce un nudo inmer-
soen S3, decimos que el nudo admite una representacion
de mariposa.

Teorema 14. Todo nudo admite una representacién de
mariposa.

Demostracion. La prueba se puede consultar en
[HMTT1], [Te] o en el articulo “Nudos Combinatorios y
Mariposas” de M. M. Toro que aparece en esta misma
revista. ]

Dicha prueba es constructiva y permite deducir el si-
guiente algoritmo:
Algoritmo para construir la mariposa.

1. Partimos de un diagrama del nudo, es decir de
una coleccién S de arcos disjuntos en un plano P (del



papel). (Ilustraremos el algoritmo con el nudo del ocho
de la Figura 4.)

2. En el interior de cada regién acotada y determi-
nada por el diagrama del nudo marcamos un punto B
(que depende de la regién). En la regién no acotada,
dicho punto B es el infinito, pero no lo marcamos.

R,

Figura 7.

3. Cada extremo de un arco de S lo unimos con los
dos puntos B pertenecientes a las dos regiones adyacen-
tes a dicho arco, por medio de un arco contenido en el
plano P del papel. El papel queda asi poligonalizado.

4. Las caras adyacentes a cada segmento de S se
identifican por reflexién en el segmento, como lo indi-
can las dobles flechas de la Figura 5c.

5. Sobre el plano P del papel suponemos que hay
una 3-bola cuya frontera es el plano P del papel y por
lo tanto esta poligonalizada.

Esta 3-bola es la mariposa buscada, cuya frontera
visualizamos en la Figura 5c. En efecto, al hacer las
identificaciones en dicha bola obtenemos el cono inmer-
so en 52 de la Figura 8, donde se visualiza claramente
en nudo del ocho.

Definicién 15. La mariposa obtenida con el algoritmo
anterior la llamaremos la mariposa asociada al diagrama
del nudo.

Nota 16. Segun dicho algoritmo, por cada arco de la
coleccién S, hay dos alas de la mariposa adyacentes a él,
las cuales se identifican por reflexion a lo largo de dicho
arco y tienen la forma que se muestra en la Figura 9.

Notacion: En cada cara distinguiremos dos clases
de vértices: aquellos que son extremos de los arcos del
nudo, que denotaremos por A, y los que ya hemos deno-
tado por B, los cuales se identifican todos con el vértice
del cono (véase Figura 8), el cual también hemos mar-
cado con B en dicha figura.
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Figura 9.

3. Teorema principal

Primero estableceremos lo que entenderemos por una
triangulacién en una variedad y en una mariposa.

Definicién 17. Sean M una n-variedad, A = {T;}ier
una coleccién de n-simplex (véase [Mu]). Si M = _UITi
e

y es tal que la interseccién entre cada par T;, T; (i # j)
es o vacia, o un tnico (n — k)-simplex (k < n), se dice
que A = {T;};er es una triangulacidn de M.

Diremos que una mariposa estd triangulada si tiene
una triangulacién A, tal que al realizar las identifica-
ciones de la frontera, los k-simplex de A (contenidos en
la frontera) se identifican con k-simplex de A (también
contenidos en la frontera), para k = 0,1, 2.

Una n-coloracién de una triangulacion A es una fun-
ciéon C : V — {1,2,..,n}, donde V es el conjunto de
vértices (0-simplex) de A, tal que dos vértices de un
mismo simplex no tienen el mismo nidmero (o color).

Al comienzo hemos definido lo que es un nudo 3-
coloreable. En nuestro Teorema Principal relacionare-
mos la 3-coloracién de un nudo con la 4-coloracién de
una mariposa asociada a éste. Definimos entonces lo que
significa que estas dos coloraciones sean compatibles.
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Definiciéon 18. Sea Dy el diagrama de un nudo 3-
coloreable, Bg la mariposa asociada a este diagrama. Si
By esta triangulada y 4-coloreada, entenderemos que la
4-coloracion de la mariposa By es compatible con la 3-
coloracién del nudo (o que ambas coloraciones son com-
patibles) si cuando se identifican dos tridngulos de la
frontera de By por la reflexion en un arco cuya trans-
posicién asociada es (i j), 4,5 € {1,2,3}, entonces los
colores de su vértices realizan dicha transposiciéon. En
este caso el indice 4 siempre permanecerd fijo. Asi, los
vértices de color 4 se identifican sélo con vértices del
mismo color.

Ejemplo 19. En la grafica siguiente tenemos una ma-
riposa asociada al nudo racional %, llamado trébol, la
cual tiene una triangulacion 4-coloreada compatible con
la 3-coloracién del nudo. Por simplicidad en el dibujo

no mostramos sino los tridngulos de la frontera.

(12) 4

Figura 10.

En el teorema siguiente veremos que siempre es posi-
ble encontrar una mariposa de este estilo para cualquier
nudo dado.

Teorema 20. [Teorema Principal] La mariposa aso-
ciada al diagrama de un nudo K 3-coloreable es trian-
gulable y 4-coloreable. Ademas ambas coloraciones son
compatibles entre si.

Demostracion. La prueba de este teorema es construc-
tiva y la exhibiremos dando los pasos especificos de la
construccién. Nuestro objetivo es encontrar una trian-
gulacién de la frontera de la mariposa que esté bien 4-
coloreada y sea compatible con la 3-coloracién del nudo
K. Una prueba més detallada se encuentra en [HMTT1]
y en [Te].

Primero construiremos una triangulaciéon A de la
frontera de la mariposa asociada al diagrama de K, la
cual tendremos que refinar para garantizar que es 4-
coloreable.

Paso 1. (Vértices y aristas de A.) Los vértices de A
son todos los puntos de tipo A y B (segun el algoritmo),
ademads, un punto por cada arco del nudo, el cual es to-
mado en el interior de cada arco. Estos tltimos puntos
los llamaremos de tipo D. Las aristas son las curvas AB
y AD comprendidas en las fronteras de las caras de la
mariposa y, ademds, las siguientes curvas disjuntas (ex-
cepto en D) DAy DB, que pertenecen a las 2 caras de
la mariposa que son adyacentes al arco que contiene a
D. Las ilustramos en la figura siguiente:

Figura 11.

Paso 2. (Se colorean los vértices de A.) A todos los
vértices de tipo D se les asignara como color el niimero
4. Los vértices de tipo A se colorearan segun la si-
guiente regla: si un vértice A pertenece a un arco cuya
transposicién asociada es (i j), el ndmero asociado serd

ke{1,2,3}, ki, k+#j.

Los vértices de tipo B se colorean asi: comenzamos
con uno cualquiera y lo coloreamos con cualquiera de
los nimeros 1,2 6 3. Una vez coloreado este vértice, los
colores de todos los otros quedan predeterminados de
la siguiente manera: si R; y Ro son dos regiones cua-
lesquiera que tienen un arco comun cuya transposiciéon
asociada es (i j), y si se tiene la coloracién k € {1,2,3}
para el vértice B(Ry), entonces el vértice B(Rz) adquie-
re la coloracién de la imagen de k mediante la accién de
(i ) que denotaremos por (i, j)k. Esta regla para colo-
rear y el hecho de que saliendo de uno de los vértices de
tipo B se puede pasar a cualquier otro saltando arcos
en forma transversal, ya que K es un nudo, nos impli-
ca que es suficiente escoger el color de uno solo de los
B(R;) para que el resto quede coloreado.

Se observa que por la forma en la que hemos colorea-
do los vértices de A y por las relaciones de Wirtinger,
la 4-coloracién de A es compatible con la 3-coloracion
del nudo.

De esta manera han quedado coloreados todos los
vértices de la triangulacion A, sin embargo, esta co-
loracién puede no ser una buena, ya que puede ocurrir



que queden dos vértices de un mismo tridngulo con el
mismo color. Si esto ocurriera, dichos vértices deberdn
ser de tipo A y B, pues los vértices de tipo D son los
unicos que tienen el color 4 y ellos no se conectan entre
s por aristas.

Paso 3. (Refinamos A.) Pensemos ahora que tene-
mos un vértice de tipo A (que estd en el extremo de un
arco cuya transposicién asociada es (i j)), que tiene el
color k, y que se conecta por una arista a un vértice de
tipo B que tiene el mismo color k. Es facil ver que el
otro vértice de tipo B que esta conectado al del tipo A
debe tener también la coloracion k, ya que k estd fijo
con (i j) y, ademds, si la transposicién asociada al arco
que sobrepasa en dicho cruce es (i’ j') entonces el color
de los vértices de tipo A y B del otro lado del cruce debe
ser, para ambos, (i’ j')k, es decir, ellos tendrén también
un mismo color.

Con el fin de evitar dicha discrepancia debemos ha-
cer algunas subdivisiones. Tomamos entonces, un punto
en el interior de cada una de las aristas en donde se da
una discrepancia, de tal manera que al hacer las reflexio-
nes estos puntos resulten identificados (véase Figura 12).
Dichos puntos los llamaremos de tipo C'y los unimos con
los vértices de tipo D de las dos caras adyacentes a la
arista a la cual pertenezca el de tipo C.

Figura 12.

Paso 4. (Coloreamos los vértices tipo C.) La co-
loracién la hacemos independientemente en todo cruce
donde habia discrepancia de colores. Para colorear los
cuatro puntos de tipo C adyacentes a un cruce, tomamos
uno de ellos y le damos el color i € {1,2,3}, donde i es
diferente del color que tengan los extremos de la arista
donde esta localizado. Inmediatamente, el color de los
otros tres puntos de tipo C' (del mismo cruce) queda pre-
determinado, ademas, dicha coloraciéon no predetermina
la coloracién de ningin otro punto del tipo C. Ilustre-
mos la situacion con la figura siguiente.

77

iy

@ j)i @ j"i
Figura 13.

De nuevo se tiene que, debido a las relaciones de Wir-
tinger, la coloracion de los vértices de tipo C es com-
patible con la 3-coloracién del nudo K.

Paso 5. (Se triangula el interior de la mariposa.)
Como ya tenemos la frontera 4-coloreada, utilizamos el
Teorema 10, de Goodman y Onishi, para extender es-
ta triangulacién y su coloracién hacia el interior de la
mariposa. O

Corolario 21. Para toda 3-variedad existe al menos
una mariposa triangulada y 4-coloreada asociada a ella.

Demostracion. Esto es consecuencia del Teorema 8, de
Hilden y Montesinos, y del teorema anterior. O

Tlustraremos el teorema principal con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 22. Tomemos el nudo 3-coloreable 6; de la
Figura 3b. Usando el algoritmo contruimos la mariposa
asociada a este diagrama (Figura 14). Notese que por
claridad en la ilustracién hemos puesto el punto del in-
finito (que es de tipo B) varias veces, sin embargo es el
mismo punto.

A continuacién aplicamos los Pasos 1y 2 del Teorema
20 y obtenemos la Figura 15. Luego aplicamos los Pasos
3 y 4 y encontramos la triangulacién 4-coloreada de la
frontera de la mariposa asociada al nudo 61, la cual es
compatible con la 3-coloracién del nudo (véase Figura
16). La triangulacién en el interior de la bola se obtiene
usando el Teorema 10 de Goodman y Onishi.
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Figura 16.

Finalmente, podemos decir que el estudio de las mari-
posas abre nuevas perspectivas de trabajo en el estudio
de 3-variedades y de nudos. Por ejemplo, se pueden
plantear diversas preguntas que relacionen el niimero
de alas de una mariposa asociada a un nudo con, por
ejemplo, el nimero de puentes del nudo, respuestas a
este estilo de preguntas permiten definir un invariante

nuevo para nudos (véase [HMTT2]). Por otro lado, las
triangulaciones 4-coloreadas estan relacionadas con los
recientes trabajos de Izmestiev y Joswig ([IzJo]) y per-
miten probar al menos uno de sus teoremas en foma
constructiva y mas simple (véase [HMTT1] y [Te]).
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