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1. Introduccién

En este trabajo se muestran maneras de acelerar
métodos iterativos para la solucién numérica del sistema
Ax = b, con A matriz no singular de R"*"™ y b € R". La
aceleracion se consigue por precondicionamiento, el cual
se describe en la seccién 2. Para que estos métodos sean
verdaderamente utiles, es conveniente que la matriz A
sea rala, es decir, que la mayor parte de sus elementos
sean cero. Es muy conveniente también que la matriz
sea estructurada, por ejemplo, una matriz en la que los
elementos no nulos estan situados Unicamente en unas
cuantas diagonales, llamadas bandas. De esta manera,
los métodos trabajan maés rapido pues no es necesario
almacenar la matriz en memoria.

El trabajo estd organizado asi: Como lo dijimos an-
tes, la idea de precondicionamiento se explica en la sec-
cién 2. Con algin detalle, se consideran precondiciona-
mientos basados en métodos iterativos estacionarios y
en factorizacién LU incompleta. En la seccién 3, sobre
precondicionamiento para matrices definidas por blo-
ques, se ofrecen resultados relacionados con precondi-
cionamientos recientemente definidos para matrices es-
peciales 2 x 2 por bloques.

2. Precondicionamiento

La idea del precondicionamiento es la reduccion del
nimero de iteraciones requerido para la convergencia,
transformando el sistema original Az = b por un siste-
ma Az = b, de tal forma que se satisfagan las siguientes
propiedades:

e Resolver Az = b no debe incrementar considera-
blemente el niimero de operaciones que se requie-
ren para resolver Ax = b.

e Ax = by Az = b tienen la misma solucién, es

decir, A=1b = A"1p.

La matriz A y el vector b se consiguen por premulti-
plicaciéon o posmultiplicacién por una matriz M, llama-
da precondicionador que debe ser ficilmente invertible.
Por medio del precondicionador se transforma el sistema
Ax = b en otro equivalente con condiciones espectrales
mas favorables y se reduce el nimero de iteraciones re-
queridas para la convergencia, sin incrementar significa-
tivamente la cantidad de célculos por iteraciéon. Cuando
esto se hace, hay que poner en una balanza los costos
y los beneficios; es decir, el costo de construir y apli-
car un precondicionador versus la ganancia en rapidez
de convergencia. Ciertos precondicionadores necesitan

una pequena fase de construcciéon pero otros pueden ne-
cesitar un trabajo sustancial. En el segundo caso la
ganancia puede estar en el uso repetido del mismo pre-
condicionador en multiples sistemas lineales.

2. 1. Métodos Iterativos Estacionarios. Dado el
precondicionador M para el sistema Az = b, obtenemos
un sistema equivalente M ' Az = M ~'b. Si escribimos
A = M — N, entonces Az = b se puede escribir como
Mx =Nz +b.

Asi que dada una aproximacién z_1, se puede obte-
ner una nueva aproximacion zy de la siguiente forma:

Mz, = Nxp_1+0b
multiplicando por M ~! se obtiene
xp =M 'Nxp_1+ M1
pero M—'N =T — M—'A, entonces

zpy = (I-M'Azp 1+ M1
= Tp_1 —|—M_1(b—Axk,1)
= ap_1+ M Ty

Si M = D = diag(A), la iteracién se conoce como
método de Jacobi. Se supone que los valores en la dia-
gonal de A son diferentes de cero para que M ! pueda
estar definida.

Sila matriz A se escribe de la forma A = D+L4+U 4,
donde D = diag (A), L4 es la parte de A estrictamente
triangular inferior y U4 es la parte de A estrictamente
triangular superior, podemos definir dos métodos itera-
tivos adicionales:

1. M = D + Ly, en cuyo caso la iteraciéon se llama
método de Gauss-Seidel.

2. M =w 'D+ L,, donde w es un pardmetro en el
intervalo (0,2). En este caso la iteracién se llama SOR
(successive overrelazation).

Notemos que si w = 1, el método SOR se reduce al
método de Gauss-Seidel. Si w > 1, el método se llama
de sobrerelajacién, y si w < 1, el método se llama de
relajacion.

Cuando A es real y simétrica o compleja hermitiana
y se definen My = w ™ 'D 4+ Loy My =w ™D+ Uy, el
par de iteraciones
Mlac,%% = Nizp_1+wbcon Ny =M; — A
Moz, = Ngl‘k_% +wbcon No = My — A



son denominadas método SSOR o SOR simétrico. En

este caso el precondicionador M puede ser escrito como
M = 5% (w‘lD + LA) D! (w‘lD + UA) .

Para matrices consistentemente ordenadas y que sa-
tisfacen la Propiedad A, (ver [7]) se conoce un valor
optimo para el pardmetro w. Se calcula en términos
del radio espectral de la matriz de iteraciéon de Jaco-
bi, siempre que dicha matriz tenga valores propios rea-
les y su radio espectral sea menor que 1. Dicho valor
6ptimo es Wopr = #ﬁ’ donde 8 (B < 1) es el radio

espectral de la matriz de iteracién de Jacobi. Un dato
importante es que las matrices tridiagonales por bloques
y en particular, las matrices tridiagonales, satisfacen las
dos condiciones mencionadas arriba.

2. 2. Factorizaciéon Incompleta. Una clase impor-
tante de precondicionadores se obtiene de la factoriza-
cién LU, que sabemos trabaja para matrices arbitrarias.
Sin embargo, existen algunas variantes que explotan la
estructura especial que pueda tener la matriz: simétrica,
definida positiva, ralas (sparse), etc. Para el caso de las
matrices con un patrén de dispersion o ralas, se tiene
un procedimiento denominado factorizacién incomple-
ta, es decir: Si A es una matriz rala, los factores L
y U usualmente no tienen el mismo patrén de disper-
sion de la matriz A, y como la idea es conservar este
patrén, entonces se descartan los elementos diferentes
de cero en aquellas posiciones donde la matriz A tenia
un cero. Tales posiciones se denominan fill-elements
(posiciones rellenadas). Asi se obtendria una factoriza-
cién aproximada: A ~ LU.

La idea de generar factorizaciones aproximadas ha si-
do estudiada por muchos investigadores. El primero que
lo hizo fue R. Varga en 1960 [9]. Posteriormente J. Mei-
jerink y H. Van der Vorst en 1977 [4] la hicieron popular
cuando la usaron para generar precondicionadores para
el gradiente conjugado y otros métodos iterativos.

Uno de los méas importantes precondicionadores de
esta clase es el que se obtiene por la factorizacién incom-
pleta de Cholesky. Si A es una matriz rala, simétrica y
definida positiva, se puede calcular una matriz H que
tenga el mismo patron de dispersiéon que la triangular
inferior de A y que de algin modo esté cercana al factor
de Cholesky G de A, asi el precondicionador toma la
forma M = HHT.

Recordemos que para dos matrices B y C, decir que
B > (' significa que para todos los correspondientes ele-
mentos, se cumple b;; > ¢;;. La factorizacién incompleta
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via LU estd garantizada si A es invertible y diagonal-
mente dominante o si A es una M-matriz, es decir, si
A es una matriz con elementos no positivos fuera de la
diagonal principal, invertible y A=Y > 0 (Ver [8], pag.
210).

El siguiente teorema, probado en [4], establece la exis-
tencia y unicidad de la factorizacion incompleta LU para
M-matrices.

Teorema 1. Si A = (a;j)nxn €s una M-matriz, enton-
ces para cada subconjunto P de {(i,j): j#i, i, j=1,2,...,n}
existe una matriz triangular inferior L = (li;),,..,, con
unos en la diagonal y una matriz triangular superior
U = (uij),y, tal que A = LU — R, donde l;; = 0
si (i,5) € P, wy; = 0 st (i,§) € Pyry =0 si
(i,7) ¢ P. Los factores L y U son unicos y la descom-
posicion A = LU — R es tal que LU es no singular,
(LU) ' >0y LU > A.

A la luz del teorema anterior, si escogemos M = LU,
donde L es triangular inferior y U es triangular superior,
el sistema Mz = y (instruccién del algoritmo del
gradiente conjugado precondicionado) se resuelve
por la via usual, es decir, por sustitucién regresiva y
progresiva. La factorizacién incompleta que se obtiene
descartando todos los fill-elements en el proceso LU
se conoce como Factorizacion Incompleta de Nivel
Cero y se denota ILU(0).

En todos los ejemplos presentados en este trabajo, se
utilizan las rutinas que trae MATLAB 6.1 (versién ins-
truccional) para los métodos iterativos Gradiente Con-
jugado (CG) y Minimum Residual (MINRES). El pri-
mero se usa para matrices simétricas definidas positivas
y el segundo para matrices generales. Ademads, en los
ejemplos se trabaja con un vector de unos como solu-
cién exacta conocida y con un vector nulo como primera
aproximacion.

Ejemplo 1. Utilizamos los precondicionamientos Jaco-
bi, SSOR y Factorizacion Incompleta de Cholesky en un
sistema con matriz simétrica definida positiva tomada
de la coleccion Matriz Market [6]. La matriz elegida pa-
ra este ejemplo se llama besstk11. Esta matriz aparece
en aplicaciones de ingenieria estructural, tiene 1473 fi-
las y un numero de condicion con un orden de magnitud
de 108.

Los experimentos que hicimos los presentamos en las
siguientes figuras y en una tabla de resumen.

El primer resultado es el correspondiente a ausencia
de precondicionamiento.
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Error Relativo Residual

El segundo resultado corresponde a precondiciona-

PCG sin Precondicionamiento

5000

10000

Numero de Iteraciones

15000

miento con factorizaciéon incompleta de Cholesky.

Error Relativo Residual

En tercer lugar, aparecen los resultados de utilizar el
método de Jacobi para precondicionamiento del CG.
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En la tabla siguiente resumimos estos experimentos.

Matriz besstkll de Matrix Market

Método Iteraciones | Error | Tiempo(sg)
No Precond. 28312 | 4.4E-12 167
Cholinc(6) 13 | 8.1E-12 1.13
Jacobi 6236 | 1.3E-11 38
SSOR w=1.8 1695 | 8.6E-12 511

3. Precondicionadores por Bloques

En las aplicaciones, frecuentemente las matrices de-
ben considerarse por bloques. De hecho, las estrategias
anteriores para producir precondicionadores por factori-
zacién incompleta y por los métodos iterativos clasicos
se pueden adaptar para cuando la matriz A se particiona
por bloques.

Otro tipo de precondicionadores por bloques se pre-
senta en casos muy especificos. Por ejemplo, la matriz
proveniente de la discretizacién de la ecuacién de Pois-
son en un cuadrado unitario con n? puntos de malla
tiene la siguiente estructura

Trid por bloques(—I,T,—1I),

donde T = Trid (-1,4,-1). En este caso, un precondicio-
nador natural es: M =Diag por bloques(T).

Otra fuente de precondicionadores con estructura de
bloque se origina cuando la matriz del sistema tiene una
forma denominada KKT (Karush, Kuhnn, Tucker). Es
decir, matrices no singulares que tienen la siguiente es-
tructura:

( A BT

c 0 ),dondeAGR yB,Ce R , (D)



con n > m. En muchas aplicaciones A es simétrica y
B = C, en cuyo caso (1) serfa simétrica; en todo caso,
si A es o no simétrica, la matriz (1) es generalmente
indefinida, es decir, las partes reales de sus valores pro-
pios pueden ser positivas o negativas. Matrices con esta
estructura se presentan frecuentemente en aplicaciones:
problemas de optimizacién, problemas de fluidos, etc.
Murphy, Golub y Wathen muestran en [5] un precondi-
cionador bastante eficiente para sistemas lineales cuya
matriz de coeficientes tiene la forma (1). Dicho precon-
dicionador tiene la siguiente estructura cuando la matriz
A es invertible:

A 0
P_<0 CAIBT) (2>
Este precondicionador fue generalizado posteriormente
por Ipsen en [2] para matrices no singulares de la forma

A BT
(&%) 3)
donde A € R™*" By C € R™"y D € R™*con
n > m. Dicho precondicionador también se ha utiliza-
do en la solucién de sistemas lineales provenientes de la

discretizacion de las ecuaciones linealizadas de Navier-
Stokes [3] con muy buenos resultados.

A continuacién se detallan varias proposiciones en las
cuales al precondicionar sistemas lineales cuyas matri-
ces de coeficientes tengan la forma (1) o (3), usando
precondicionadores con la forma (2), se obtienen ma-
trices precondicionadas con a lo mas cuatro, tres o dos
valores propios distintos. La primera de tales proposi-
ciones aparece demostrada en [5], las restantes aparecen
referenciadas pero no probadas en [5] y [2]. Las pruebas
detalladas de tales proposiciones pueden consultarse en

[1].
El precondicionador (2) es sugerido mediante una

descomposicién de la matriz (1) usando el complemento
de Schur, el cual se define a continuacién:

Definicién 2. Supongamos que la matriz A € R™*" se

puede escribir de la forma A = ( A Aw ), donde
Ay Ago

Ay esr xr. Sise supone que A1 es no singular, la

matriz S = Agy — AglAﬁlAlg se denomina el Comple-

mento de Schur de A11 en A.

La primera proposicién que presentamos afirma que
el precondicionador a izquierda (2) genera una matriz
precondicionada con polinomio minimal de grado a lo
més 4.
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A BT
¢l )
donde A € R™ ™ es invertible y B,C € R™*™ con
n > m, se precondiciona con (2), entonces la matriz

precondicionada T = P~' A satisface
T(T-1) (TQ—T—I) =0.

Proposicién 3. Si la matriz A = (

La segunda proposicién afirma algo similar del poli-
nomio minimal de la matriz precondicionada cuando el
precondicionamiento se toma a derecha o a derecha e
izquierda.

Proposicién 4. Si T = AP™' o si T =
PflAP{l con PLP, = P y A como en la proposicion
anterior, entonces también se satisface que

T(T-1)(T?-T—-1)=0.

La proposicién que se presenta a continuacion es re-
ferenciada sin demostracién en [5]. Indica que métodos
iterativos basados en subespacios de Krylov, como min-
res, convergen en a lo mas 4 iteraciones, suponiendo que
se puede trabajar con matemdtica exacta.

Proposicion 5. Para cualquier vector r, el subespacio
de Krylov

gen{r, Tr, T?r, T?r,...}

con T como en la proposicion anterior, es a lo mds de
dimensidn 3 si T es no singular (o 4 si T es singular).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos
que T es singular. Como

Q) =t(t—1) (t— 1+2ﬁ’> <t— 1_2\/5> (4)

es un polinomio ménico que anula a T, entonces el poli-
nomio minimal de T tiene a lo mas grado 4.

Usando el Teorema 1.1.1 de [1], obtenemos que la di-
mensién de

gen{r, Tr, T?r, T?r, ...} (5)

es a lo sumo 4 . Si T es no singular, el polinomio (4)
tendria a lo sumo grado 3 y por tanto el subespacio en
(5) tiene a lo més dimensién 3. O

En la siguiente proposicién se presentan variaciones
del precondicionador (2), las cuales producen matrices
precondicionadas con uno o dos valores propios distin-
tos. Tal proposicién es presentada en [5] pero sin de-
mostracién.
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Proposicion 6. Si se escoge P =

A BT
0 CA'BT )
en la proposicion 3 el sistema precondicionado que re-
sulta tiene exactamente dos valores propios 1 y -1. Si
CA~'BT es reemplazado por —CA~*BT, entonces la
matriz precondicionada tiene a 1 como unico valor pro-

pio.

El precondicionador trabajado en las proposiciones
anteriores puede ser extendido a matrices no singula-

T
res de la forma A = 4 B ), donde la matriz A

C D
es invertible. La matriz A no es necesariamente defini-
da positiva y puede ser compleja, pero aqui trabajamos
unicamente el caso real.

La proposicion que sigue estd propuesta sin demostra-
cién en [2] y muestra una extensién del precondicionador
(2) desarrollado en la proposicién 3.

Proposicién 7. Sea A = ( A B ) donde 4 ¢
roposicién 7. Sea A = | - " |, donde

R™ ™ es invertible, B y C € R™ ™ D € R™*™ n > m,

T

C#0yP= <61 BS ), donde S = D — CA~'BT

es el Complemento de Schur de A. Entonces AP™!

y P71 A tienen como polinomio minimal a Q (t) =

(t—1)°.

La siguiente proposicién, también de [2], es una ge-
neralizacién de la proposicién 4 propuesta arriba.

< a2 ; 1 0
Proposiciéon 8. Si P, = ( CA-1 ] ), P, =
A BT ,

0 S y A como en la proposicion anterior,
-1 -1 I 0 .
entonces Py AP, = 0 -1 | Ademdas la
. A BT 1
matmzP—Png—(C D—25> es tal que P~ A

tiene como polinomio minimal a Q (t) = (t—1)(t+1).

La proposicion que se presenta a continuacién es una
extension de la proposicién 6 y aparece referenciada en
[2] pero sin demostracién.

A BT
cC D
D como en la proposicion 7, entonces el precondicio-
A 0
0 -5

de Schur de A, es tal que la matriz precondicionada es

 pTa-1
T—AP‘1:< I B'Ss ) Si A es de

Proposiciéon 9. 51 A= ( ,conA, B, Cy

nador P = , donde S es el complemento

CA™' —-DS™!

la forma KKT, es decir D = 0, entonces T? — T =
-BTS-1cA=' 0 2

< 0 K Puesto que (T? —T)" =T?—

T, entonces el polinomio minimal de T es a lo mds de

grado 4.

Las proposiciones anteriores permiten concluir que
para matrices de la forma

A BT
(e )
donde A € R™*™ y B, C' € R™*" con n > m, que por
lo general son indefinidas, los precondicionadores

p_ (A 0 p_ (4 BT
“\ o xca BT )Y = 0 +cA'BT

logran que el polinomio minimal de P~!'A tenga a lo
mas 4 valores propios distintos, lo cual implica que, ba-
jo aritmética exacta, métodos Krylov como el minres al
ser aplicados al sistema lineal precondicionado converja
en a lo sumo 4 iteraciones.

Conclusion similar se puede obtener para matrices de

la forma
A BT
a=(e %)

donde A € R™™" By C &€ R™" y D e R™*™ con
n > m, con precondicionadores

A BT A BT
PZ(O iS)’P:<C D—2S)
donde S =D — CA~'BT.

Ejemplo 2. Se disenaron sistemas lineales con matri-
ces de la forma (1) de tamanos diferentes. En todos
los casos, los experimentos se hicieron de manera que la
solucion exacta sea un vector con todos sus elementos
iguales a 1 y siempre se tomo el vector nulo como apro-
ximacion inicial. Como criterio de parada se utilizo una
tolerancia de 1E-8.



MATRIZ DE COEFICIENTES AL
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PRECONDICIONADOR P

0 0
20 20
40 40
60 60
80 80
100 100
120 120 ‘
0 50 100 0 50 100

nz = 4460

nz = 860

La tabla siguiente resume los experimentos que se hi- que los calculos se hagan exactamente. El inevitable re-
cieron. dondeo es un factor que puede explicar el alejamiento
moderado de lo que dice la teoria para estos casos.

Matriz por Bloques AL, Precondicionador MGW
Dimensiones | Sin precond. MGW
A AL | # Iter. | Error | # Iter Error
100 120 130 | 2.8E-5 2| 2.6E-10
400 450 295 | 8.8E-5 2| 1.2E-7
900 | 1000 326 | 1.3E-4 2| 3.8E-6
2025 | 4000 2582 | 1.4E-4 10| 2.6E-3
2500 | 3000 865 | 1.4E-4 4| 2.0E-4
3600 | 4000 629 | 1.0E-4 6| 15E-5

El caso en el que se presentaron 10 iteraciones tuvo
final anormal. El mensaje es que dos iterados consecuti-
vos no se distinguen, de acuerdo con la tolerancia dada.
Noétese que corresponde a una dimensién pequetia de A,
en comparacién con la de AL: La dimensién 2025 es
menos del 51% de la dimensién 4000.

El otro caso con mas de 4 iteraciones es el dltimo, en
el que se reportan 6 pero tuvo final normal.

En estos dos casos debe pensarse también que con
matrices de tamano 4000 x 4000, no se puede pretender
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