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En este articulo se demuestra la existencia de una solucién para un problema de Dirichlet
no lineal cuando la derivada en el infinito de la no linealidad es menor que el primer valor
propio. En la demostracién se utiliza, de manera esencial, un teorema de minimizacién
obtenido a partir del principio variacional de Ekeland.
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Abstract

In this paper we prove that a nonlinear Dirichlet problem has a solution when the
derivative at infinity of the nonlinearity is less than the first eigenvalue. The proof uses a
basic minimization theorem of functionals obtained from the Ekeland variational principle.
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1. Introduccién

Sea f: R — R una funcién continua tal que

f'(=c0) := lim fls) ER,
e (1)
f/(+00) ;== lim fs) € R.

s——+00 S

Sean 2 C RN (N > 3) un dominio acotado con fron-
tera suave y A el operador de Laplace. Sea A1 < Ao <
A3 < ... < A\, < ... lasucesion de valores propios de —A
con condiciéon de Dirichlet cero en la frontera.

En este articulo se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.1. Si f'(—oc0)=a y f/(+o0)=1b cona
v b€ (0,\1), entonces el problema

Au+ flu) =0 en €
{ u =0 en 0f), (2)

tiene una solucion.

La solubilidad del problema (2) ha demostrado estar
estrechamente relacionada con la posicién de la deriva-
da de la no linealidad con respecto al espectro de —A.
En efecto, A. Castro y J. Cossio en [C-C2], utilizan-
do métodos variacionales y teoria de grado, demostra-
ron que si el intervalo (f/(0), f’(c0)) contiene los valo-
res propios Ar, Ag, ..., Ay f(t) < Ag1 para todo
t € R, entonces (2) tiene por lo menos cuatro soluciones
no triviales. Los mismos autores en [C-C1] estudiaron la
existencia de soluciones en el caso radialmente simétrico
cuando el rango de la derivada de la no linealidad inclu-
ye al menos los primeros j valores propios y € es la bola
unitaria en RY: alli se emplean técnicas de teorfa de
bifurcacién y se utiliza el hecho de que la ecuacién (2)
en el caso radialmente simétrico se reduce a una ecua-
ci6n diferencial ordinaria. K.C. Chang (véase [Ch]) se
ha aproximado al problema (2) usando Teor{a de Morse.
La existencia de soluciones al problema (2) ha sido am-
pliamente estudiada por muchos autores (véase [Ad-C],
[Am-Ra], [C-C-N1], [C-C-N2], [C-C-N3], [C-L1], [C-L2],
(C], [E], [H], [Wa)).

El Teorema 1.1 se demuestra usando un teorema de
minimizacion de funcionales obtenido a partir del Prin-
cipio Variacional de Ekeland (véase [Ek]). En la Seccién
2 se presenta la demostracién de dicho teorema de mi-
nimizaciéon. En la Seccién 3 se demuestra el Teorema
1.1.

Como un corolario del Teorema 1.1 se obtiene el si-
guiente resultado.

Teorema 1.2. Sea f : R — R una funcion continua
tal que lim ) =q cona € (0, ). Entonces el pro-

|s]—o0 S

blema

Au+ f(u) =0 en
{ u =0 en 0N (3)

tiene una solucion.

2. Un teorema de minimizacién obtenido a partir
del principio variacional de Ekeland

En [Ek], I. Ekeland demostré el siguiente principio va-
riacional que ha demostrado ser una herramienta muy
util en el estudio de problemas de optimizacion, teoria
de control, geometria diferencial y ecuaciones diferen-
ciales.

Teorema 2.1. [Principio variacional de Ekeland]
Sean (X,d) un espacio métrico completo y ¢ : X —
R U {400} una funcién semicontinua inferiormente, no
idénticamente igual a +oco, y acotada inferiormente.
Seane >0 yu € X tales que

¢ (@) < inf+ = 4)

Entonces existe u. € X tal que se cumplen las siguientes
condiciones:

P(ue) < ¢(u) ()
d(us, @) < e (6)
$(uc) < p(u) + Ved (ue,u)  Vu # ue (7)

El siguiente teorema es una consecuencia del princi-
pio variacional de Ekeland y es 1util en la prueba del
teorema principal de esta seccién.

Teorema 2.2. Sean X un espacio de Banachy ¢ : X —
R una funcién semicontinua inferiormente, acotada in-
feriormente y Gateaux-diferenciable Vx € X. Entonces
para cadae >0 yu € X tales que

_ . 3
o) <inf 6+ 5 (5)
existe ue € X tal que
¢ (u) < ¢(u), 9)
[@ = uc| < Ve, (10)
16" (ue)ll x- < Ve (11)



Demostracion. Sean € > 0y u € X tales que satisfa-
cen (8). Por el Teorema 2.1 existe u. € X tal que se
cumplen (9), (10) y

d(us) < o(u) +Vellu—ue|| Vue X wu#u.. (12)
Sean v € X —{0} y t > 0. Tomando u = u. +tv se tiene

¢(Ue)_qz(us+tv) S\/EHUH (13)
Pasando al limite cuando ¢t — 0% se obtiene

— (9" (ue),v) < Vel Yve X. (14)
Como —v € X'y ¢ (ue) es lineal se sigue que

(¢ (ue) ,v) < Vel Yo € X. (15)

Por lo tanto

6/ @l = sup WL o

vEX,v#£0 HUH

lo cual concluye la prueba del teorema. O

En la siguiente definicién presentamos una condicién
de compacidad, conocida como la condicién de Palais-
Smale, la cual es una herramienta util en la demostra-
cion de la existencia de puntos criticos de funcionales
definidos en espacios de Banach.

Definicién 2.3. Sean X un espacio de Banach y
¢ : X — R una funcién de clase C'. Decimos que ¢
satisface la condicion de Palais-Smale si toda sucesién
(un)nen en X tal que ¢ (u,) es una sucesién acotada y

¢ (up) -0 en X* (16)
tiene una subsucesion convergente en X.

A continuacién se demuestra el teorema principal de
esta seccidn, el cual establece condiciones suficientes que
permiten encontrar puntos de minimo de funcionales de-
finidos en espacios de Banach.

Teorema 2.4. Sean X un espacio de Banachy ¢ : X —
R un funcional de clase C' que satisface la condicién
de Palais-Smale y tal que ¢ esta acotado inferiormente.
Entonces existe ug € X tal que

igl(f¢ =¢(u) y ¢ (uo)=0. (17)

Demostracion. Sea n € N. Aplicando el Teorema 2.2
con € = 1, existe u, € X tal que
o (un) < mf(,zﬁJr -

v ¢ () (18)

1
< —.
*—\/ﬁ
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Por lo tanto, la sucesién ¢ (u,) es acotada y ¢ (u,) — 0
en X*. Como ¢ satisface la condiciéon de Palais-Smale,
existen una subsucesion (unj )j ey Yunug € X tales que
Upn,; — up. Como ¢ es continua se tiene que

B o) <t (wros L)
6(uo) < info. (20)

Luego
Hluo) = inf o, (21)

’ 4 .
Ademés, como ¢ es continua,

!’ ].
I H . ’ < 1 < ) 22
Jim ¢ (uny) || < lim N (22)
)H < 0 (23)
Por lo tanto, ¢ (ug) = 0. O

3. Demostracion del teorema 1.1

Sea H el espacio de Sobolev Hi () (véase [Br]). Re-
cordamos que una solucién débil de (2) es una funcién
u € H que satisface

/QVU.VU—/Qf(u)vz() Yv e H. (24)

Sea J : H — R el funcional definido por

J(w) == / val = [ F . (25)

donde F (s f 0

Como f(—oo) =a y fl(+o00) = b conay
b € (0,A1), existen ¢; € R con maz{a,b} < ¢; < A
y sg > 0 tales que

‘ s)

‘ <1 para |s| > so. (26)

Por la continuidad de f en [—sg, sg] existe ¢y tal que
|f(s)] < c2 para [s| < so. (27)
Luego
[f(8)| <epls]+ca Vs € R. (28)
Por lo tanto J € C*(H, R) (véase [Ra]) y

/Vqu—/f wv Vv € HE  (29)

En particular uw € H es solucién débil de (2) si y sélo
si u es un punto critico de J.



24

Demostremos ahora que el funcional J satisface la
condicién de Palais-Smale. Para ello utilizaremos el si-
guiente lema y un resultado de D. G. De Figueiredo
(véase [DF)).

Lema 3.1 Si a,b € (0, \1) entonces el problema

—Aw = bwt —aw™ en Q
{ w = 0 en Of) (30)

tiene como unica solucion w = 0.

Demostracion. Si w es una solucién de (30) tal que

w > 0en Q entonces w™ =w y w~ = 0. Luego
—Aw = bw en
{ w = 0 en 09, (31)

por lo tanto b es un valor propio de —A, esto es una
contradiccién ya que por hipétesis b < A;. Similarmente
se prueba que si w es una solucién de (30) tal que w < 0
en ) entonces a es un valor propio de —A, lo cual es
una contradiccion.

Si w es una solucién de (30) que cambia de signo, sea
A={xeQ/w(x)>0}.Luego

{—Aw = bw en A

w = 0 en O0A. (32)

Como b < Aj y el autovalor principal de —A en cual-
quier subregién de Q es mayor o igual a Ay (véase [C-H]),
se sigue que A = (). Similarmente se demuestra que si
B={re€Q/w(z)<0} entonces B = .

Como w = 0 es una solucién de (30), entonces tiene
lugar la afirmacién del lema.

Por el Lema 6.3 de De Figueiredo (véase [DF]) se
sigue que J satisface la condicién de Palais-Smale.

De (28) se sigue que existen c¢3 y ¢4 en R con
c1 < cg < A1 tales que

1
F(s) < 50352 +cq4 VseR. (33)

Demostremos que J estéd acotado inferiormente: en efec-
to, usando (33) se tiene que

T =5 [V~ [ P
5/ |Vu\27563/u27/c4.

Por la desigualdad de Poincaré (véase [C1]) se sigue que

J(u) > (Alc?’)/ /04 —eal0). (35)

Luego J esta acotado inferiormente.

(34)

| \/

Hemos demostrado que J satisface las hipdtesis del
Teorema 2.4, por lo tanto existe ug € H tal que
infJ=J J’ =0
inf (wo) v J'(uo) (36)
Es decir ug es un punto critico de J y por lo tanto una so-
lucién débil de (2). Como f es continua y sublineal, por
la teoria de regularidad para operadores elipticos (véase
[C-L2]) se sigue que las soluciones débiles del proble-
ma (2) son soluciones cldsicas . Por lo tanto ug es una
solucién clésica de (2). O

Como una consecuencia inmediata del Teorema 1.1
se obtiene el Teorema 1.2.
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