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El teorema de Hahn—Banch implica el axioma de elecciéon para familias de conjuntos con-
vexos cerrados en espacios reflexivos y para familias més generales de convexos en espacios
localmente convexos. Es, en efecto, equivalente a varias formas de elecciéon coherente en fa-
milias inversamente dirigidas de convexos y transformaciones continuas afines. Lo anterior es
consecuencia de algunos resultados relacionados con baricentros de medidas finitamente adi-
tivas y compacidad convexa. Dos caracterizaciones de la reflexividad de espacios normados
en términos de estos ultimos conceptos se siguen de Hahn—Banach.
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Abstract

The Hahn—Banach theorem implies the axiom of choice for families of closed convex sets
in normed reflexive spaces and for more general families of convex sets in locally convex spa-
ces. It is, in fact, equivalent to several forms of coherent choice in inversely directed families
of convex sets and affine continuous transformations. This is consequence of some results
about convex compactness and baricenters of finitely aditive measures. Two characteriza-
tions of reflexive normed spaces in terms of these last concepts follow from Hahn—Banach.
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1. Introduccién

El famoso teorema sobre de extensién de funcionales
que hoy llamamos de Hahn—Banach, pieza fundamen-
tal de anélisis funcional, se debe independientemente al
matemédtico austriaco Hans Hahn (1927) y al polonés
Stefan Banach (1929), quienes aparentemente gene-
ralizaron ideas del también austriaco Edward Helly
(1912). El teorema se presenta en la literatura en for-
mas diversas, tanto analiticas como geométricas. Toma-
remos como bésica para este trabajo la siguiente:

HB. Todo funcional lineal f definido en un subespa-
cio E de un espacio vectorial real V' y tal que f(z) <
p(x), donde p es un funcional sublineal definido en V,
puede extenderse a un funcional lineal fde V' que sigue
siendo acotado por p.

Recuérdese que p : V. — R es un funcional sublineal
si p(z +y) < p(z) +p(y) y plaz) = ap(z), para todo
z,y €V yaeR". Del caso real se obtiene ficilmente
el teorema para espacios complejos con respecto a una
seminorma p y con el acotamiento expresado en la forma

|f(@)] < p(z).

Por simplicidad consideraremos solamente espacios
vectoriales reales.

Si dim(V/E) es finita, la extensién f puede construir-
se explicitamente por induccién en la dimensién. En
particular, la demostracién del teorema para espacios
finito-dimensionales no requiere el uso de principios no
constructivos como el Axioma de Eleccién (AE). Sin em-
bargo, en el caso de dimensién infinita la existencia de
f requiere alguna forma de eleccién.? Comunmente se
utiliza toda la fuerza de este axioma, en la forma del
Lema de Zorn, para demostrar el teorema.

Por otra parte, HB funciona en muchas circunstan-
cias como un buen substituto de AE. El mismo Banach
(1932) lo utilizé para demostrar la existencia de exten-
siones totales finitamente aditivas e invariantes bajo iso-
metrias de la medida de Lebesgue en R o en R2.

Posteriormente Luxemburg (1969) demostré que
HB es equivalente a la existencia de medidas finitamente
aditivas en cualquier dlgebra booleana. Ademds de sus
consabidas aplicaciones al anélisis funcional, HB permi-
te demostrar algunas famosas consecuencias de AE que
han sido utilizadas para cuestionar la validez de este
iltimo axioma, como son la existencia de conjuntos no
Lebesgue-medibles en la recta (Foreman y Wehrung,

1991) o la paradoja de Banach-Tarski en la esfera ( Pa-
wiikowski, 1991). Como es bien sabido, de ésta dltima
se desprende la imposibilidad de extender la medida de
Lebesgue en R™, n > 3, a una medida total finitamente
aditiva e invariante bajo isometrias (cf. Wagon, 1994).

Se sabe, sin embargo, que HB es estrictamente maés
débil que AE, pues se sigue del principio de existencia
de ultrafiltros (Lo$ y Ryll-Nardzewski, 1954):

UF. Todo filtro propio sobre un conjunto puede ex-
tenderse a un ultrafiltro,

principio que no implica AE, como fuera demostrado
por Halpern y Levy (1971). Se sabe incluso que HB
es estrictamente més débil que UF (Pincus, 1974). Te-
nemos pues, en la teoria axiomatica de conjuntos sin el
axioma de eleccion las implicaciones no reversibles:

AE = UF = HB

Cabe preguntar entonces cudl es el alcance de HB co-
mo un principio de eleccién, pregunta que intentaremos
responder en esta nota.

Mostraremos que HB implica el axioma de eleccién
para familias de convexos cerrados en espacios de Ba-
nach reflexivos y para familias més generales de conve-
x0s en espacios localmente convexos, y que es en efec-
to equivalente a ciertas formas de eleccién coherente en
familias inversamente dirigidas de convexos. En par-
ticular, HB resulta equivalente a la afirmacién de que el
limite proyectivo de una familia inversamente dirigida
de simplejos finito-dimensionales y funciones simplicia-
les es siempre no vacio. En el curso del trabajo presen-
tamos algunos resultados relacionados con baricentros
de medidas finitamente aditivas y compacidad convexa,
incluyendo dos caracterizaciones de la reflexividad de
espacios normados en términos de estos conceptos.

Presuponemos familiaridad con las bases del anélisis
funcional (véase, por ejemplo, Berberian 1974,
Horvath 1966 o Rudin 1973). Entre las diversas con-
secuencias del teorema de Hahn—Banach, utilizaremos
mas adelante las dos siguientes. La primera se obtiene
directamente de HB tomando como funcional sublineal
la funcién p(x) = ||f]| ||x|| y es, como veremos, equiva-

lente a HB.

HBN (Hahn-Banach para espacios normados).
Cualquier funcional lineal continuo f definido en un
subespacio de un espacio normado tiene una extension
continua f a todo el espacio tal que ||f]] = ||f]|-

3 Aunque para algunas familias especiales, por ejemplo espacios de Hilbert, la prueba puede hacerse constructivamente.



Para la segunda, recuérdese que un espacio vecto-
rial topolégico es localmente convero si tiene una base
de vecindades convexas, como es el caso de los espacios
normados.

HBG (Hahn-Banach geométrico). Sea v ¢ C, don-
de C es un subconjunto cerrado convexo de un espacio
localmente convexo V. Entonces eriste « € R y un fun-
cional continuo f de V tal que f(v) < a < f(x) para
toda v € C.

El anterior resultado se sigue de HB sin ninguna inter-
vencién auxiliar de AE, pues depende de la regularidad
de los espacios vectoriales topoldgicos y de las propieda-
des del funcional de Minkowski en espacios localmente
convexos, las cuales pueden demostrarse constructiva-
mente. Examinese, por ejemplo, la demostracién del
Th. 3.4(b) en Rudin (1973). HBG es una de los mu-
chos teoremas de separacién derivados de HB, y vale
también si reemplazamos {v} por un convexo compac-
to disyunto de C. Garantiza, entre otras cosas, que los
funcionales lineales continuos de un espacio localmente
convexo de Hausdorff separan puntos.

2. Medidas finitamente aditivas

Una medida finitamente aditiva en una algebra boolea-
na B no trivial (en adelante simplemente, una medida)
serd una funcién m : B — R que cumple: m(1g) = 1,
m(a) >0y m(aVbd) = m(a)+ m(b) si aAb=0. Esto
implica m(a) =0y m(a) < m(b) cuando a < b.

Luxemburg (1969) demostré la equivalencia entre
HB y la existencia de medidas en cualquier dlgebra boo-
leana no trivial, utilizando productos reducidos e ideas
del andlisis no-estandar. Damos aqui una nueva demos-
tracién de este resultado. Comenzamos mostrando a
partir de HBN un teorema mas general sobre exten-
si6n de medidas, debido originalmente a Horn y Tars-
ki (1948), del cual se sigue el de existencia. La otra
direccién de la equivalencia se obtendra mas adelante.
A lo largo del trabajo, indicaremos entre paréntesis las
hipétesis de las que cada proposicién depende. ZF de-
notard la teoria de conjuntos sin el axioma de eleccién.

Teorema 1 (ZF + HBN). Cualquier medida definida en
una subdlgebra de una dlgebra booleana puede extenderse
a toda el dlgebra.

Demostracidn. Dada una algebra booleana B # {0p},
una particion de B es un subconjunto finito P C B—{0}
tal que \/ P = 1p y p Ap’ = 0 para todo p,p’ € P,
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p # p’. Las particiones estdn parcialmente ordenadas por
la siguiente relacién (Q es mds fina que P):

Q < P siy solamente si Vg € Q dp € P
(necesariamente tinico) tal que ¢ < p,

equivalentemente, todo elemento de P es un supremo de
elementos de ). Con este orden las particiones forman
un semireticulo inferior con

PAQ={pNqg:pePqecQ}—{0}.

Toda funcién f : P — R puede “extenderse” a Q <
P, definiendo fg(q) = f(p) para el unico p € P tal que
q < p.El conjunto S(B) = {f : P — R : P particién de
B}/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia:

f ~ g siy solamente si fpag = grPrQ;

forma un espacio vectorial normado con producto por es-
calar afo = (af)~, suma fo+g~ = (fPaQ +9PAQ)~> Y
norma ||f.|| = max{|f(p)| : p € P}. Cada a € B tiene
una funcion caracteristica xo € S(B):

Xa = f~, donde f:{a,a’} = R, f(a) =1, f(a®) =0,
si a,a® # 0p,

Xiz = f~, donde f: {1} =R, f(1g) =1,
Xoz = f~, donde f: {1} = R, f(1p) = 0.

Se verifica facilmente que xo, es el cero del espacio vec-
torial y que si a Ab = 0 entonces xqvs = Xao + Xb- Ahora,
si A es una subalgebra de B en la cual estd definida una
medida m, considere el siguiente subespacio de S(B):
E={f.:dom f C A}. Entonces la funcién ¢ : E — R
dada por

p(f)=>_ fl)m(p)

pEdom(f)

es un funcional lineal bien definido. Claramente ||p|| =
1, y por HBN podemos extender ¢ a todo S(B) mante-
niendo la misma norma. Entonces m(a) = ¢(x,) es la
medida buscada pues p(x1,) = 1, ¢(xa) = 1-m(a) +
0-m(a®) = m(a) para todo a € A, p(xavs) = ©(Xa +
Xo) = ©(xa) + p(xp) sia Ab =0,y ademds ¢(x,) > 0,
pues de lo contrario se tendria 1 = ¢(xa) + @(Xac) <
e(xae) < Mol lIxaell = [IXaell < 1. O

Recuérdese que un subconjunto S de una dlgebra boo-
leana tiene la propiedad de intersecciones finitas (p.i.f.)
si para todo z1,...,z, € S se tiene 1 A ... Az, # 0.

Corolario 1 (ZF + HBN). En toda dlgebra booleana no
trivial B existe una medida m. Ademds, si S C B tiene
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la p.i.f., ésta puede escogerse de manera que m(b) = 1
para todo b € S.

Demostracion. Para obtener la existencia de una me-
dida en B, extienda la medida obvia en la subdlgebra
{0p,15}. Ahora, si el subconjunto S tiene la p.i.f. con-
sidere el homomorfismo natural n : B — B/F , donde
F es el filtro generado por S en B. Como F' es propio,
B/F es no trivial y tiene una medida p; luego m = pon
es la medida deseada. O

Una primera ilustraciéon del poder de eleccién de HB
es que permite escoger una medida para cada algebra
de una familia dada de &algebras booleanas, sin tener
que apelar al axioma de eleccién, observacién debida a
Pawiikowski (1991).

Corolario 2 (ZF + HB). Para toda familia {B;}icr
de dlgebras booleanas mno triviales existe una familia
{m;}ier tal que m; es una medida en B;.

Demostracion. Sea B el coproducto de las B; y sean
h; : B, — B, i € I, los homomorfismos candnicos. Co-
mo éstos son siempre inyectivos, B es no trivial y por
tanto soporta una medida m. Defina m; = moh;. [

Una medida en el dlgebra de partes P(X) de un con-
junto X se llamard una medida sobre X. Las siguientes
afirmaciones y construcciones, que generalizan hechos
bien conocidos acerca de medidas o-aditivas definidas
en o-algebras de conjuntos, pueden obtenerse sin utili-
zar HB ni forma alguna de AE, como puede verificarlo
el lector.

Dado un conjunto X sea A(X) el espacio vectorial de
las funciones reales acotadas en X con la norma del su-
premo, y sea S(X) el subespacio de las funciones en X de
rango finito (funciones simples). S(X) es efectivamen-
te denso en A(X), es decir, para cada f € A(X) pue-
de construirse explicitamente una sucesién de Cauchy
sn en S(X) tal que s, — f. Témese, por ejemplo,
rn = (—=1+E)||f|, k=0,1,...,2n, y definase:

sp(@)=rpsiz e f7H[rr,mh41)), K =0,1,....,2n— 1.
sp(x) =ron six € f1({ran}).
(en general, la densidad de un espacio métrico en otro

no implica la existencia de tales sucesiones, a no ser que
se utilize el axioma de eleccién enumerable.)

Dada una medida m sobre X puede definirse una in-
tegral en las funciones simples de la manera obvia:

/X sdm = iaim(é‘_l(ai))

donde {ay, .., a,} es el rango de s, y se verifica facilmente
que [y (rs+t)dm =71 [y sdm+ [ tdm,y | [ s dm|
< ||s||. Esto significa que [ ( )dm es un funcional li-
neal continuo en S(X). Como la continuidad es nece-
sariamente uniforme, este funcional puede extenderse
univocamente a todo A(X), definiendo

[x [ dm =1lim, [, s, dm.

La linealidad y el acotamiento se heredan automatica-
mente. Otras propiedades que se verifican facilmente,
primero en funciones simples y luego en funciones aco-
tadas, son las siguientes:

I-1. Si f < g en X, se tiene [, fdm < [, g dm.
1-2. fX c dm = ¢, para ¢ constante.
I-3. | [x [ dm| <||fllacx) = supsex | f(2)].

Si C C X es tal que m(C) = 1, entonces m puede consi-
derarse como una medida sobre C'y se tiene, escribiendo

Jo fdm por [ fIC dm:
I-4. [, fdm= [, fdm.

Una funcién cualquiera h : X — Y induce una medi-
da u(S) = m(h=1(9)) sobre Y, y se tiene para toda
feAly):

I-5. [, fdu= [y fohdm.

Verificamos esta ultima propiedad: vale claramente pa-
ra funciones simples pues [, s du = > 11 aip(s ™ (a;))
= > aim((soh) " Ya;)) = [,s0h dn. Ahora, si
$n € S(X) converge a f € A(X), entonces s, o h con-
verge a f o hy por lo tanto, [, f du =lim, [, s,dp =
lim,, [, spoh dm = [, foh dm.

3. Baricentros

En adelante, V denotara un espacio vectorial topolégico
(e.v.t.) y V' denotard el espacio de funcionales lineales
continuos de V', es decir su espacio dual.

Recuérdese que si V' es normado entonces también lo
es V/ en forma natural, con la norma || f|| = sup{ | f(x)| :
[|z|| < 1}. Para cada x € V la evaluacion &, : V' — R,
E:(f) = f(x) es un funcional lineal continuo, es decir,
&, € V". Latransformacién lineal J : V' — V" dada por



J(x) = &, es continua, y es una inyeccién isométrica si
V' separa puntos de V. Este serd siempre el caso si supo-
nemos HB. El espacio V se dice reflexivo si J : V. — V"
es una biyeccidén, es decir todo funcional ¢ € V" tiene
la forma ¢(f) = f(z) para algun = € V.

Consideraremos también en V' la topologia débil es-
trella, es decir, la topologia inicial inducida por las eva-
luaciones &,. Esta topologia es de Hausdorff, localmente
convexa, y en general mas débil que la de la norma.

Definicién. Sea X # § un subconjunto de un e.v.t.
Vtal que todo f € V' es acotado en X y sea m una
medida sobre X. Entonces para todo f € V'existe la
integral o, (f) = [y fdm = [ f1 X dm, asi que ¢y,
constituye un funcional lineal de V. Diremos que b € V
es un baricentro de m si [y f dm = f(b) para toda
fev'.t

Si X es acotado en un espacio normado, se tiene
lom ()] < supgex [f(@)] < [If]l(supsex [l2]), y por
tanto la integral ¢,, es continua para la topologia de la
norma en V', es decir ¢,, € V. Luego, por definicién
de reflexividad tenemos:

Lema 1 (ZF). Toda medida sobre un subconjunto aco-
tado de un espacio normado reflexivo tiene baricentro.

En particular, en espacios de Hilbert y en espacios
finito-dimensionales el baricentro existe y coincide con
el familiar centro de masa (ver Enciso, 2000).

Para acotados de espacios normados no reflexivos no
necesariamente existe el baricentro (véase el Teorema 2
en esta seccién). Sin embargo, una medida en un sub-
conjunto acotado del dual V' de un espacio normado
V' siempre tiene baricentro si se considera la topologia
débil estrella en lugar de la topologia de la norma, in-
dependientemente de que V' sea reflexivo o no.

Lema 2 (ZF). Sean V normado y F C V' acotado para
la norma inducida en V'. Entonces toda medida m so-

bre F tiene baricentro con respecto a la topologia débil
estrella de V.

Demostracion.  Se verifica facilmente que b, (x) =
Jp&: dm es lineal en x € V, y ademds |by,(z)] <
suprep |f(x)| < (suppep [IfIDI|2l], es decir, by € V'
Como [, Eydm = E;(byy,) para cada x por definicién, y
los funcionales continuos de V' para la topologfa débil
estrella son precisamente las evaluaciones &, (Rudin,

15

Th. 3.10), se tiene que by, es el baricentro de m con
respecto a esta topologia. [J

HB garantiza que el baricentro de una medida so-
bre X en un espacio de Hausdorff localmente convexo
es unico y pertenece a la clausura de la envolvente con-
vexa de X (convX), ademds de que es preservado por
transformaciones lineales continuas. Mas precisamente,

Lema 3 (ZF + HB). Sea V un espacio localmente con-
vexo de Hausdorff y suponga que m es una medida en
X CV con baricentro b. Entonces:

i. b es unico.
ii. b € convC, para todo C C X tal que m(C) = 1.

iii. Sit: X —Y eslarestriccion de un transformacion
lineal continua de V' a un espacio localmente convezxo
W y u es la medida inducida por m en Y entonces t(b)
es baricentro de p en W.

Demostracion. (i) Si x # b por HBG existe f € V' tal
que f(x) # f(b), luego [y f dm = f(b) # f(z).

(ii) Consideremos a m como una medida en C. Si b ¢
convC' entonces por HBG existen « € Ry f € V' ta-
les que f(b) < a < f(z) para toda x € convC. Luego
fb) < a= [sadm < [,f dn = [, f dm, por las
propiedades I-1,2,4 en la seccién anterior, una contra-
diccion.

(iii) Para cualquier g € W' se tiene [, g du = [, got
dm = g(t(b)) por la propiedad I-5 de la seccién anterior.
square

Observacion. En el caso de espacios de Hilbert o espa-
cios finito-dimensionales, el lema anterior depende sola-
mente de ZF, pues los usos de HBG en la prueba pueden
obtenerse constructivamente sin invocar HB.

Como hemos dicho, el baricentro no siempre existe en
espacios normados no reflexivos. En efecto, suponiendo
HB, la existencia de baricentros caracteriza los espacios
normados reflexivos.

Teorema 2 (ZF + HB). Un espacio normado es refle-
xivo st y solamente si toda medida sobre un subconjunto
acotado (o simplemente sobre la bola unitaria cerrada)
tiene baricentro para la topologia de la norma.

Demostracion. Suponga que V es normado no reflexivo,
y sean By B” las bolas unitarias cerradas de V y V",
respectivamente. Entonces existe d € B” \ J(B), de lo
contrario V serfa reflexivo. Sea F el filtro de vecindades

4La terminologfa utilizada en la literatura no es homogénea, Bourbaki llama baricentro al funcional ¢,, mismo.
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cerradas convexas de d para la topologia débil estrella
de V”. Como J(B) es densa en B” para esta topologia
(la prueba de esta afirmacién puede hacerse constructi-
vamente, véase Th. 45.3 en Berberian, 1974), el filtro
G={JYN)NB: N € F} tiene la p.i.f. Tome una
medida m en B que dé valor 1 a los elementos de G
(Corolario 1) y suponga que tiene baricentro b € V' con
respecto la topologia de la norma, entonces b € B por
el Lema 1-ii. Como J : V — V" es continua para la
topologia débil estrella en V' entonces J(b) debe ser el
baricentro de la medida inducida en B” con respecto a
esta topologia por el Lema 3-iii. Como las vecindades
cerradas convexas de d en B” para esta topologia tie-
nen medida 1, J(b) pertenece a su interseccién (Lema
1-ii). Pero por convexidad local y la propiedad de Haus-
dorff de la topologia débil estrella en V", la interseccién
de estas vecindades deber ser d ¢ J(B), lo que da una
contradiccién. [

4. Compacidad convexa

Diremos que un subconjunto convexo C' de un espa-
cio vectorial topolégico V' es convexamente compacto
(c—compacto) si toda coleccién de conjuntos convexos
cerrados en C' con la propiedad de intersecciones fini-
tas (p.i.f.) tiene interseccién no vacia. Kothe (1969)
considera una versién débil de esta propiedad.

Por supuesto, todo convexo compacto es
c—compacto, pero no vale el reciproco. Por ejemplo,
la bola unitaria cerrada de un espacio de Hilbert de di-
mensién infinita es c—compacta (ver Corolario 3), pero
es bien sabido que no puede ser compacta. En espacios
finito-dimensionales c—compacto y compacto coinciden.
Los c—compactos comparten muchas de las agradables
propiedades de los compactos si nos restringimos a fun-
ciones lineales, o mdas generalmente a funciones afines.
Una funcién f : X — Y entre convexos se dice afin
si flax + (1 —a)y) = af(z) + (1 — a)f(y), para todo
xz,y € X y a € RT. Claramente, la imagen directa o
inversa de una funcién afin preserva convexidad.

Lema 4 (ZF). Sea C un conjunto convero c—compacto
en un e.v.t. V. Entonces:

i. Toda funcion real afin continua definida en C es aco-
tada.

ii. La imagen de C bajo cualquier transformacion afin
continua es c—compacta.

iii. i V es de Haudorff, C es cerrado.

Demostracion. (1) Si f € V' no fuera acotado en
C entonces los convexos cerrados de C' : C,, = C N
f71([n,0)) tendrian la p.i.f. y por c—compacidad exis-
tirfa € C con f(x) > n para toda n. (ii) La prueba es
la misma que para compacidad ordinaria, pues los con-
juntos convexos son preservados por imdgenes inversas
de funciones afines. (iii) Si z € C, entonces C NN # ()
para toda vecindad convexa N de z. Por c—compacidad,
CNNyen N # 0, y por convexidad local, regularidad y
la propiedad de Hausdorff: (N, .y N = {2}, luegoz € C.
O

Se desprende del lema anterior que si m es una medi-
da en un convexo c—compacto C' entonces [, f dm estd
definida para toda funcién real afin continua f.

El siguiente teorema generaliza un resultado clésico
sobre existencia de baricentros para medidas o-aditivas
en convexos compactos de espacios localmente convexos
(cf. Bourbaki, 1955, o Fonf-Lindenstrauss-Phelps,
2001), y generaliza el hecho de que en este caso el ba-
ricentro representa también la integral de las funciones
reales afines continuas.

Teorema 3 (ZF). Toda medida finitamente aditiva so-
bre un conjunto convero c—compacto C' de un espacio
vectorial topoldgico tiene un baricentro b en C. Ademds
se tiene o(f) = [ f dm = f(b) para toda funcién real
afin continua definida en C.

Demostracion. Por c—compacidad, es suficiente de-
mostrar que la familia de conjuntos convexos cerrados
Hy = Cn f~Y(o(f)) con f real afin continua en C
tiene la p.i.f., pues un elemento b € nfeV/ Hj seréd ne-
cesariamente un baricentro de m en C' con la propiedad
adicional requerida. Dadas funciones reales afines con-
tinuas fi,..., fn en C, sea T : V — R™ el operador afin
continuo T(v) = (f1(v),...., fn(v)). Entonces T(C) es
convexo, c—compacto por el Lema 4-ii, y cerrado por el
Lema 4-iii. Suponga ¢t = (¢(f1),....,o(fn)) ¢ T(C),
entonces por HBG en R™ (que no requiere invocar
HB, por ser R™ finito-dimensional), existen un funcio-
nal hA(y1,....yn) = > ;a;y; en R™ y un real o tales
que h(t) > a > h(z), para todo z € T(C). Es de-
cir, Y a;0(fi) > a > >, a;fi(v) para toda v € C.
Tomando la funcién afin g = 3. a;f;, y usando la li-
nealidad de la integral, esto significa p(g) > a > g(v)
para todo v € C} lo cual es imposible pues la segunda
desigualdad implica ¢(g) = [, gdm < [,adm = a.
Concluimos que (¢(f1),.....,¢(fn)) € T(C) y por tanto

(@(f1); s ©(fn)) = (f1(D), ..., fn(D)) para algin b € C,
es decir, b€ Hy, N...N Hy, .0



Si suponemos HB, la existencia de baricentros carac-
teriza los c—compactos convexos en espacios localmente
convexos de Hausdorff.

Lema 5 (ZF + HB). Un convezo X en un espacio lo-
calmente convexo de Hausdorff es c—compacto si y sola-
mente si es cerrado y toda medida en X tiene baricentro
en X.

Demostracion. Una direccién la dan el Lema 4-iii y el
teorema anterior. Para la otra suponga que X es cerrado
y toda medida tiene baricentro en X, y sea {C;}ic; una
familia de subconjuntos convexos cerrados de X con la
p.i.f. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
la familia es cerrada bajo intersecciones finitas. Por HB
existe una medida m sobre X tal que m(C;) = 1 para
toda ¢ € I. Si b es el baricentro de m, entonces b € C;
para todo ¢ por el Lema 3-ii. 0O

De los Lemas 1, 2 y 5 obtenemos:

Corolario 3 (ZF + HB). Todo convezo cerrado y aco-
tado de un espacio normado reflexivo, o del dual de
un espacio normado con la topologia débil estrella, es
c—compacto.

Finalmente, del Teorema 2 y el Corolario 3 obtenemos
otra caracterizacion de los espacios normados reflexivos.

Corolario 4 (ZF + HB). Un espacio normado es re-
flexivo si y solamente si su bola unitaria es c—compacta
para la topologia de la norma.

5. Eleccién en convexos

Tenemos ya los elementos para obtener las formas de
eleccion explicita que HB provee. Una eleccion para
una familia {C;};c; de conjuntos no vacios serd una fa-
milia {z; };cr tal que z; € C; para todo i € I. El axioma
de eleccién afirma, por supuesto, que una tal eleccion
siempre existe.

Teorema 4 (ZF). HB implica el azioma de eleccion pa-
ra familias {C;}icr de conjuntos c—compactos en es-
pacios localmente converos de Hausdorff. Igualmente,
para familias de convexos cerrados en espacios norma-
dos reflexivos, o en duales de normados con la topologia
débil estrella.

Demostracion. Por el Corolario 2, existe una familia de
medidas m; sobre C;, que por el Teorema 3 y el Lemas
3-ii y tienen baricentro unico b; € C;. La familia {b; };¢cr
es la eleccién requerida. Para la segunda afirmacién, si
los C; son convexos cerrados pero no acotados, sea §; =
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inf{||z||v, : © € C;} y aplique lo anterior a los conjuntos

C} = Ns,+1(0)n C;, que son convexos cerrados y acota-
dos por construccién, y por lo tanto c—compactos por
el Corolario 3. [

Debemos observar que en el caso de espacios de Hil-
bert la eleccién en una familia de convexos cerrados no
vacios {C;};cr puede obtenerse explicitamente sin ape-
lar al teorema de Hahn—-Banach, pues en este caso existe
un unico z; € C; tal que ||z;|| = inf{||z|| : « € C}. Sin
embargo, esta ultima afirmacién no es valida para es-
pacios de Banach reflexivos que no sean de Hilbert, ni
siquiera en el caso finito-dimensional.

Sea {C;, fij}i<jer una familia inversamente dirigida
de conjuntos y funciones, donde (I, <) es un conjunto
parcialmente ordenado e inversamente dirigido (es decir,
para todo i,j € I existe k € I tal que k < ¢,5). Una
eleccion {x;}ier de {Ci}ier se dice coherente si

fij(x;) = z; para todo i < j.

En otras palabras, {z;};c; pertenece al limite inverso o
proyectivo de la familia {C;, fi;}i<jer.

Una eleccién coherente no siempre existe, ni siquiera
suponiendo el axioma de eleccién. Considere, por ejem-
plo, la cadena de inclusiones --- — (0, %) — (0,3) —
(0,1) en R. Sin embargo, como consecuencia del Teore-
ma de Tichonoff, si los C; son compactos de Hausdorff
no vacios y cada f;; es continua entonces el limite pro-
yectivo es no vacio y por lo tanto existe una eleccion
coherente. Esta es realmente una consecuencia de UF,
pues requiere solamente el Teorema de Tichonoff para
espacios compactos de Hausdorff, principio equivalente
a UF (cf. Levy, 1979). El teorema de Hanh-Banach
nos proporciona una versién lineal de este resultado.

Teorema 5 (ZF). HB implica eleccion coheren-
te para familias inversamente dirigidas de convezxos
c—compactos no vacios en espacios localmente converos
de Hausdorff y transformaciones afines continuas.

Demostracion. Una familia inversamente dirigida
{C; 2 Cj:i,5¢el, i<},

donde cada C; yace en un espacio localmente convexo
de Hausdorff y ¢;; es una transformacién afin, induce
una familia directamente dirigida de algebras boolea-
nas y homomorfismos booleanos con respecto al orden
opuesto de (I, <):
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Sea B = li_rr>1P(Ci) el limite directo (o inductivo) de
esta familia, y sean P(C;) 2% B los homomorfismos
candnicos. Como C; # ), entonces cada P(C;) es una
dlgebra booleana no trivial y por tanto B es no trivial
(el 0y el 1 de las élgebras no son identificados en ningiin
P(C;), luego no son identificados en el limite). Por HB
(Corolario 1-i), existe una medida m en B, que induce a
su vez una medida m; = mo p; : P(C;) — R, para cada
1. Entonces se tiene para toda j >4

mj:popj:;;opioti_jl:mioti_jl.

Es decir, m; es la medida inducida por m; y t;; sobre
C;. Por el Teorema 3 y el Lema 3-i, m; tiene un unico
baricentro b; € C;. Por la afinidad y continuidad de ¢;;
y el Lema 3-iii, que vale para t afin por el mismo Teore-
ma 3, tenemos para toda j > i que t;;(b;) es baricentro
de mj, y por unicidad de b; concluimos que ¢;;(b;) = b;.
Es decir, {b;}ics es una eleccién coherente.  [J

Por el Corolario 3, tenemos entonces eleccién cohe-
rente para familias inversamente dirigidas de conve-
xos cerrados acotados no vacios en espacios reflexivos
o duales de normados con la topologia débil estrella,
y funciones lineales o afines continuas. En particular,
para convexos cerrados y acotados en espacios finito-
dimensionales.

Un espacio finito-dimensional V' posee una tunica to-
pologia que lo hace espacio vectorial topoldgico de Haus-
dorff, pues dadas dos tales topologias, la escogencia de
una base produce un isomorfismo con R™ que es un ho-
meomorfismo para cada una de ellas. Fijando una base
se ve facilmente que toda transformacién lineal es con-
tinua para esta topologia. Ademads cualquier norma en
el espacio la induce, y un subconjunto es compacto para
esta tUnica topologia si y solamente es cerrado y aco-
tado bajo dicha norma (la prueba de estos hechos no
require forma alguna de AE). La nocién de compacto
es entonces intrinseca a la estructura lineal de los espa-
cios finito-dimensionales. Por otra parte, los usos de HB
en la demostracién del teorema anterior (Lema 3-i, iii),
aparte de la existencia de medidas, son eliminables en
el caso finito-dimensional por la observacién que sigue
al Lema 3. Si llamamos EM a la existencia de medidas
en algebras booleanas, tenemos entonces:

Corolario 5 (ZF). EM implica eleccion coherente para
familias inversamente dirigidas de convexos compactos
finito-dimensionales y restricciones de funciones linea-
les.

Eleccién coherente en convexos compactos finito-
dimensionales permite demostrar a su vez el Teorema
de Hahn—Banach, en forma bastante natural.

Teorema 6. (ZF) Eleccion coherente para convexos
compactos finito-dimensionales y restricciones de fun-
ciones lineales implica HB.

Demostracion. Sea p un funcional sublineal en V, E un
subespaciode V,y f : E — R un funcional lineal tal que
f <pen E. Para cada subespacio finito-dimensional W
de V, defina

Cw={g:9eW',g2 fIWNE, g(z) < p()
para toda z € W},

y para W D Z sea twz : W' — Z' el operador li-
neal de restriccion. Obviamente Cys es convexo, y es
no vacio ya que HB vale en dimensién finita. Si fi-
jamos una base en W y tomamos por norma || || la
suma del valor absoluto de las coordenadas, se verifi-
ca facilmente por la sublinealidad y homogeneidad de
P que supj <1 p(z) = M < oo. Ademas, || || in-
duce una norma ||g|| = sup, <1 [g(z)] en W’ para
la cual Cyy es obviamente acotado por M, y con la
cual es facil probar que Cy es cerrado. FEsto signi-
fica que Cy es compacto para la unica topologia de
Hausdorff de W’ (también finito-dimensional). Final-
mente, por ser lineal, cada ty 7 es continua. Entonces
{Cw,twz | Cw}wozforma un sistema inversamen-
te dirigido de convexos compactos en espacios finito-
dimensionales y por hipdtesis existe una eleccién cohe-
rente gy € Cw. Asi, g = Jgw es un funcional que
cumple los requisitos de HB. [

De los corolarios 1, 5 y el Teorema 6 obtenemos la
direccion que nos faltaba del teorema de Luxemburg, y
también la equivalencia entre HB y HBN.

Corolario 6 (ZF). HB, HBN y EM son equivalentes.

Formas aparentemente mas débiles de eleccién cohe-
rente ya implican HB. Recordemos que un simplejo
geométrico es la envolvente convexa de un conjunto fi-
nito de vectores (en posicién general) en algin espa-
cio vectorial. Una funcion simplicial entre simplejos
geométricos, que pueden yacer en distintos espacios, es
la extension convexa de una funcién entre vértices de los
simplejos.

Claramente, todo simplejo es compacto en el espacio
finito-dimensional que genera y toda funcién simplicial
es afin y continua.



Teorema 7 (ZF). Eleccion coherente para simplejos
geométricos y funciones simpliciales implica HB.

Demostracion. Por el corolario anterior, es suficien-
te mostrar EM. Dada una algebras booleana B y una
subdlgebra finita no trivial D, el conjunto de sus dtomos,
Ap, es necesariamente no vacio. Es ficil ver que si
D’ < D < B son subdlgebra finitas no triviales de B
entonces Ap y Aps son particiones de B (en el senti-
do de la seccién 2) con Ap més fina que Ap/, luego la
funciéon fppr : Ap — Apr dada por

fppr(a) = tinico @’ € Ap: tal que a < a’

esta bien definida. Sea A(Ap) el simplejo geométrico
generado por Ap en RAP |y fpp la extensién convexa
de fpp a A(Ap). Entonces la familia

fDD’ : A(AD) — A(AD/)7 D>D
subindicada por las subdlgebras finitas de B forma un
sistema inversamente dirigido de simplejos y funciones

simpliciales. Sea vp = >, vp(a)a € A(Ap) una
eleccion coherente en este sistema, entonces

fop/(vp) = Z vp(a)fpp(a) = Z vpr(a)d',
a€Ap a’'€Ap,

lo que implica, por definicién de fpps que vp/(a) =

S{vp(a) : fop(a) = o'} = Y{vpa) : a < d,
a € Ap}. Defina en D la medida:

pp®) = > wpla).
a€Ap, a<b
Entonces upr = up | D' para D' < D, pues si b € D’
se tiene pp(b) Dwea,,, w<p2ivpla) 1 a < d,
a€Ap} =) uch aca, vp(@) = pp(b). Asf que la me-
dida deseada es ugp = |J{up : D subélgebra finita de
B}). O

Resumiendo los resultados relacionados con eleccién
coherente, tenemos:

Teorema 8 (ZF). HB es equivalente a cualquiera de los
siguientes casos de eleccion coherente en familias inver-
samente dirigidas:

1. Convezxos c—compactos en espacios localmente conve-
zos de Hausdorff y funciones afines continuas.

2. Convezos cerrados acotados en espacios normados re-
flezivos o en duales de normados con la topologia débil
estrella, y funciones afines continuas.

3. Convexos compactos en espacios finito-dimensionales
y funciones lineales.

4. Simplejos geométricos y funciones simpliciales.
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Demostracion. HB = 1 (Teorema 5), HB = 2 (1 y el
Corolario 3), 1 0 2 = 3 = 4 (trivialmente), 4 = HB
(Teorema 7). O

6. Limitaciones de HB

Algunos importantes resultados de andlisis funcional re-
quieren mucho mas que HB para su demostracién. Por
ejemplo el teorema de Alaoglu (AL) que afirma: La bo-
la unitaria cerrada del dual de un espacio normado es
compacta para la topologia débil estrella, no es deduci-
ble de HB pues es equivalente a UF. Sin embargo, por
el Corolario 3, HB implica una versiéon débil de AL: La
bola unitaria cerrada del dual de un espacio normado es
c—compacta para la topologia débil estrella. Esta forma
de AL es equivalente a HB (Luxemburg, 1969).

Tampoco implica HB el teorema de Krein-Mil’'man
(KM): Todo compacto convezo no vacio en un espacio
localmente convero de Hausdorff tiene un punto extre-
mo, pues se sabe que

AL + KM & AE

(Bell y Fremlin, 1972), por lo que ni siquiera UF im-
plica KM, de lo contrario implicaria AE.

Finalmente observamos que, aunque la existencia de
puntos extremos en simplejos finito-dimensionales es
trivialmente demostrable en ZF, el teorema de Hahn-
Banch no garantiza la eleccién coherente de puntos ex-
tremos en familias inversamente dirigidas de simplejos y
funciones simpliciales, pues ello implicaria elecciéon cohe-
rente en conjuntos finitos, la cual es equivalente a UF.
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