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elipticos semilineales y cuasilineales
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Resumen

En este articulo se presentan los resultados mds importantes de mi trabajo de investigacion en el estudio de la
existencia, multiplicidad y propiedades cualitativas de las soluciones de problemas elipticos semilineales del tipo

1)

Au+ f(luy =0 en Q,
u =0 en 00},

y de problemas elipticos cuasilineales de la forma

2
u=0 en JQ, @

{Apu—l— f(luy=0 en Q,
donde A es el operador de Laplace, A es el p-laplaciano, Q C RN (N > 2) es un dominio acotado en RN con
frontera suave y f: R — R es una funcién no lineal. Los teoremas que presentamos han sido obtenidos utilizando
métodos variacionales, un principio de minimax demostrado en Castro, Cossio & Neuberger (1997), teoria de
grado, teoria de Morse y teoria de bifurcacién. Ademas se formulan una serie de preguntas abiertas relacionadas con
los problemas (1) y (2), que esperamos sean de interés para los analistas no lineales.

Palabras claves: Ecuaciones elipticas semilineales, ecuaciones elipticas cuasilineales, métodos variacionales,
reduccién de Lyapunov-Schmidt, teoria de grado, teoria de Morse, teoria de bifurcacién.

Existence and multiplicity of solutions to semilinear and quasilinear elliptic problems

Abstract

In this paper I present some results of my research studying existence, multiplicity, and qualitative properties of
solutions to semilinear elliptic problems of the type

{ Au+ f(u) =0 in Q, )

u =0 on 0Q),

and to quasilinear elliptic problems of the type

{Apu—l— f(uy=0 1inQ, "

u=0 onoadQ),

where A is the Laplace operator, A is the p-Laplacian, Q) C RN (N > 2) is a bounded domain in RN with smooth
boundary, and f : R — R is a nonlinear function. Our theorems were obtained by using variational methods,
a minmax principle developed in Castro, Cossio & Neuberger (1997), Leray-Schauder degree, Morse theory, and
bifurcation theory. Besides statement of principal results, we present some open problems which seem of interest
for nonlinear analysts.

Key words: Semilinear elliptic equations, quasilinear elliptic equations, variational methods, Lyapunov-Schmidt
reduction, Leray-Schauder degree, Morse theory, bifurcation theory.
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1. Introduccion

En este trabajo se estudia inicialmente la existencia de
soluciones para problemas elipticos semilineales del tipo

en (),

Au+ f(u) =0
{ en 0Q), ©)

u =0

donde A es el operador de Laplace, O ¢ RN (N > 2)
es un dominio acotado en RN con frontera suave y
f:R — R es una funcién no lineal.

Los problemas elipticos semilineales modelan una gran
variedad de problemas que aparecen en distintas dreas
del conocimiento, tales como geometria, fisica, inge-
nieria, astrofisica y biologia. A continuacién se presen-
tan algunos ejemplos donde aparecen ecuaciones elipti-
cas semilineales:

(i) Las soluciones estacionarias de ecuaciones del
calor no lineales del tipo

ur— Au = f(u).

(ii) Las soluciones estacionarias de la ecuacion de
Schrodinger no lineal

iui+ Au = k|uPu

(iii) La ecuacion Sine-Gordon
—Au+sinu =0,

que aparece en geometria cuando se estudian su-
perficies de curvatura constante negativa.

(iv) La ecuacion
Au+ 47 (2u+ u?)? =0,

que aparece en astrofisica en el estudio de proble-
mas estelares.

(v) Las ecuaciones de campo escalar que se estudian
en fisica cldsica y cudntica tienen la forma

—Au = f(u).
Cuando se estudia el problema (5) aparecen varias pre-
guntas importantes:
(i) ¢Existen soluciones?

(i) Si existe solucion, jes ésta Unica o existen multiples
soluciones?

(iii) Si existen soluciones, jqué propiedades cualitativas
tienen dichas soluciones?

Problemas elipticos semilineales y cuasilineales

Consideremos el problema de valores propios para el
laplaciano:

en ),

en 0Q). ©

Au+Au=0
u=20

El valor del pardmetro A € R para el cual (6) tiene una
solucion u # 0 se llama un valor propio de (6) y la corres-
pondiente funcién u se llama una funcién propia asocia-
dacon A. Denotamos por 0 < A} <Ay <+ <A< --e
la sucesion de valores propios de (6).

Es bien conocido que el conjunto de valores propios
forma una sucesion creciente que tiende a infinito y que
la existencia de soluciones del problema (5) depende de
la posicién de la derivada de la no linealidad f con res-
pecto a los valores propios.

En el estudio del problema (5) se distinguen dos casos:

(I) Problemas asintoticamente lineales, en los cuales

f'(c0) := lim f'(t) € R.

[t|—o0

En este caso consideramos dos subcasos:

(Ia) Resonancia. Decimos que (5) es un pro-
blema resonante si

f'(c0) = Ay, para algun k € IN.
(Ib) No resonancia. Decimos que (5) es un pro-
blema no resonante si

(o) # Ay, para todo k € IN.

(Il) Problemas superlineales, en los cuales

f'(c0) =

lim f'(t) = oco.
[t|—oc0

Los problemas elipticos semilineales pueden ser estu-
diados con una amplia variedad de métodos y técnicas
que han sido desarrollados en muchos centros de investi-
gacioén alrededor del mundo y que han dedicado un gran
esfuerzo al entendimiento de este tipo de problemas no
lineales.

En la Seccién 2 de este trabajo presentamos algunos de
los resultados mds importantes que hemos obtenido es-
tudiando el problema (5) tanto en el caso asintéticamen-
te lineal como en el caso superlineal. Para este estudio
hemos utilizado varios métodos. En primer lugar hemos
usado los métodos variacionales, en los cuales la existen-
cia de soluciones del problema (5) esta relacionada con
la existencia de puntos criticos de un funcional asociado
con la ecuacién eliptica semilineal. Uno de los méto-
dos especificos para encontrar puntos criticos es el bien
conocido Teorema del Paso de la Montana, publicado por
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Ambrosetti & Rabinowitz (1973). Otro resultado impor-
tante para encontrar puntos criticos es el método de re-
duccion de Lyapunov-Schmidt, el cual tuvo sus origenes en
las investigaciones de los profesores Lazer, Landesman
y Meyers (véase Landesman, Lazer & Meyers (1975)) y
Castro y Lazer (véase Castro & Lazer (1976)), realizadas
en los afos setenta del siglo pasado, y que permite re-
ducir el estudio de los puntos criticos del funcional aso-
ciado, el cual estd generalmente definido en un espacio
de dimensioén infinita, al estudio de los puntos criticos de
un funcional definido en un subespacio, generalmente
de dimensién finita. Ademads de estos dos métodos, en
la Seccién 2 de este trabajo se utilizan un principio de mini-
max, desarrollado en Castro, Cossio & Neuberger (1997),
que permite obtener soluciones que cambian de signo para
problemas superlineales y la teoria de Morse, desarro-
llada inicialmente por Morse en Morse (1925) y Morse
(1934) y posteriormente por diferentes investigadores,
entre los que destacamos los trabajos de R. Palais y S.
Smale en Palais & Smale (1964) y K. C. Chang en Chang
(1993).

Otra herramienta importante que hemos usado en este
estudio es la teoria de bifurcacion. Bifurcacion significa
cambios en la estructura del conjunto de soluciones de
una ecuacién funcional cuando los pardmetros que inter-
vienen en la ecuacion varian. Las ideas fundamentales
de la teoria de bifurcacién que hemos utilizado estdn
basadas en los trabajos de M. Crandall y P. Rabinowitz
(1971) , en lo concerniente a la existencia de ramas lo-
cales de soluciones, y de P. Rabinowitz (1971), en lo
relacionado con la existencia de ramas globales de solu-
ciones; a partir de estos trabajos se han hecho contribu-
ciones muy importantes en esta teoria que han permitido
su desarrollo, destacamos los trabajos de Ambrosetti &
Malchiodi (2007) y Ambrosetti & Prodi (1993).

Utilizando el teorema del paso de la montafa, el método
de reduccién de Lyapunov-Schmidt, el principio de mi-
nimax de Castro, Cossio & Neuberger (1997), la teoria
de Morse, la teoria de grado y la teoria de bifurcacion
hemos conseguido varios resultados en el estudio de los
problemas elipticos semilineales (véanse Cossio & Vélez
(2003), Cossio & Herron (2004), Cossio, Herrén & Vélez
(2013), Cossio, Herrén & Vélez (2009), Castro, Cossio &
Vélez (2013), Castro & Cossio (2006)). Estos teoremas
seran presentados en la Seccién 2 de este trabajo. Debo
mencionar que aca solo se presentan los resultados de mi
trabajo de investigacién obtenidos a partir del afio 2003,
para mis trabajos anteriores refiero al lector al articulo
Cossio (2004).

La existencia de soluciones para problemas elipticos
semilineales del tipo (5) y sus propiedades cualitati-
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vas han sido estudiadas por muchos autores, entre
ellos mencionamos los trabajos Ambrosetti & Hesse
(1980), Ambrosetti & Malchiodi (2007), Ambrosetti &
Prodi (1993), Ambrosetti & Rabinowitz (1973), Bartsch,
Chang & Wang (2000), Bartsch & Wang (1996), Bartsch
& Weth (2003), Castro (1981), Castro & Cossio (1994),
Castro & Cossio (1993), Castro, Cossio & Neuberger
(1997A), Castro, Cossio & Neuberger (1998), Castro &
Lazer (1976), Castro & Lazer (1979), Chang (1981),Chang
(1993), Chang, Li & Liu (1994), Cossio (1996), Cossio
(2004), Dancer (1976), Genoud (2011), Liu (2007), Lazer
& Solimini (1988), Ma, Xu & Han (2011), Rabinowitz
(1971), Rabinowitz (1973), Rabinowitz (1985), Rabi-
nowitz (1986), Rabinowitz, Su & Wang (2007), Wang
(1991).

Hagamos
Apu:=div (|Vu|P_2Vu> , p>1

El operador
u—: Apu

se llama el p-laplaciano. Obviamente, A, = A es el ope-
rador de Laplace. Observamos que para p # 2 el p-
laplaciano es un operador (p — 1)-homogéneo no lineal.
En la segunda parte de este trabajo se estudian los pro-
blemas elipticos cuasilineales del tipo

{Apu—i— f(uy=0 en Q,

7
en dQ), ™

u=20

donde Q es un conjunto abierto acotado en RN, N > 2,
y f:R — R es una funcién no lineal.

Un aspecto interesante desde el punto de vista
matemadtico es la gran diferencia que existe entre los
problemas elipticos cuasilineales (p # 2) y los proble-
mas elipticos semilineales (p = 2), que como se ha de-
mostrado en estos ultimos afios requieren gran tiempo
para su entendimiento. El estudio del p-laplaciano es un
reto y su estudio conducird al desarrollo de nuevas téc-
nicas y métodos que permitirdn el desarrollo del andlisis
no lineal.

Es bien conocido que ciertos modelos matematicos no
lineales conducen a ecuaciones diferenciales que con-
tienen el p-laplaciano. Por ejemplo, cuando se estudia el
comportamiento de un fluido compresible en un medio
poroso homogéneo e isotrépico, se llega a una ecuacion
parabdlica cuasilineal del tipo

ug = Apu+ f(u),
que en el caso estacionario se reduce a
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Consideremos el problema de valores propios para el p-
laplaciano:

en (),

Apu+AlulP?u=0
®)
en dQ).

u=20

El valor del pardmetro A € R para el cual (8) tiene una
solucion u # 0 se llama un valor propio de (8) y la co-
rrespondiente funcién u se llama una funcién propia aso-
ciada con A. En dimensién uno la estructura de valores
propios y de vectores propios estd bien estudiada, en este
caso el conjunto de valores propios forma una sucesion
creciente

D<A <A< <Ap<---

que tiende a infinito y cada A, es simple en el sentido que
hay exactamente una funcién propia u, asociada con A,
normalizada por u,(0) = 1. En dimensiones mas altas
la situacidn es diferente y mds complicada. Se sabe que
el primer valor propio A; es simple y aislado y la corres-
pondiente funcién propia ¢; puede ser tomada positiva
Anane (1987). Es también conocido que existe un mini-
mo valor propio Ay, préximo a Aj, llamado el segundo
valor propio. Este tiene una caracterizacién de tipo mi-
nimax y cualquier funcién propia asociada con él cam-
bia de signo exactamente una vez en () (Anane & Tsouli
(1996), Drabek & Robinson (1999)). Usando férmulas de
minimax es posible construir una sucesiéon A, de valores
propios, llamados valores propios variacionales, que se
aproxima a infinito. En el caso p = 2 estos son los tni-
cos valores propios de (8). El problema de la existencia
de otros valores propios de (8) distintos de los valores
propios variacionales permanece abierto si p # 2, como
también cudntos valores propios no variacionales hay y
si el segundo valor propio A; es aislado o no.

Recordamos que las soluciones radiales del problema (7),
enel caso en que Q = {x € RN : ||x]|| < 1} es la bola
unitaria en RN, corresponden a soluciones del problema

(PNl P2)) + N R(u() =0, e (01)
' (0) = 0= u(1).

Sea {Ak(p) }kew la sucesion de valores propios radiales
del problema de valores propios

/!
(rN_l (|u’|p_2u’)) +ANTH Y P2 =0, re (0,1)

u(0) =0=u(1).
)
Es conocido que la sucesion de valores propios radiales
{Ak(p)}ken es creciente, tiende a infinito y cada valor
propio es simple.

Problemas elipticos semilineales y cuasilineales

Hagamos
/ f(u)
f =
p(O) u—0 |u\P_2u
y
/ . f(u)

f (c0) := lim .
p( ) |u\—>oo|u|p_2U

Llamaremos f;,(O) la p—derivada en 0 y f;(oo) la

p—derivada en oo.

Decimos que la no linealidad es:

e (a) p-asintdticamente lineal en el origen si f,

»(0) €R

e (b) p-asintdticamente lineal en el infinito si f

p(0) € R

e (c) p-superlineal en el origen si t;,(O) =00y

e (d) p-superlineal en el infinito si f;,(oo) = o0.
En la Seccion 3 de este trabajo, presentamos algunos re-
sultados relacionados con la existencia de multiples solu-
ciones radiales para el problema (7) cuando la no lineali-
dad tiene un cero positivo y el rango de la p-derivada de
la no linealidad f incluye al menos los primeros j valores
propios radiales del operador p-laplaciano o cuando la
no linealidad es p-asintéticamente superlineal en el ori-
gen (véanse los Teoremas 3.1, 3.2, 3.3). Para demostrar
estos resultados las técnicas que utilizamos son teoria de
bifurcacion y el “shooting method" (método del disparo).

Ademas, demostramos la existencia de multiples solu-
ciones para el problema (7), cuando la p-derivada en cero
y la p-derivada en infinito son mayores que el primer
valor propio del p-laplaciano. Este resultado extiende
un trabajo de J. Cossio, S. Herrén C. Vélez obtenido
para el caso semilineal (véase Cossio, Herron & Vélez
(2013)). La demostracion utiliza el teorema de bifur-
cacion global, bifurcacién de infinito y una versiéon no
lineal del principio del mdximo. Ademas se obtienen al-
gunas propiedades cualitativas de las soluciones.

Existen muchos resultados relacionados con la existen-
cia de soluciones para el problema (7) tanto en el caso
radial como en el no radial. Al lector interesado le suge-
rimos las referencias Bognar & Drabek (2005), Capietto,
Dambrosio & Zanolin ( 2001), Cossio & Herr6on (2008),
Cossio, Herron & Vélez (2011), Del Pino & Manésevich
(1991), Drabek & Robinson (1999), Garcia-Melidn &
Sabina de Lis (2002), E1 Hachimi & De Thelin (1996),
Taia (1995), Garcia—Huidrobo, Mandsevich & Schmitt
(1999), O'Regan & Wang (2008).

Ademas de la presentacién en este trabajo de los resul-
tados mas importantes obtenidos por el autor en colabo-
racion con otros investigadores en el drea, en la Seccion 4
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presentamos una serie de preguntas abiertas relacionadas
con los problemas elipticos semilineales y cuasilineales,
que esperamos sean de interés para los analistas no li-
neales y contribuyan a un mejor entendimiento de este
tipo de problemas.

2. Problemas elipticos semilineales

En esta seccion se presentan los resultados mas impor-
tantes de mi trabajo de investigacion en el estudio de la
existencia, multiplicidad, y propiedades cualitativas de
las soluciones de problemas elipticos semilineales de la
forma

en ),

Au+ f(u) =0
en 0Q),

4 =0 (10)
donde O ¢ RN, N > 2, es un dominio acotado en RV
con frontera suave y f: R — R es una funcién no lineal
tal que f(0) = 0.

Cuando se utilizan los métodos variacionales para estu-
diar el problema (10) (véase Cossio (2004) y las referen-
cias citadas alli), las soluciones de (10) son los puntos
criticos del funcional J : H}(Q)) — R definido por

Jw) = [ (31Vul* = ) ) dx.

donde F(¢) = [{ f(s) ds.

En el caso en que la no linealidad sea asintéticamente
lineal, el funcional J € C? (véase Rabinowitz (1973)) vy,
ademas,

DJ(u)v:<v1(u),v>:/Q(VU.VV— f(u)v) dx,
Yu,ve Hj(Q), (11)

<D2](u) v, W> = /Q (Vv-Vw— f' (u) vw) dx,

Yu,v,w e Hé(()). (12)
Si J € C? y uy es un punto critico de J definimos el indice
de Morse de ] en uy como sigue: si existe un entero no
negativo m tal que existe un subespacio m-dimensional
de Hen el cual D?]J(ug) esta definido negativamente y m
es maximal con respecto a esta propiedad, decimos que
m es el indice de Morse de ] en uy y se denota por m(J, ug)
o por m(up) cuando no hay lugar a confusién. Si tal m no
existe decimos que indice de Morse de ] en uy es infinito.
De manera similar se define el indice de Morse aumen-
tado m,(ug) de J en uy, cambiando la expresion “definido
negativamente” por “definido no positivamente”. Un
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punto critico ug de J se dice no degenerado si D?J(ug)
es invertible.

En Cossio & Vélez (2003), en colaboracion con C. Vélez,
estudiamos el problema (10) en el caso en que la no li-
nealidad f es asintéticamente lineal y demostramos que
el problema (10) tiene por lo menos tres soluciones no
triviales. Utilizamos argumentos del tipo de paso de
la montana Ambrosetti & Rabinowitz (1973) para de-
mostrar la existencia de dos soluciones de un signo y la
teoria de grado de Leray-Schauder para probar la exis-
tencia de otra soluciéon que cambia de signo.

Teorema 2.1. (Cossio & Vélez (2003)) Si f'(0) < Ay,
f'(c0) € (Ag, Aky1) con k un entero par, k > 2, entonces (10)
tiene por lo menos tres soluciones no triviales, una es positiva,
otra es negativa y la tercera cambia de signo.

En colaboraciéon con S. Herrén, en Cossio & Herrén
(2004), demostramos la existencia de por lo menos tres
soluciones para el problema (10) sin la restriccion sobre
la paridad de k que se tiene en el Teorema 2.1, pero in-
cluyendo una condicién de no degeneramiento de los
puntos criticos del funcional J. En Cossio & Herrén
(2004) se obtiene, ademas, informacion cualitativa sobre
el indice de Morse de las soluciones. Para la prueba de
este resultado usamos el teorema del paso de la mon-
tana, el teorema de punto de silla de P. Rabinowitz (véase
Rabinowitz (1986)) y argumentos del indice de Morse
desarrollados por A. Lazer y S. Solimini (véase Lazer &
Solimini (1988)).

Teorema 2.2. (Cossio & Herrén (2004)) Si f'(0) < Ay,
f'(c0) € (Ag,Agy1) con k > 2, y todos los puntos criticos
del funcional ] son no degenerados entonces (10) tiene por lo
menos tres soluciones no triviales: u; > 0 en Q), up < 0 en Q)
y u3. Las soluciones de un signo tienen indice de Morse menor
o igual a 1 y u3 tiene indice de Morse mayor o igual a 2.

Observamos que K. C. Chang (1981) demostr6 tam-
bién la existencia de al menos tres soluciones no trivia-
les del problema (10), cuando la no linealidad satisface
f'(0) > Ay 6 f'(0) = Ay con f(s)/s > f'(0) en una vecin-
dad U de s = 0. En su prueba Chang utiliz6 la teoria de
Morse.

J. Cossio, S. Herrén y C. Vélez (véase Cossio, He-
rrén & Vélez (2009)), utilizando la teoria de grado de
Leray-Schauder y resultados de A. Lazer y S. Solimini
(véase Lazer & Solimini (1988)), demostraron que el pro-
blema (10) tiene por lo menos tres soluciones no triviales
cuando el rango de la derivada de la no linealidad in-
cluye al menos los primeros k valores propios de —A, sin
ninguna restriccién sobre el no degeneramiento de los
puntos criticos del funcional J ni sobre la paridad de k.
Este resultado da una respuesta parcial a una conjetura
formulada en Cossio & Herrén (2004).
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Observamos que si se tienen las hipétesis f'(0) < Ay y
f'(00) € (Ag, Ags1) con k > 2 entonces, via el teorema del
paso de la montafa, se prueba que existe una solucién
positiva uy y una solucién negativa u_ de (10).

Definamos
v := max{dimker D?J(uy),dimker D?J(u_)}.

Teorema 2.3. (Cossio, Herrén & Vélez (2009)) Suponga-
mos que f'(0) < Ay y f'(0) € (A, Apy1) conk > 2. Si
v < k— 2 entonces el problema (10) tiene al menos tres solu-
ciones no triviales.

Regresando al caso no degenerado, J. Cossio, S. Herrén
y C. Vélez probaron la existencia de por lo menos cua-
tro soluciones no triviales de (10) combinando un resul-
tado de A. Lazer y S. Solimini (véase Lazer & Solimini
(1988)) con un argumento de conteo de grado de Leray-
Schauder. El enunciado preciso es el siguiente:

Teorema 2.4. (Cossio, Herrén & Vélez (2009)) Si f'(0) <
A1, f'(0) € (A, Agyp1) con k > 2 y todos los puntos criti-
cos de J son no degenerados entonces el problema (10) tiene al
menos cuatro soluciones: uy > 0enQ, u_ < 0enQ, Gy
uy. Las soluciones de un signo tienen indice de Morse uno y i
tiene indice de Morse k.

Para ¢ € R denotemos por J¢ el conjunto
J¢ = {u e H{(Q)|J(u) < c}.

Si J € C'y up es un punto critico aislado de J, definimos
los grupos criticos de J en uy de la siguiente manera

Cq(Joug) == Hy(J'NU, J° NU\ {up}).

donde U es una vecindad de uy que no contiene otro
punto critico de J, J(ug) = cy Hy(X.Y) denota el
g-ésimo grupo de homologia singular relativo del par
topoldgico (X, Y), tomando R como los coeficientes del
grupo.

A. Castro, J. Cossio y C. Vélez (véase Castro, Cossio
& Vélez (2013)) estudiaron el problema (10) en el caso
asintdticamente lineal no resonante, sin ninguna restriccién
sobre el no degeneramiento de los puntos criticos del
funcional ] ni sobre la paridad de k, utilizando Lazer &
Solimini (1988) demostraron el siguiente resultado.

Teorema 2.5. (?) Supongamos que f satisface f'(c0) €
(Ags Ageq) con k > 2. Entonces:

(a) Existe una solucion ug de (10) tal que Cy(J, ug) # {0}.
En particular,

m(up) < k < ma(up).

Problemas elipticos semilineales y cuasilineales

(b) Si f'(0) < Ay entonces (10) tiene al menos tres solu-
ciones no triviales uy, u_ y ug. Ademds, uy > 0en (),
u- <0enQ,y Cy(J, up) # {0}.

Después de haber probado el resultado anterior descu-
brimos que un resultado més general fue demostrado
por Chang, Li and Liu usando argumentos similares
(véase Chang, Li & Liu (1994)).

En un articulo escrito en colaboracién con los profe-
sores A. Castro y J.M. Neuberger (véase Castro, Cossio
& Neuberger (1997)), demostramos un principio de mini-
max que nos permitié establecer condiciones suficientes
que garantizan la existencia de soluciones que cambian
de signo exactamente una vez para problemas de Dirichlet
del tipo (10), cuando f es superlineal y subcritica. Recor-
damos que f es subcritica si

N+2
N-2
Teorema 2.6. (Castro, Cossio & Neuberger (1997)) Si
f'(0) < Ay y f es superlineal y subcritica entonces (10) tiene
al menos tres soluciones no triviales: w; > 0 en Q), wy < 0
en Q) y ws. La funcion w3 cambia de signo exactamente una
vez en Q, es decir, (w3) (R — {0}) tiene exactamente dos
componentes conexas. Si son no degeneradas, las soluciones de
un signo tienen indice de Morse 1 y la solucion que cambia de
signo tiene indice de Morse 2.

[f(s)] <ci|s|]P 4+ ¢, con 1<p<

Este resultado es el primero en establecer la existencia
de una solucién del problema (10) que cambia de signo
exactamente una vez.

Observamos que utilizando el principio de minimax men-
cionado arriba para problemas superlineales y los resul-
tados de teoria de grado de A. Castro y J. Cossio (véase
Castro & Cossio (1994)), logramos demostar la existencia
de soluciones que cambian de signo para problemas de
Dirichlet asintéticamente lineales (véase Castro, Cossio
& Neuberger (1998)).

A. Castro y J. Cossio estudiaron el problema superlineal
(véase Castro & Cossio (2006))

Au+|ul*u=0
u=0

en B;(0) C R”,

en 0B;(0), 13

donde B;(0) es la bola unitaria con centro en el origen,
0<a< iysin>2a<cosin=2
Si u es una solucién radial de (13) entonces u satisface
n—1
u’ + Tu’—i— lul*u=0
u(1) = u'(0) = 0.

(0<r<1), (14)

Del Teorema 2 de Yanagida (1996) se sigue que para cada
entero positivo k, (14) tiene exactamente una solucién
con k ceros en [0, 1] y u(0) > 0.
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En el caso n = o = 2, con ayuda de software, en Castro
& Cossio (2006) logramos construir una solucién radial
de (13) que cambia de signo exactamente una vez.

Nuestra construccién estd basada en el estudio del pro-
blema de valor inicial

\/’+%‘/+V3:0
v(0) = 1,V (0) = 0.

(r>0), (15)

De este estudio concluimos el siguiente resultado.

Teorema 2.7. (Castro & Cossio (2006)) Si « y T son el
primer y segundo segundo cero de la solucion v al problema
(15) entonces
3.6115 < < 3.6415,
—0.231514 < v/(a) < —0.198982,
T > 947, (16)
(V@) < [

o

T
svi(s)ds.

Combinando los estimativos del Teorema 2.7, la iden-
tidad de Pohozaev y la caracterizacién variacional de
la solucién de minima energia del problema superlineal
(13) que cambia de signo, dada en Castro, Cossio & Neu-
berger (1997), concluimos que tal solucién no puede ser
radial (véanse también los resultados Aftalion & Pacella
(2004) y Bartsch, Weth & Willem (2005)).

Teorema 2.8. (Castro & Cossio (2006)) El problema

{Au+u3—0 en B;(0) C R?,

en dB;(0), )

u=20
tiene una solucion que es no radial y cambia de signo exacta-
mente una vez en By (0).

Regresemos ahora al estudio del problema (10) en el caso
asintéticamente lineal. En Castro, Cossio & Vélez (2013)
continuamos estudiando la existencia de soluciones que
cambian de signo para problemas elipticos semilineales.
Utilizando resultados clasicos de la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales de tipo eliptico, demostramos un
estimativo a priori para las soluciones de un signo de
(10).

Teorema 2.9. (Castro, Cossio & Vélez (2013)) Dados
€ >0, A >0 yD > 0 existe una constante positiva
B:= B(e, A, D,Q, N) tal que si f satisface

(E1) |f'(t)| < D paratodot € R,
(E2) f'(t) > Ay +e€, para todo [t| > A,

y u es una solucion positiva o negativa de (10) entonces u
satisface
[ullpo(q) < B. (18)
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Combinando las estimativas a priori del teorema ante-
rior y la existencia de soluciones con indice de Morse
aumentado del Teorema 2.5 demostramos los siguientes
resultados para problemas asintdticamente lineales no reso-
nantes.

Teorema 2.10. (Castro, Cossio & Vélez (2013)) Suponga-
mos que f satisface f'(o0) € (Mg, Agyp1) con k > 2. Sean
€>0,A>0,D>0,yB>0 comoen el Teorema 2.9. Si

f'(t) < Ay Vte [-B, B, (19)

entonces existe al menos una solucion u de (10) que cambia
de signo y tal que
[t () > B.
Teorema 2.11. (Castro, Cossio & Vélez (2013)) Sea f :
IR — R una funcién que satisface las siguientes condiciones:
(i) f'(o0) € (Ag, Agy1) para algank > 2,

(i) Existe v > 0 tal que f'(t) < ¢ < Ayy; para todo
teR,

(i) f'(0) < Ap.

Seane >0, A>0,D >0,y B > 0 como en el Teorema 2.9.

Si
f'(t) < Ay Vte [-B, B, (20)

entonces existen al menos dos soluciones u, y v de (10) que

cambian de signo. Ademads, una de ellas, digamos u.. satisface

|t () > B.

Queremos mencionar que en Bartsch, Chang & Wang
(2000) se estudian problemas similares y se demuestra
también la existencia de dos soluciones que cambian de
signo.

En el caso asintoticamente lineal resonante tenemos el si-
guiente resultado.

Teorema 2.12. (Castro, Cossio & Vélez (2013))Sea f :
R — R una funcién que satisface
(i) f'(c0) = Ay para algin k > 2,
(i) Existe v > 0 tal que f'(t) < v < Ay para todo
teRR,
(i) f'(0) < Ag.

Seane >0, A>0,D >0,y B> 0 como en el Teorema 2.9.
Suponga, ademds, que f satisface

(iv) F(t) — Ay 2 — oo cuando |t| — oo, donde F(t) =
[y f(s)ds. Si

f'(t) < Ay Vte [-B, B (21)

entonces existe al menos una solucion u, de (10) que cambia
de signo y tal que
||l () > B.
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Continuando con el estudio del problema (10), J. Cossio,
S. Herrén y C. Vélez, utilizando el teorema de bifur-
cacién global y bifurcacién de infinito, demostraron la
existencia de multiples soluciones de (10) cuando la no
linealidad es asintéticamente lineal (véase Cossio, Herr6n
& Vélez (2013)).

En los siguientes resultados se supone que Ay = - - = Ay
es un valor propio de multiplicidad impar y la no linea-
lidad f satisface:

(fi) £(0):=1lime 0 € (Ag, Agry),

(£2) 1(00) :=limy oo 29 € (A2, Ags),
(f3) existe un numero positivo « tal que f(a) < 0 <
f(—a).

Teorema 2.13. (Cossio, Herrén & Vélez (2013)) Si f satis-
face (f1), (f;) y (f3) entonces el problema (10) tiene al menos
seis soluciones no triviales uy, uy, vy, vo, w1 y wp. Las solu-
ciones u; y up son positivas en (), las soluciones vy y v, son
negativas en (), y las soluciones wy y wy cambian de signo en
Q). Ademds,

lup||zo, [Vl 2o, |W1 ][ 10 < @

|tz || V2|l 1o, | W2l o > a.

La demostracién del Teorema 2.13 utiliza el teorema de
bifurcacion global y bifurcacion de infinito (véanse Ra-
binowitz (1971), Rabinowitz (1985), Ambrosetti & Hess
(1980), Ambrosetti & Malchiodi (2007)) aplicados al pro-
blema

en ),

22
en 0Q), (22)

Au+Af(u) =0
u=0

donde A € R.

Consideremos ahora las siguientes hipétesis mas débiles:
() £(0) > Ay,
() /() > A,
(f;) existea <O0yay >0talque f(ay) <0< fla).

Como una consecuencia de la técnica utilizada para de-
mostrar el Teorema 2.13 probamos los siguientes resulta-
dos.

Teorema 2.14. (Cossio, Herron & Vélez (2013)) Si f sa-
tisface

i) (f)), () y (f3), 0
i) (fy), (f}) y (),

Problemas elipticos semilineales y cuasilineales

entonces (10) tiene al menos cinco soluciones no triviales
up, uy, vy, vy y w. Las soluciones u; y up son positivas en
), las soluciones vy y v, son negativas en Q) y la solucion w
cambia de signo en Q). Ademads,

lJug]lze < & < [lug]| L,

y
[villre < & < [|val|re.

Teorema 2.15. (Cossio, Herr6n & Vélez (2013)) Si f sa-
tisface (f]), (f;) y (f3) entonces (10) tiene al menos cuatro
soluciones uy, Uy, vy, V,. Uy y Uy son positivas en Q) y vy y vy
son negativas en (). Ademas,

lur]|1e <y < [z,

y
Villze < la—| < [[vel| L.

Para el resultado siguiente solo necesitamos suponer que
f esta definida en un intervalo [—«, a] con a > 0.

Teorema 2.16. (Cossio, Herron & Vélez (2013)) Sea f :
[—a,a] — R una funcion Lipschitz que satisface (f1) y (f3).
Entonces existen u, v, w € C?(Q) tales que

|l oo, || V]| Lo, [[ W] 1o < a,

y u, vy wson soluciones de (10). Ademds, u es positiva en ),
v es negativa en () y w cambia de signo en ().

Como una consecuencia del teorema anterior, el pro-
blema (10) tiene al menos tres soluciones, con las
propiedades mencionadas, si f : R — IR es Lipschitz,
satisface (f}), (f3) y tiene un crecimiento arbitario en el
infinito.

En los Teoremas 2.13, 2.14, 2.15, 2.16, descritos anterior-
mente, no necesitamos suponer un acotamiento global
de f’ ni hacemos uso del método de reducciéon de
Lyapunov-Schmidt como en Castro & Cossio (1994) y
Castro, Cossio & Vélez (2013). En lugar de utilizar méto-
dos variacionales y teoria de grado, utilizamos el teo-
rema de bifurcacion global y el teorema de bifurcacién
de infinito en combinacién con el principio del méximo.
Como la condicién f'(0) < Ay no es parte de nuestras
hipétesis, el funcional de energia asociado a (10) no tiene
geometria de tipo paso de montana alrededor de cero
(como si ocurre en Castro & Cossio (1994) y Castro,
Cossio & Vélez (2013)), y atn asi logramos demostrar
la existencia de soluciones de un signo. Ademds, no se
supone ninguna clase de simetria ni en () ni en f, con-
trario a muchas referencias que estudian, por ejemplo, el
caso radial.

Por otro lado, cuando A, es un valor propio simple y la
derivada de la no linealidad estd acotada por A3, uti-
lizando teoria de grado y el método de reduccién de
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Lyapunov-Schmidt, demostramos la existencia de multi-
ples soluciones y algunas propiedades cualitativas de las
soluciones. Para este propdsito, usamos el siguiente re-
sultado debido a A. Castro, J. Cossio y J. M. Neuberger
(véase Castro, Cossio & Neuberger (1998)).

Teorema 2.17. (Castro, Cossio & Neuberger (1998)) Si
f:R — R es una funcién de clase C? tal que

(i) f(0) <Ay,
() f'(c0) € (A2, A3),
(I3) tf"(t) >0,

entonces (10) tiene al menos cuatro soluciones no triviales, dos
de las cuales cambian de signo.

Bajo las hipétesis del teorema anterior, existe una solu-
cién i de (10) tal que

J(a) = max (mip (x+ 7)), 23)

xeX \ yeY

donde X es el subespacio de H}(Q) generado por
{p1, 02}, Y=Xy J: Hé(Q) — R esté definido por

Jw = <%|VU|Z—F(U)),

con F(¢) = [ £(s) ds.
Utilizando teoria de grado demostramos el siguiente re-
sultado.

Teorema 2.18. (Cossio, Herron & Vélez (2013)) Bajo las
mismas hipotesis del Teorema 2.17, si la solucion 0 es positiva
(negativa) en Q) entonces el problema (10) tiene al menos siete
soluciones, tres de las cuales tienen el mismo signo.

Bajo hipdtesis mas fuertes en la no linealidad f podemos
dar un namero exacto de soluciones de (10).

Teorema 2.19. (Cossio, Herrén & Vélez (2013)) Suponga-
mos que Ay es un valor propio simple. Si f: R — R es una
funcién de clase C? que satisface (Ey), (E») vy

(Es) f'(t) < A, Vt € [—B, B], donde B, (E,) y (E;) son
como en el Teorema 2.9,

entonces (10) tiene exactamente cinco soluciones, todas no de-
generadas. Ademds, una es negativa, otra es positiva y existen
dos soluciones que cambian de signo exactamente una vez. Las
soluciones de un signo tienen indice de Morse 1, las soluciones
que cambian de signo tienen indice de Morse 2 y la solucion
trivial tiene indice de Morse 0.

A continuacién establecemos condiciones suficientes
para que un problema asintdticamente lineal no resonante
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tenga al menos siete soluciones. Para ello consideramos
el siguiente problema.

en ),

Au+Af(u) =0
{ en 0Q), 24

u =0

donde Q ¢ RN, N > 2 es un conjunto acotado con fron-
tera suave, A € Ry f: R — R es una funcién de clase
cl.
Suponemos que f satisface las siguientes propiedades:
(f1) £(0) <0
(f2) lim‘tHoo f/(t) =1
(f3) tf”(t) > 0 paratodo t € R — {0}.
El resultado principal es el siguiente:

Teorema 2.20. (Castro, Cossio & Vélez (2013)) Sik >3y
Ak < Agyq entonces existee > 0 tal que siA € (Agyq, Agyq+
€) entonces (24) tiene por lo menos siete soluciones.

En el caso asintdticamente lineal resonante el problema (24)
tiene al menos cinco soluciones.

Teorema 2.21. (Castro, Cossio & Vélez (2013)) Si A =
Ak.1 entonces (24) tiene al menos cinco soluciones.

En las demostraciones de los dos teoremas anteriores se
utiliza el teorema del paso de la montafia, argumentos
de reduccién de Lyapunov-Schmidt, grupos criticos e
indices de Morse, existencia de soluciones que cambian
de signo exactamente una vez y propiedades de bifur-
cacion.

3. Problemas elipticos cuasilineales

En esta seccion presentamos algunos resultados que
hemos obtenido estudiando la existencia de soluciones
para problemas de frontera cuasilineales que involucran
el p—laplaciano. Como se mencioné en la introduccion
de este trabajo, es bien conocido que ciertos modelos
matematicos no lineales conducen a ecuaciones diferen-
ciales que contienen el p—laplaciano.

En lo que sigue estudiaremos la existencia de soluciones
para el problema de frontera cuasilineal

Apu+ f(u) =0
u=20

en ),

25
en 0Q), (25)

donde () es un conjunto abierto acotado en RN (N> 2)
y f: R — R es una funcién no lineal tal que f(0) = 0.

Nuestro primer resultado demuestra que (25) tiene
multiples soluciones radiales cuando QO = B;(0) ¢ RN
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es la bola unitaria con centro en el origen, la no li-
nealidad f € C!(R) tiene un cero positivo y el rango
de la p—derivada de la no linealidad incluye al menos
los primeros j valores propios radiales del operador
p—laplaciano.

Para este primer resultado suponemos las siguientes
hipétesis sobre la no linealidad:

(a) Existen numeros positivos B1, B2 tales que f(B;) =
0y
B2 =inf{t € [B1,00) : Vs>t f(s) > 0}.

. o f
(b) Paraalginje IN, Aj(p) < |tl\1£>noom = Ao €R

(Aj(p) denota el j-ésimo valor propio del problema
8)).
1 (1)

(d) Existe una constante C > 0 tal que
f(t)
|t = BilP~2(t— Bi)

limsup i=12.

t=pi

< C para

Debido a la hipdtesis (b), el problema (25) es p-
asintdticamente lineal en infinito. El principal resultado es
el siguiente:

Teorema 3.1. (Cossio & Herron (2008)) Supongamos p >
2. Si f satisface las hipdtesis (a), (b), (c) y (d) entonces el
problema (25) tiene al menos 4j— 1 soluciones radialmente
simétricas.

Este teorema extiende un resultado obtenido por A. Cas-
tro y J. Cossio (véase Castro & Cossio (1993)) para el
caso semilineal. Las principales herramientas que uti-
lizamos para demostrar el teorema son un resultado de
unicidad para un problema de valor inicial que involu-
cra el p-laplaciano, la version radial para el p-laplaciano
del teorema global de bifurcaciéon de P. Rabinowitz, de-
bida a M. del Pino y R. Mandsevich (véase Del Pino
& Mandsevich (1991)). Un resultado del tipo Crandall-
Rabinowitz, debido a J. Garcia Melian y J. Sabina de Lis
(véase Garcia-Melidn & Sabina de Lis (2002)) y bifur-
cacion de infinito.

J. Iaia (véase Iaia (1995)) estudio6 el caso radial del pro-
blema
en Q,

Apu+[ulT u=0 6)
en 0Q),

u=20
donde Q = {x € RN : ||x|| < 1} es la bola unitaria en

RNy 1< qg+1< p< N. laia demostré que (26) tiene
infinitas soluciones radialmente simétricas.

Problemas elipticos semilineales y cuasilineales

En Cossio, Herrén & Vélez (2011), se extendio el resul-
tado anterior de laia a no linealidades mds generales,
cuando la no linealidad es p-superlineal en el origen.
La técnica utilizada es el “shooting method" (método del
disparo).

Para los siguientes resultados se supone que la no linea-
lidad f es una funcién continua localmente Lipschitz,
que satisface las siguientes condiciones:

(i) Para todo u # 0, u f(u) > 0.

(ii) Existen « < 0,0 > 0y a > 0 tales que

jul<o = |f(u)] > alulP~ "

La condicién (ii) y el comportamiento Lipschitziano de
f implican que 2 — p < a 'y que

)
13(0) = limy i =

)

es decir, el problema es p-superlineal en el origen.

Los resultados obtenidos son:

Teorema 3.2. (Cossio, Herron & Vélez (2011)) Suponga-
mos que p > Ny f es una funcion continua localmente
Lipschitz que satisface (i), (ii) y

(iii) existen B € (1, p), M > 0y by, by > 0 tales que

lu>M = b|ulP"P < |f(u)| < by|u|P~P.

Entonces para cada natural k, el problema (25) tiene una solu-
cion radial con exactamente k ceros interiores en [0,1]. En
particular el problema (25) tiene infinitas soluciones radiales.

Teorema 3.3. (Cossio, Herr6n & Vélez (2011)) sI Si p >
Ny f es una funcion continua localmente Lipschitz que sa-
tisface (i) y (ii) entonces existe un entero positivo ky tal que
para cada k > kg el problema (25) tiene una solucion radial
con exactamente k ceros interiores en [0,1]. En particular el
problema (25) tiene infinitas soluciones radiales.

Observamos que resultados como los obtenidos por A. El
Hachimi y F. De Thelin (véase El Hachimi & De The-
lin (1996)) y J. Iaia (véase Iaia (1995)) exigen un com-
portamiento de la no linealidad f en cero y en infinito,
mientras que nuestro resultado en el Teorema 3.3 sélo
requiere una condicién en la no linealidad f en cero.
En Bognidr & Dréibek (2005), Capietto, Dambrosio &
Zanolin ( 2001), Garcia—-Huidrobo, Mandasevich & Sch-
mitt (1999) y O’'Regan & Wang (2008) el lector intere-
sado puede encontrar resultados relacionados con los
que hemos obtenido en los teoremas anteriores.

Como se menciono en el estudio de problemas elipticos
semilineales que se presenté en la Seccién 2 de este tra-
bajo, J. Cossio, S. Herrén y C. Vélez demostraron (véase
Cossio, Herr6n & Vélez (2013)), utilizando teoria de bi-
furcacion, la existencia de seis soluciones para el pro-
blema (10) (véase el Teorema 2.13).
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En el siguiente resultado los mismos autores menciona-
dos en el parrafo anterior estudian, en el caso general, el
problema

en (),

27
en 0Q), @

u=20
donde O ¢ RN, N > 2, es un dominio acotado con fron-
terasuave, ] < p< 2y f:R — R es una funcién no
lineal que satisface:

(f) [£(0) = £(s)] < [floalt—s[P~!, Vs.teR,

(£) £,(0) = limeso 5% > Ai(p),

(£3) fp(e0) = limy e % > A1 (p).

(fy) existe un numero positivo a tal que f(a) < 0 <
f(—a),

donde [f],, :=supg | f(s) = f(¢)/[s— tlP~1y A1(p) de-
nota el primer valor propio del problema (8).

Con estas hipoétesis se prueba que (27) tiene al menos
cuatro soluciones no triviales cuando la p-derivada en
cero y la p-derivada en infinito son mayores que el
primer valor propio del p-laplaciano. También se pre-
sentan algunas propiedades cualitativas de dichas solu-
ciones.

Teorema 3.4. (Cossio, Herron & Vélez (2014)) Si f sa-
tisface (1), (f2), (f3) y (fy) entonces el problema (27) tiene
al menos cuatro soluciones no triviales uy, uy, vy, and v,. Las
soluciones uy y uy son positivas en Q) y las soluciones vy y v,
son negativas en (). Ademas,

lui||p, Vi1 < &

lluz| 1o, || V2 1o > a.

La prueba del teorema anterior utiliza el teorema global
de bifurcacion (véase Del Pino & Manésevich (1991)),
bifurcacion de infinito (véase Rabinowitz (1973)) y una
version no lineal del principio del méximo debida a J. L.
Vazquez (véase Vazquez (1984)).

4. Perspectivas

En esta seccion presentamos una serie de preguntas abier-
tas relacionadas con los problemas elipticos semilineales
y cuasilineales, que esperamos esperamos sean de interés
para los analistas no lineales y contribuyan a un mejor
entendimiento de este tipo de problemas.
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4.1. Problemas elipticos semilineales

Como se puede observar en la Seccion 2 de este trabajo,
el autor, en colaboracién con A. Castro, S. Herrén y C.
Vélez, ha introducido nuevas ideas en el estudio de la
existencia, multiplicidad y propiedades cualitativas de
las soluciones para el problema eliptico semilineal

{ Au+ f(u) =0 en Q,

u =0 en 0Q). (28)

Estas ideas nos conducen a formular una serie de pregun-
tas abiertas que seran especificadas a continuacion.

Perspectiva I. Consideremos el problema

{ —Au+W(x)u = f(u) en Q,

u =0 en 0Q). (29)

Motivados por los resultados obtenidos en la Seccién 2,
seria interesante encontrar condiciones sobre el potencial W y
sobre la no linealidad f que permitan demostrar la existencia de
soluciones no triviales para el problema (29). Una vez encon-
tradas las condiciones de la pregunta anterior seria im-
portante estudiar qué propiedades cualitativas tienen dichas
soluciones.

Perspectiva II. Seria interesante demostrar que si se
tienen las hipotesis f'(0) < Ay y f'(c0) € (A, Agyq) en-
tonces el niimero de soluciones de (28) tiende a infinito cuando
k — oo.

Perspectiva III. Como el principio de minimax de Cas-
tro, Cossio y Neuberger (véase el Teorema 2.6) también
vale cuando f se reemplaza por A f en (28), donde A € R,
seria interesante demostrar que las soluciones correspon-
dientes uy estdn en la misma curva de bifurcacion. Conje-
turamos que ellas se bifurcan del segundo valor propio y que
existe un conjunto conexo de soluciones que cambian de signo
exactamente una vez y conecta (A, 00) con (Ay,0).

Perspectiva IV. Motivados por el caso unidimensional,
el caso radial y los resultados del Teorema 2.6, seria im-
portante encontrar condiciones suficientes en la no linealidad
f que permitan demostrar que para cada entero positivo k el
problema (28) tiene una solucion con k regiones nodales.

4.2. Problemas elipticos cuasilineales

En la Seccién 3 de este trabajo se presentaron algunos
resultados obtenidos por el autor en colaboracién con S.
Herréon y C. Vélez, en el estudio de la existencia, las
propiedades cualitativas y la multiplicidad tanto de las
soluciones radiales como de las soluciones generales del
problema eliptico cuasilineal

{Apu—l—f(u):O en Q,

30
en 00}, (30

u=20
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donde Q) es un conjunto abierto acotado en RN, N > 2,
y f:R — R es una funcion no lineal.

Estos resultados nos conducen a formular las siguientes
preguntas:

Perspectiva V. Consideremos el problema

Apu+ f(u)=0 en RN,
lim u(x) =0. (31)
|x|—00

Motivados por los resultados del Teorema 3.2, seria im-
portante encontrar condiciones en la no linealidad f de tal
manera que para cada n € IN exista una solucion radial up, del
problema (31) con exactamente n ceros. En otras palabras,
encontrar condiciones en la no linealidad f para que el pro-
blema (31) tenga infinitas soluciones radiales.

Perspectiva VI. M. del Pino y R. Mandsevich estudia-
ron el problema (30) en el caso en que () es la bola uni-
taria con centro en el origen B {0} C RN (véase Del Pino
& Manisevich (1991)). Ellos demostraron que el pro-
blema (30) tiene n — k + 1 soluciones radiales no triviales
suponiendo que f es una funcién continua, f(0) = 0,
£(t)/(|t|P~2t) es acotada y
f(t)

£
lim ——5— < A <A < liminf ——%—,
3 ey < (P = Anl) <R =z

donde ny k son nimeros naturales tales que k < n.

Sea f(u) = |u/9'u+ g(u) en (30). Motivados por los
resultados de M. del Pino y R. Manasevich seria intere-
sante encontrar condiciones en la funcion g y en el exponente
q de tal manera que podamos encontrar el nimero de solu-
ciones radiales del problema

{Ap u+|ulttu+ g(u) =
u(x) =

0 en B{0} c RV,
0 en dB{0}.
(32)

Perspectiva VII. Consideremos el problema de valores
propios para el p-laplaciano

Apu+AulP2u=0
u=20

en (),

33
en 0Q). (33)

Siguiendo los lineamientos de P. Drabek (véase Drabek
(2007)) planteamos las siguientes preguntas:

(a) ¢Existen valores propios no variacionales de (33)?

(b) ¢Si existen valores propios no variacionales, cudntos
hay? ;Existe un continuo de valores propios no varia-
cionales?

(c) ¢Es el segundo valor propio A, aislado? /Existe una
sucesion de valores propios no variacionales {Ay} de
(33) tales que Ay — Ayp?

Problemas elipticos semilineales y cuasilineales
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