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Resumen

Se presenta una familia infinita de nuevas soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espaciotiempos 
conformestáticos axialmente simétricos. La familia de soluciones describe discos delgados de polvo cuya fuente 
material presenta una corriente de conducción superficial. Las soluciones se obtienen expresando la función métrica 
y el potencial magnético en términos de una función auxiliar que satisface la ecuación de Laplace, una propiedad 
característica de los espaciotiempos conformestáticos. Al introducir una discontinuidad finita en las primeras 
derivadas del tensor m´etrico, se obtienen soluciones con una singularidad de tipo función delta con soporte en la 
hipersuperficie z = 0, describiendo discos infinitesimalmente delgados de extensión infinita. El tensor de momentum-
energía superficial y la densidad de corriente superficial del disco se obtienen entonces utilizando el formalismo de 
las distribuciones tensoriales y se analiza su contenido físico. Se encuentra entonces que la densidad de energía 
se comporta bien en todas partes, que el tensor de momentum-energía satisface todas los condiciones de energía 
y que, aunque los discos son de extensión infinita, su masa total es finita. Adicionalmente, se encuentra que los 
escalares cuadráticos de curvatura y los invariantes electromagnéticos presentan un comportamiento regular, de tal 
manera que el espaciotiempo está libre de singularidades. Finalmente, con el fin de ilustrar el comportamiento de 
la familia de discos delgados, se considera el modelo correspondiente al primer miembro de la familia y se analiza 
gráficamente el comportamiento de la densidad superficial de energía y de la densidad superficial de corriente.
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Relativistic models of magnetized dust disks in an axially symmetric conformastatic spacetime

Abstract

An infinite family of new solutions of the Einstein-Maxwell equations for axially symmetric conformastatic 
spacetimes is presented. This family of solutions describe thin dust disks made of material sources with a surface 
conduction current. The solutions are obtained by expressing the metric function and the magnetic potential in 
terms of an auxiliary function which satisfies the Laplace equation, a characteristic property of the conformastatic 
spacetimes. By introducing then a finite discontinuity on the first derivatives of the metric tensor, solutions with a 
delta function type singularity with support on the hypersurface z = 0 are obtained, describing so infinitesimally 
thin disks of infinite extension. Then, the surface energy-momentum and the surface current density of the disk are 
obtained by using the formalism of tensorial distributions and their physical content is analyzed. It was found that 
the energy density behaves well everywhere, that the energy-momentum tensor satisfies all the energy conditions 
and that, although the discs are of infinite extension, their total mass is finite. Furthermore, it is found that the 
curvature quadratic scalars and the electromagnetic invariants are regular everywhere, so that the spacetime is free of 
singularities. Finally, in order to illustrate the behavior of the family of thin disks, we consider the model for the first 
family member and graphically analyzes the behavior of the surface energy density and the surface current density.
Key words: General relativity, Exact solutions, Einstein-Maxwell fields.
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1. Introducción

Una de las caracterı́sticas más fundamentales de un sistema

aislado en el universo es la simetrı́a axial, siendo ejemplos im-

portantes de esta clase de configuraciones planetas, estrellas,

galaxias, discos de acreción y agujeros negros. De acuerdo con

esto, a través de los años se ha dedicado una gran cantidad de

esfuerzo al estudio teórico del campo gravitacional generado

por esta clase de fuentes aisladas, tanto en el marco de la teorı́a

newtoniana de la gravitación como en el de la teorı́a general de

la relatividad. Ahora bien, en el contexto de la relatividad ge-

neral, la obtención de soluciones de las ecuaciones de Einstein

que describan de manera auto-consistente los campos gravita-

cionales y las fuentes materiales que los generan es un proble-

ma de gran dificultad. Para obtener esta clase de soluciones se

deben plantear y resolver simultáneamente el problema “exte-

rior”, un problema de contorno para las ecuaciones de Eins-

tein en el vacı́o cuya solución determina el campo externo, y

el problema “interior”, cuya solución determina la estructura y

la dinámica de la fuente en su propio campo gravitacional.

Por otro lado, cuando la fuente es un disco infinitesimal-

mente delgado, el problema interior se reduce a la formula-

ción de condiciones de frontera para la solución exterior. Ası́

entonces, se pueden obtener soluciones auto-consistentes re-

solviendo el problema exterior sujeto a condiciones de frontera

apropiadas para obtener fuentes de materia con un comporta-

miento fı́sicamente razonable. Además, a pesar de su naturale-

za altamente ideal, los modelos relativistas de configuraciones

discoidales infinitesimalmente delgadas de materia autogravi-

tante presentan clara relevancia astrofı́sica puesto que pueden

usarse para modelar discos de acreción, galaxias en equilibrio

termodinámico y la superposición de galaxias y agujeros ne-

gros. En consecuencia, un buen número de trabajos se han de-

dicado a la obtención y análisis fı́sico de soluciones exactas

de las ecuaciones de Einstein correspondientes a este tipo de

modelos. Ası́, varios autores han obtenido diferentes clases de

soluciones exactas correspondientes a discos delgados estáti-

cos [1–13] y estacionarios [14–18].

Fuentes discoidales para un espaciotiempo estacionario

axialmente simétrico con campos magnéticos son igualmen-

te de importancia astrofı́sica principalmente en el estudio de

estrellas de neutrones, enanas blancas y formación de gala-

xias. De a cuerdo con esto, esta clase de configuraciones se han

estudiado extensivamente en la literatura, tanto desde el con-

texto puramente astrofı́sico como en relatividad general. Sin

embargo, existen muy pocas soluciones exactas de las ecua-

ciones de Einstein-Maxwell correspondientes a esta clase de

fuentes [19–25]. Ahora bien, una caracterı́stica principal de

las soluciones anteriormente mencionadas es el hecho de que

el tensor de momentum-energı́a de la fuente describe un fluido

anisótropo. De igual manera, casi todas estas soluciones, ex-

cepto la presentada por Letelier en [20], corresponden a fuen-

tes que no sólo son magnetizadas sino que presentan una den-

sidad superficial de carga diferente de cero. Ası́ entonces, la

relevancia astrofı́sica de éstas no es clara debido a que no exis-

te evidencia observacional de objetos astrofı́sicos cargados.

Teniendo en cuenta lo anterior, en este trabajo se presenta

una familia infinita de discos de polvo axialmente simétricos

cuya fuente material presenta una corriente de conducción su-

perficial. Las soluciones se obtendrán mediante la técnica del

“problema inverso” [26], en la cual se toma una solución de

las ecuaciones de vacı́o de Einstein-Maxwell la cual presenta

un discontinuidad en sus primeras derivadas a través del plano

del disco y luego el tensor de momentum-energı́a y la densidad

de corriente de la fuente se obtienen a partir de las ecuaciones

de Einstein-Maxwell. Las propiedades fı́sicas de la distribu-

ción de materia se estudian entonces analizando el tensor de

momentum-energı́a y la densidad de corriente obtenidas. Con

el fin de obtener estas soluciones discoidales, se resuelven las

ecuaciones de vacı́o de Einstein-Maxwell para espaciotiem-

pos conformestáticos axialmente simétricos; esto es, espacio-

tiempos estáticos en los cuales el elemento de lı́nea espacial es

conformemente plano [27, 28] y en los cuales el elemento de

lı́nea se puede expresar en términos de una sola función métri-

ca. Las soluciones se obtienen entonces expresando la función

métrica y el potencial magnético en términos de una función

auxiliar que satisface la ecuación de Laplace, una propiedad

caracterı́stica de los espaciotiempos conformestáticos [29]. Al

introducir una discontinuidad finita en las primeras derivadas

del tensor métrico, utilizando el procedimiento de “desplaza-

miento, corte y reflexión” [26], se obtienen soluciones con una

singularidad de tipo función delta con soporte en la hipersuper-

ficie z = 0, describiendo discos infinitesimalmente delgados

de extensión infinita.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente mane-

ra. Inicialmente, en la sección 2, se presentan las ecuaciones

de Einstein-Maxwell para espaciotiempos conformestáticos y

sus soluciones se encuentran resolviendo el sistema de ecua-

ciones de tal manera que las soluciones pueden expresarse en

términos de una función solución de la ecuación de Laplace.

Luego, en la sección 3, se obtienen el tensor de momentum-

energı́a superficial del disco y la densidad de corriente super-

ficial utilizando el formalismo de las distribuciones tensoria-

les. Se encuentran entonces las expresiones para la densidad

de energı́a superficial del disco ası́ como para su masa total

y se muestra explı́citamente que los discos están de acuerdo

con todas las condiciones de energı́a. A continuación, en la

sección 4, se presenta una familia de discos obtenida tomando

para la ecuación de Laplace una familia de soluciones defi-

nida mediante una expansión en términos de polinomios de

Legendre. Se obtienen entonces las expresiones explı́citas pa-

ra todas las variables que caracterizan el modelo y se analiza
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su comportamiento general. Se muestra entonces que, aunque

los discos delgados son de extensión infinita, su masa total es

finita. Adicionalmente, se encuentra que los escalares cuadráti-

cos de curvatura y los invariantes electromagnéticos presentan

un comportamiento regular, de tal manera que el espaciotiem-

po está libre de singularidades. Para ilustrar el comportamien-

to de la familia de discos delgados, se considera el modelo

correspondiente al primer miembro de la familia y se analiza

gráficamente el comportamiento de la densidad superficial de

energı́a y de la densidad superficial de corriente. Finalmente,

en la sección 5, se presenta una breve discusión de los resulta-

dos principales.

2. Las ecuaciones de Einstein-Maxwell

Las ecuaciones de Einstein-Maxwell, en unidades

geométricas de Heaviside-Lorentz tales que c = 8πG = µ0 =
ǫ0 = 1, toman la forma

Rab −
1

2
gabR = Tab, (1)

F ab;b = 0, (2)

con el tensor de momentum-energı́a dado por

Tab = FacF
c
b − 1

4
gabFcdF

cd, (3)

donde

Fab = Ab,a −Aa,b (4)

es el tensor de campo electromagnético y Aa es el potencial

electromagnético.

Ahora bien, para un espacio-tiempo conformestático axial-

mente simétrico, el elemento de lı́nea se puede expresar co-

mo [27]

ds2 = − e2ψdt2 + e−2ψ(r2dϕ2 + dr2 + dz2), (5)

donde xa = (t, ϕ, r, z) son las coordenadas cilı́ndricas usuales

y la función métrica ψ sólo depende de r y z. Ası́, tomando el

potencial electromagnético como

Aa = (0, A, 0, 0), (6)

y suponiendo que el potencial magnético A igualmente sólo

depende de r y z, las componentes no nulas del tensor de cam-

po electromagnético son

Fϕr = −A,r, (7)

Fϕz = −A,z, (8)

de modo que se tiene un campo magnético puro, axialmente

simétrico.

Considerando entonces la métrica dada por (5) y el poten-

cial electromagnético como (6), las ecuaciones de Einstein-

Maxwell en el vacı́o son equivalentes al sistema

r[(r−1A,r),r + (r−1A,z),z ] + 2∇A · ∇ψ = 0, (9)

2r2ψ,rψ,z + e2ψA,rA,z = 0, (10)

2r2ψ2
,r = e2ψA2

,z, (11)

2r2ψ2
,z = e2ψA2

,r, (12)

∇2ψ = ∇ψ · ∇ψ, (13)

donde ∇ es el operador diferencial usual en coordenadas

cilı́ndricas para una función axialmente simétrica. Ası́, de las

ecuaciones (10) - (12) es fácil ver queA y ψ están relacionadas

mediante el sistema sobre-determinado

A,r = ±
√
2re−ψψ,z, (14)

A,z = ∓
√
2re−ψψ,r, (15)

cuya condición de integrabilidad está garantizada cuando ψ es

una solución de la ecuación (13), y la ecuación (9) se satisface

trivialmente.

Con el fin de resolver la ecuación (13), ésta se escribe pri-

mero en la forma equivalente

∇2(e−ψ) = 0, (16)

y entonces se expresa la función métrica ψ mediante la rela-

ción

e−ψ = 1− U, (17)

de tal manera queU(r, z) es una solución axialmente simétrica

de la ecuación de Laplace,

∇2U = 0, (18)

la cual debe anularse en el infinito con el fin de tener un

espacio-tiempo asintoticamente plano. Adicionalmente, si sólo

se consideran soluciones que sean negativas en todas partes,

eψ será en todas partes positiva y no singular. Ası́ entonces, en

términos de U(r, z), las ecuaciones (14) y (15) toman la forma

A,r = ±
√
2rU,z , (19)

A,z = ∓
√
2rU,r, (20)
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un sistema sobre-determinado cuya condición de integrabili-

dad está garantizada por la ecuación de Laplace (18). De acuer-

do con esto, sólo es necesario resolver la ecuación de Laplace

para obtener la función métrica ψ y el potencial magnético A
se obtiene resolviendo el sistema sobre-determinado anterior.

Ahora bien, soluciones correspondientes a distribuciones

discoidales delgadas deben ser funciones simétricas de z con

sus primeras derivadas con respecto a z discontinuas en z = 0
[26]. Por lo tanto, con el fin de obtener esta clase de soluciones,

se supondrá que U(r, z) es una función continua en todas par-

tes y con derivadas continuas de tal manera que, resolviendo el

sistema sobre-determinado (19) - (20), se obtendrá un poten-

cial magnético A(r, z) igualmente continuo en todas partes y

con derivadas continuas. Utilizando entonces el procedimiento

de “desplazamiento, corte y refelxión” [26], después de tener

la solución completa para las ecuaciones de Einstein-Maxwell

se hará la transformación z → |z| + a, en donde a es una

constante positiva arbitraria, de tal manera que se obtendrán

soluciones continuas en todas partes pero con las primeras de-

rivadas con respecto a z discontinuas en la superficie del disco.

El resultado será una solución con una singularidad del tipo

función delta sobre z = 0, la cual se puede interpretar como

un disco delgado infinito.

3. Contenido fı́sico de la fuente

Como se señaló en la sección anterior, las soluciones de

las ecuaciones de Einstein-Maxwell correspondientes a fuen-

tes discoidales son funciones pares de la coordenada z, conti-

nuas en todas partes pero con sus primeras derivadas con res-

pecto a z discontinuas en el disco. Por lo tanto, el contenido

material y electromagnético del disco será descrito por funcio-

nes las cuales son distribuciones con soporte sobre el disco.

De acuerdo con esto, para obtener el tensor de momentum-

energı́a y la densidad de corriente de la fuente, se expresa el

salto a través del disco de las primeras derivadas con respecto

a z del tensor métrico como

γab = [gab,z] = 2gab,z|
z=0+

, (21)

y el salto a través del disco del tensor campo electromagnético

como

[Fza] = [Aa,z] = 2Aa,z|
z=0+

, (22)

donde se ha hecho uso de la simetrı́a de reflexión con respecto

a z = 0.

Usando entonces la formulación en términos de distribu-

ciones tensoriales [30–32] o las condiciones de juntura sobre la

curvatura extrı́nseca de cascarones delgados [33–35], se puede

escribir el tensor métrico como

gab = g+abθ(z) + g−ab{1− θ(z)}, (23)

de tal manera que el tensor de Ricci se expresa como

Rab = R+
abθ(z) +R−

ab{1− θ(z)}+Habδ(z), (24)

donde θ(z) y δ(z) son, respectivamente, las distribuciones de

Heaviside y Dirac con soporte en z = 0. En la expresión ante-

rior los tensores g±ab y R±

ab son el tensor métrico y el tensor de

Ricci en las regiones z ≥ 0 y z ≤ 0, respectivamente, mientras

que

Hab =
1

2
{γzaδzb + γzb δ

z
a − γccδ

z
aδ
z
b − gzzγab}, (25)

donde todas las cantidades están evaluadas en z = 0+.

De las ecuaciones de Einstein-Maxwell se obtiene enton-

ces un tensor de momentum-energı́a de la forma

Tab = T+
abθ(z) + T−

ab{1− θ(z)}+Qabδ(z), (26)

y una densidad de corriente de la forma

Ja = Iaδ(z), (27)

donde los tensores T ab± son los tensores de momentum-energı́a

electromagnéticos definidos mediante la ecuación (3) para las

regiones z ≥ 0 and z ≤ 0, respectivamente, mientras que

Qab = 1
2
{γzaδzb + δzaγ

z
b − γzzδab − gzzγab

+ γcc (g
zzgab − δzaδ

z
b )} (28)

es la contribución de la fuente discoidal al tensor de

momentum-energı́a y

Ia = [F az] (29)

es la contribución de la fuente discoidal a la densidad de co-

rriente.

El tensor de momentum-energı́a superficial del disco

(SEMT), Sab, y la densidad de corriente superficial, ja, se pue-

den obtener mediante las relaciones

Sab =

∫
Qabδ(z)dsn = e−ψQab, (30)

ja =

∫
Iaδ(z)dsn = e−ψIa, (31)

donde dsn =
√
gzz dz es la medida fı́sica de longitud en di-

rección normal al disco. Por lo tanto, la única componente no

nula de Sab es

S00 = 4e3ψψ,z, (32)

y la única componente no nula de la densidad superficial de

corriente ja es

j1 =
2e3ψA,z
r2

, (33)

donde todas las cantidades están evaluadas en z = 0+.
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Introduciendo la tétrada ortonormal de un observador

estático,

ea
t̂

= V a = e−ψδa0 , (34)

eaϕ̂ = W a = r−1eψδa1 , (35)

ear̂ = Xa = eψδa2 , (36)

eaẑ = Y a = eψδa3 , (37)

el SEMT se puede escribir como

Sab = ǫV aV b. (38)

De acuerdo con esto, la fuente de materia es un disco de polvo

con una densidad superficial de energı́a dada por

ǫ = 4eψψ,z, (39)

y cuyo vector velocidad está dado por V a, el vector temporal

de la tétrada. La masa total del disco está dada entonces por la

expresión

M = 2π

∫ ∞

0

e−ψǫrdr, (40)

obtenida usando la formula de Komar [35, 36].

Por lo tanto, debido a que se tiene una fuente de polvo,

todas las condiciones de energı́a [37] se reducen al requeri-

miento de que la densidad de energı́a sea mayor o igual que

cero,

ǫ ≥ 0. (41)

Por otro lado, utilizando la ecuación (17), la densidad de

energı́a se puede escribir como

ǫ =
4U,z

(1− U)2
. (42)

Adicionalmente, dado que U(r, z) es una solución de la ecua-

ción de Laplace, se puede considerar como el potencial newto-

niano de una fuente con una densidad superficial de masa dada

por

σ =
U,z
2π

. (43)

Ası́ entonces, si la densidad de masa newtoniana σ es mayor

o igual que cero en todas partes, la densidad de energı́a rela-

tivista correspondiente será mayor o igual que cero en todas

partes y no singular, teniendo en cuenta que sólo se consideran

soluciones de la ecuación de Laplace negativas en todas partes.

De igual manera, la densidad superficial de corriente se

puede escribir como

ja = jW a, (44)

de modo que el disco posee una densidad superficial de co-

rriente de conducción en la dirección acimutal dada por

j =
2e2ψA,z

r
, (45)

la cual, en términos de U(r, z), se puede escribir como

j = ∓ 2U,r
(1− U)2

, (46)

y el signo se escoge de acuerdo con el signo escogido en el

sistema sobre-determinado (19) - (20).

Ahora bien, las componentes del campo magnético medi-

das por el observador estático están dadas por

Br̂ =
e2ψA,z
r

, (47)

Bẑ = −e
2ψA,r
r

, (48)

mientras que Bϕ̂ = 0. Por otro lado, las componentes de la

aceleración del observador con respecto a la tétrada ortonor-

mal son

ar̂ = eψψ,r, (49)

aẑ = eψψ,r, (50)

ası́ que, utilizando las ecuaciones (14) y (15), se obtiene

Br̂ = ∓ar̂, (51)

Bẑ = ∓aẑ, (52)

y ası́ el campo gravitacional y el campo magnético están ali-

neados, una propiedad caracterı́stica de todo solución de las

ecuaciones de Einstein-Maxwell en espaciotiempos confor-

mestáticos [29]. Las lı́neas de campo se pueden obtener re-

solviendo la ecuación diferencial

dz

Bẑ
=
dr

Br̂
, (53)

la cual, utilizando las ecuaciones (47) y (48), se puede escribir

como

A,rdr +A,zdz = 0. (54)

De acuerdo con esto, la ecuación

A(r, z) = k, (55)

con k constante, se puede usar para determinar las lı́neas tanto

del campo magnético como del campo gravitacional.
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Finalmente, con el fin de determinar la posible presencia

de singularidades, consideraremos los escalares cuadráticos de

curvatura [38]

KI = RabcdRabcd, (56)

KII =
ǫabklR

klcdRabcd√−g , (57)

KIII =
ǫabklǫcdmnRklmnRabcd

g
, (58)

ası́ como los invariantes electromagnéticos

FI = FabF
ab, (59)

FII =
ǫabcdFabFcd√−g , (60)

donde ǫabcd es el sı́mbolo de Levi-Civita y g = det gab.
Utilizando entonces la solución (17), los escalares de cur-

vatura se pueden escribir como

KI =
8N1

(1 − U)8
+

16N2

(1− U)7
U,r
r

+
16

(1− U)6
U2
,r

r2
, (61)

KII = 0, (62)

KIII = 4KI −
64|∇U |4
(1− U)8

, (63)

donde

N1 = 7|∇U |4 + 2(1− U)2(U2
,rr + U2

,zz)

+ 6(1− U)[U,rr(U
2
,r − U2

,z) + 2U,rU,zU,rz],

N2 = U,rr(1− U)− 3U2
,z.

De igual manera, utilizando (7), (8), (19) y (20), los invariantes

electromagnéticos se pueden escribir como

FI =
4|∇U |2
(1− U)4

, (64)

FII = 0. (65)

Ası́, el comportamiento de los escalares de curvatura y de los

invariantes electromagnéticos está determinado por la función

U(r, z).

4. Una familia de discos magnetizados

Consideremos ahora una familia de soluciones de las ecua-

ciones de Einstein-Maxwell obtenida tomando para la ecua-

ción de Laplace (18) una familia de soluciones definida me-

diante la expansión

Um(r, z) = −
m∑

n=0

Cn
Pn(z/R)

Rn+1
, (66)

para cada m ≥ 0, donde R2 = r2 + z2, Pn(z/R) son los

polinomios de Legendre usuales y las Cn son constantes ar-

bitrarias. Usando entonces para lo polinomios de Legendre la

representación [39]

Pn(z/R) = (−1)n
Rn+1

n!

∂n

∂zn

[
1

R

]
, (67)

se puede resolver fácilmente el sistema sobre-determinado

(19) - (20), obteniendo para el potencial electromagnético la

familia de soluciones

Am(r, z) =

m∑

n=0

(−1)n
Cn
n!

∂n

∂zn

[ z
R

]
, (68)

tomando el signo negativo en (19), el signo positivo en (20), y

la constante de integración igual a cero.

Ası́ entonces, después de tener la solución definida me-

diante las ecuaciones (69) y (70), se hace la transformación

z → |z|+ a para obtener la solución discoidal correspondien-

te,

Um(r, z) = Um(r, |z|+ a), (69)

Am(r, z) = Am(r, |z|+ a). (70)

Adicionalmente, para satisfacer los requerimientos impuestos

sobre U(r, z) con el fin de tener un espacio-tiempo asintótica-

mente plano y satisfacer las condiciones de energı́a, las cons-

tantes Cn se escogerán de tal manera que

Um(r, z) ≤ 0, (71a)

Um,r(r, z) ≥ 0, (71b)

Um,z(r, z) ≥ 0, (71c)

ĺım
r→∞

Um(r, z) = 0, (71d)

ĺım
z→∞

Um(r, z) = 0, (71e)
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y ası́ U(r, z) será una función monótonamente creciente en r
y z, con un mı́nimo negativo en el origen.

Con U(r, z) dado por (69), se pueden calcular fácilmente

la densidad superficial de energı́a mediante la ecuación (42) y

la densidad superficial de corriente de conducción mediante la

ecuación (46), las cuales se pueden expresar como

ǫm(r) =
∂

∂a

[
4

1− Um(r, 0)

]
, (72)

jm(r) =
∂

∂r

[
2

1− Um(r, 0)

]
. (73)

Ası́, utilizando las expresión explı́cita paraUm(r, z), las expre-

siones anterores se pueden escribir convenientemente como

ǫm(r) =
4ǫ̃m(r̃)

a
, (74)

jm(r) =
2j̃m(r̃)

a
, (75)

con

ǫ̃m =

∑m

n=0

[
(n+ 1)C̃nPn+1(1/R̃0)

]
/R̃n+2

0

[
1 +

∑m
n=0 C̃nPn(1/R̃0)/R̃

n+1
0

]2 , (76)

y

j̃m =
r̃
∑m

n=0

[
C̃nP

′
n+1(1/R̃0)

]
/R̃n+3

0

[
1 +

∑m
n=0 C̃nPn(1/R̃0)/R̃

n+1
0

]2 , (77)

donde r̃ = r/a, R̃2
0 = 1 + r̃2 y C̃n = Cn/a

n+1.

De las expresiones anteriores, teniendo en cuenta las con-

diciones (71) y el comportamiento de los polinomios de Le-

gendre, se puede ver que la densidad de energı́a es siempre

positiva, presenta su valor máximo en el centro del disco y se

anula en el infinito. De igual manera, se puede ver que la den-

sidad superficial de corriente se anula en el centro del disco,

cuando r = 0, presenta un máximo para un valor de r 6= 0
y decae después hasta anularse en el infinito. Adicionalmen-

te, utilizando la expresión (74) para la densidad de energı́a, la

integral para la masa total del disco se puede expresar como

M̃m =

∫ ∞

1

µ̃mR̃0dR̃0, (78)

con M̃m =Mm/a y

µ̃m =

∑m

n=0

[
(n+ 1)C̃nPn+1(1/R̃0)

]
/R̃n+2

0

1 +
∑m

n=0 C̃nPn(1/R̃0)/R̃
n+1
0

, (79)

de donde es fácil ver que

ĺım
R̃0→∞

µ̃m+1

µ̃m
= 1. (80)

De acuerdo con esto, y teniendo en cuenta el teorema de com-

paración del lı́mite [40], la integral para la masa total del mo-

delo m + 1 será convergente si la integral para el modelo m
converge. Ası́ entonces, si la masa total del disco para el mode-

lo m = 0 es finita, entonces la masa total del disco para cual-

quier valor de m > 0 será finita también. Finalmente, usan-

do la representación (67) para los polinomios de Legendre, es

fácil ver que

Um,r
r

=
m∑

n=0

(−1)nCn
n!

∂n

∂zn

[
1

R3

]
, (81)

una expresión regular para to r y z. Ası́ entonces, el comporta-

miento regular de esta expresión y las condiciones (71) garan-

tizan el comportamiento regular de los escalares cuadráticos

de curvatura y de los invariantes electromagnéticos, de tal ma-

nera que el espaciotiempo definido por la solución (69) está

libre de singularidades.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de la familia de

discos delgados, consideremos el modelo correspondiente al

primer miembro de la familia, m = 0, en el cual las variables

fı́sicas del modelo están dadas por

U0 = − C̃0√
r̃2 + (1 + |z̃|)2

, (82)

Ã0 =
C̃0(1 + |z̃|)√
r̃2 + (1 + |z̃|)2

, (83)

ǫ̃0 =
C̃0

R̃0[C̃0 + R̃0]2
, (84)

j̃0 =
C̃0r̃

R̃0[C̃0 + R̃0]2
, (85)

M̃0 = ln(1 + C̃0), (86)

donde, como en las expresiones anteriores, Ã = A/a. Como

se puede ver, la masa del modelo m = 0 es finita, lo cual ga-

rantiza que la masa total del disco en todos los modelos para

m > 0 es finita también.

En la figura 1 se muestran las curvas de nivel de la función

métrica U(r, z) para el modelo m = 0, escaladas al valor de

la constante C̃0. Ası́, U0/C̃0 = −1 en el origen y el valor de

U0/C̃0 en cada curva de nivel aumenta incrementalmente en

valores de 0,05. Igualmente, en la figura 1 se muestran tam-

bién las curvas de nivel del potencial magnético Ã0 escaladas
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U0/C̃0 Ã0/C̃0

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8

z
/
a

r/a

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

z
/
a

r/a

Figura 1: Curvas de nivel de la función métrica U0 escaladas al valor de la constante C̃0. Ası́, U0/C̃0 = −1 en el origen y el

valor de U0/C̃0 en cada curva de nivel aumenta incrementalmente en valores de 0,05. Se muestran también las curvas de nivel

del potencial magnético Ã0 escaladas al valor de la constante C̃0. Ası́, Ã0/C̃0 = 1 en el origen y el valor de U0/C̃0 en cada

curva de nivel aumenta incrementalmente en valores de 0,05.

ǫ̃ j̃

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

r/a

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

r/a

Figura 2: Densidad superficial de energı́a ǫ̃ como función de r̃ para C̃0 = 1 (curva superior), . . . , 10 (curva inferior). la densidad

de energı́a es siempre positiva y se anula en el infinito, presentando su valor máximo en el centro del disco. Se muestra también

la densidad superficial de corriente j̃ como función de r̃ para C̃0 = 1 (curva superior), . . . , 10 (curva inferior). La densidad

superficial de corriente se anula en el centro del disco, presentando un máximo para un valor de r̃ 6= 0 y decayendo después

hasta anularse en el infinito.
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al valor de la constante C̃0. Ası́, Ã0/C̃0 = 1 en el origen y

el valor de U0/C̃0 en cada curva de nivel aumenta incremen-

talmente en valores de 0,05. Posteriormente, en la figura 2,

se muestra la densidad superficial de energı́a ǫ̃ como función

de r̃ para C̃0 = 1, correspondiente a la curva superior, hasta

C̃0 = 10, correspondiente a la curva inferior. De igual mane-

ra, se muestra también en la figura 2 la densidad superficial de

corriente j̃ como función de r̃ para C̃0 = 1, correspondien-

te a la curva superior, hasta C̃0 = 10, correspondiente a la

curva inferior. Como se puede ver, la densidad de energı́a es

siempre positiva y se anula en el infinito, presentando su valor

máximo en el centro del disco, tal como se habı́a mencionado

anteriormente. Se puede ver igualmente que la densidad super-

ficial de corriente se anula en el centro del disco, presentando

un máximo para un valor de r̃ 6= 0 y decayendo después has-

ta anularse en el infinito, como también se habı́a mencionado

anteriormente.

5. Conclusiones

Se presentó una familia infinita de discos de polvo axial-

mente simétricos cuya fuente material presenta una corriente

de conducción superficial. Los discos se obtuvieron resolvien-

do las ecuaciones de vacı́o de Einstein-Maxwell para un es-

paciotiempo conformestático axialmente simétrico, expresan-

do la función métrica y el potencial magnético en términos

de una función auxiliar que satisface la ecuación de Lapla-

ce. Ahora bien, la aparente contradicción entre la presencia de

corriente superficial y la ausencia de presiones, radiales o tan-

genciales, es consecuencia directa del procedimiento utilizado

para la obtención de las soluciones, mediante la técnica del

“problema inverso” y el procedimiento de “desplazamiento,

corte y reflexión” [26]. Sin embargo, a pesar de esta aparente

contradicción, las soluciones son consistentes con el sistema

completo de ecuaciones de Einstein-Maxwell para distribucio-

nes de materia infinitesimalmente delgadas. Por otro lado, a

pesar de que las soluciones presentadas son estáticas y ası́ su

relevancia astrofı́sica puede no ser muy alta, la obtención de

soluciones estáticas se puede considerar como el primer paso

para la obtención de soluciones estacionarias más realistas.

Analizando las propiedades de la distribución de materia,

se encontró que la densidad de energı́a de los discos es siempre

positiva y se anula en el infinito, presentando su valor máxi-

mo en el centro del disco. Ası́, dado que los discos tienen una

fuente material de polvo, los modelos están en completo acuer-

do con todas las condiciones de energı́a, un hecho de especial

relevancia en el estudio de modelos relativistas de discos del-

gados. Además, aunque los discos son de extensión infinita, su

masa total es finita. De igual manera, la densidad superficial

de corriente se anula en el centro del disco, presentando pos-

teriormente un máximo y decayendo después hasta anularse

en el infinito. Adicionalmente, se encontró que los escalares

cuadráticos de curvatura y los invariantes electromagnéticos

presentan un comportamiento regular, de tal manera que el es-

paciotiempo está libre de singularidades. Ahora bien, aunque

sólo se mostraron explı́citamente las cantidades fı́sicas corres-

pondientes al primer miembro de la familia, cuandom = 0, se

puede mostrar fácilmente que todos los miembros de la familia

para m > 0 presentan un comportamiento similar.
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[10] J. Bičák, D. Lynden-Bell, and C. Pichon, Mon. Not. R.

Astron. Soc. 265, 126 (1993)
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[13] G. A. González, A. C. Gutiérrez-Piñerez and V. M.

Viña-Cervantes. Phys. Rev. D 79, 124048 (2009)

[14] D. Lynden-Bell and S. Pineault, Mon. Not. R. Astron.

Soc. 185, 695 (1978)

8

González GARev. Acad. Colomb. Cienc. 38(Supl.):142-51, 2014

150

User
Rectángulo
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104005 (2004)

[25] G. Garcı́a-Reyes and G. A. González, Braz. J. Phys.
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