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Exposicion preliminar

Lobattchewsky haciendo caso omiso del postulado de las paralelas, o postulado de Euclides, fundé la
Trigonometria plana no euclidea sobre una férmula que dedujo de consideraciones analiticas en las cuales
admitié explicitamente los siguientes postulados:

1.° La linea recta es ilimitada;

2. No puede ser cortada por otra recta sino a lo més en un punto; y

3.° La forma y dimensiones de las figuras planas son independientes de la posicién que ocupan en el
plal;o. Esto altimo no lo enunci6 sino lo aplicé en su Geometria en las demostraciones por superposicién
de figuras,

Sea L una recta indefinida (figura 1.*) y P un punto situado fuéra de ella (*). Bajemos la perpen-
dicular PO, tracemos la oblicua Pm, llamemos 0 el dngulo m PO entre la perpendicular y la obli-
cna, y 2=m0 al segmento de recta comprendido entre el pie 0 de la perpendicular vy el m de la
oblicua,

Lobattchewsky llamé % un parmetro constante, pero desconocido. Con estos datos y convenciones

z|  tangt -
estableci6 la siguiente férmula: (/) T %=1 dri%f\ en la cual fangA es una constante que tiene
tang 6, . :
por valor fangA= —7-3 Siendo 0, y 2 dos valores de 6 y z correspondientes.
%
k
MI L M A

Al ser verdadera la formula (/),
el dngulo A seria el dngulo maximo
que podria hacer la oblicna Pm con
la perpendicular, y el dngulo forma-
do por las dos paralelas seria:

e=m—24,

En rigor la férmula (/) debie-
ra ser considerada como una ecua-
cion en &k y todo se reduciria a
fijar su valor numérico de manera g.
que satisfaga la relacion

YA }il tang 9, = T[‘ﬂ tang B

para todos los valores correspondien-
tes de z y 0. Pero no fue este
el punto de vista de Lobattchewsky,
seguramente por razén de que el
pardmetro & fue introducido sin
previa justificacidon, y no figura como
condicion efectiva.
No conocemos el raciocinio original de Lobattchewsky mediante el cual pudo establecer la formula (/)
pero estamos seguros de que ha debido ser muy habilmente presentado.
demostracion que se halla publicada en el tomo 2,° del “Traité de Geomelrie” por Eugéne Rouché
et Ch. de Comberousse - 1891 (nota II, paginas 585, 586 y 587) debe ser diferente de la original, pues es
manifiestamente inadmisible; lo cual puede explicarse por la brevedad de la exposicién. Tal demostracion se

z
funda en gue las funciones T[E‘ y tang® son reciprocamente uniformes, lo cual es falso: puesto que

ambas son periddicas, pero sus periodos son distintos, toda vez que la primera admite un periodo imagina-
rio y la segunda periodo real.

Las formulas que Lobattchewsky presenté como correspondientes a la Geometria plana no euclidea son
las que resultan de la Trigonometria esférica cuando se supone imaginario ¢l radio de la esfera. Las fun-
ciones trigonométricas de los lados o caras del triedro se vuelven funciomes hiperboélicas, pues los arcos se
hacen imaginarios. Kl exceso esférico que es la relacién entre el drea del tridngulo esférico y el cuadrado
del radio de la esfera, se hace negativo, y la suma de los tres 4ngulos del tridngulo esférico imaginario se
hace menor que dos dngulos rectos.

7(')7\«'&": ¢l nimero anterior de esta Revista: pigina 568,
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z
Si se nos admitiese la formula evidentemente falsa: fang [ k] = A fang V. (ll) en el caso que

represente segmentos de la recta L, podriamos concluir, siguiendo paso a paso la exposicién de Lobatt-
chewsky, las formulas de la Trigonometria esférica como correspondientes a la Trigonometria plana. Ambas
formulas son igualmente falsas. En lo que respecta a la (/I) el error es facil de ver. A cada valor de tangf
z r4

corresponde un valor de tang r Pero a cada valor de fang l,?] corresponden infinidad de puntos
de la recta 0z separados unos de otros por segmentos 7k a los cuales corresponden otros tantos valores
de B vy, por tanto, de fang 6.

Este error manifiesto es el mismo que presenta la férmula (/) de Lobattchewsky, sélo que como los

c 2 s e e
valores de 2 correspondientes a un valor T x| son imaginarios, pasa desapercibido para la mayoria de

los lectores poco familiarizados con las formulas de la Trigonometria hiperbolica.

Después de esta breve exposicién nos proponemos demostrar rigurosamente la falsedad de la formula
(1) que sirve de fundamento a la Trigonometria plana no euclidea.

Es evidente que las formulas de las Trigonometrias esféricas, real e imaginaria, se identifican a las de
la Trigonometria plana, cuando se hace & = cs, precisamente, por hacerse planas las dos esferas, puesto
que su curvatura se anula, Pero tal cosa no agrega nada a la viabilidad de las formulas (1) y (/1)

® Kk ok

Estudio de las funciones circulares e hiperbdlicas independientemente de su inferpretacion geométrica

. x c o
1—Las trascendentes elementales dependen de la expomencial ¢2. En consecuencia sus propiedades

son independientes de toda interpretaciéon geométrica.

Los expositores de Analisis acostumbran presentar ripidamente el estudio analitico de las funciones
circulares como introduecién al de las funciones elipticas con el objeto tnico de servirse de aguéllas como
ejemplo aclaratorio. Las funciones circulares se presuponen conocidas en los estudios anteriores para que
haya necesidad de preocuparse especialmente de ellas. De ahi que tales exposiciones no estén exentas de
eritica. Se acostumbra representar las variables complejas por medio de funciones circulares de su argumen-
to, v sin cambiar la forma representativa de estas variables se las emplea en el estudio analitico de las fun.
ciones circulares, lo cual presenta la apariencia de un circulo vicioso.

La critica es justa en lo que respecta a la forma expositiva; pero ella no alcanza al fondo de la cues-
tibn, pues la cantidad compleja tiene su manera de ser independientemente del signo, més o menos ade-
cuado, que sirve para simbolizarla. Por ejemplo, las propiedades de los mameros primos son independientes
del sistema de numeracién que haya sido adoptado para representarlos.

La Trigonometria plana hiperbolica se funda cn la teorfa analitica de tales funciones, lo cunal fue una
luminosa idea de Lobattchewsky.

Creemos ftil exponer las propiedades de las funciones circulares independientemente de su interpre-
tacién geométrica y de la forma trizonométrica que se suele dar a la variable compleja.

La exposicion que hacemos sblo diferira de la clasica en la notacién, pues basta variar ligeramente
ésta para que desaparezca toda apariencia de circulo vicioso.

* ok *

2—Fn lugar de representar las cantidades imaginarias por el producto del modulo y la exponencial
imaginaria, las representaremos por el médulo como valor y el signo, o sea, el sentido. El signo es propia-
mente el argumento, pero expresado en vueltas completas y fraccion de vuelta. El signo vuelve a tomar el
mismo significado después de un nimero completo de vueltas, Conviniendo en representar la vuelta com-
pleta por C, por r el mbdulo, y por 6 la desviacién respecto del sentido de las cantidades reales, o
sea la fraccién sobraute de vuelta, se tendrd que las expresiones: 7(0) y r(0+ nC) sirven para repre-
sentar la misma cantidad imaginaria cuando 72 representa un nimero entero.

La unidad real tendrid por representacion: 1(0) O también: 1(nC).

El producto de dos cantidades complejas r(6) y r'(0') serd una tercera cantidad R(?) que se
compone de 7(8) como r'(H') se compone de 1(0) segin la definicién newtoniana de producto. Seglin
esto R serd ' veces r(f). Esto es: rr'(f) desviada, ademds, en ' Y portanto R (¢)=rr'(0+0').

Counsideremos la raiz cuadrada Vz—a y pongamos: 2—a=r(0 4 nC),
Tendremos: Vz—a=Vr [02— o % C]

" s s " v |8 r‘( )
Si 7 es par, se tendrd para valor inicial del radical: Vr §+mC =Jr\3s

i
Si 7 es impar, su valor inicial serd: VF—[g‘ + mC + %] =—Jr (2_)

. C .
pues la media wvuelta 5 hace cambiar de sentido a la cantidad. Asi, pues, cuando la variable 2 da
una vuelta alrededor del cero @ del radical, su signo cambia de 4+ 4 —, o también de — & +.

L I
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q . de dz
3—Otro punto por considerar se refiere a la integral = [ —_— —
[Vi—z Ji+2 VlI—#

alrededor de los puntos criticos +1 y —1 sobre un circulo infinitesimal de radio & vy de centro en
el punto critico respectivo.

dz ) dy1—=z
Se tiene, integrando en una vuelta alrededor de - 1: =l 2—7
1Y1—z yI+2 Yi+z
c C
'd‘!s(ﬁ) VE(E) Ve
Yhademdo o emAme@ e tendrie [ / V2re®  frrets  yzC°

¢
Pues € =0,
Estas consideraciones bastan para poder hacer el estudio analitico de las funciones circulares e hiper-
bélicas independientemente de toda consideracién referente a la Geometria euclideana,

*ow ok
Xt X X%
4—Designemos por X; la serie de potencias siguiente: Xi=1+ ) + o + 3 b IR
Tendremos evidentemente: erz X=X+ X=X +X"+ 5+ X, en donde los acentos o
tildes representan los érdenes de las derivaciones. (
. . = X, o(xr)=X"
Consideremos las funciones: A a(x) 2 2
) C(2) = Xi— X, () = X — X,
e =u@x) +o
Tendremos evidentemente: @) ) De donde: w—ot=1 (1)

C =u(x)—ov(x)
Llamando I, #, ¢* {* las cuatro rajces cuartas de la unidad tendremos:

e =L (x)+in(x)

o =X+ X", +2X,+8X, O bien: e — € (1) — i1 (2) De donde: G2+72=1 (1%
du _dv
R T e
De (A4), (1) vy (1*) se deduce:
{Z‘t dan
_ dy = —
yi—¢ yi—nt

De estas formulas se deduce el valor de X tomando sucesivamente como variables las cantidades
+

u, o, 5 y "

1
Para efectuar el estudio nos basta considerar la integral g — £ _— -:L
y1—22 Yl—z {142
Los puntos de ramificacion son +1 y —1 vy los lazos de Prouet se reducen a:
I I g
-4 i 1) 3
=% g—:Q [(l—z?) dz— 1—}-‘{,32+—’—'¢,ﬁz‘+.... dz
y1— 22 i
.D .’0 L]
O también: =214 .1y + Letany 4 o Vly — 3.1450
ambién: 0= 4+ s s + 1'2-,";,-!— 133 A4 | =38.1459. ...
=]
El otro lazo es: 2 / ]TIdL = —w. Al punto 2 corresponden, pues, dos series de valo-
_‘E‘Z
res para X a saber: : 1.* serie n+2nw 2" serie @Cr+1)w—ux,.
* % %
5— Valores de x para un valor de v
(1
d d
Se tiene: Ci— . Y como para Xr=o0 N=0 se tendri: xr= /_'r_
y1—+ Jyr—=
De donde N(x)=xnx,+2nrn0)=1[2n+ 1)w— 1] :

* ok
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Valores de x para un valor de €.
La funcién ¢ es par,y, por tanto, & (%) =8 (—x5). Por otra parte para X=0 se tiene & (0)=1.

dt (1) dan (x)
= . diy,=— ——2% = ———=t°_ —__(qr,
Hagamos € () = (=) Tendremos: 2 = (x) Vie 7 () i
Por tanto: d(x,+x)=o0 O bien: Xy + X, = constante.
/ ! L "
— [ __ | _dn _an ‘
Pero S — [ii=s VW IW (Punto +1 a la derecha)
O bien: =2 4 _o _ P =1 {=o.
ien =g i—e =g—% ues para 1] g
Por tanto: Nx)=8(—x)=¢ [5‘-21 — x,] Ademas C)=8(—x)=(R2no = x).
Los ceros de 7 som: X =no. Los ceros de { son Xy {2 no :f:% 2
® o® R
Valores de x para un valor de u.
d 1 .
Se tiene: e VaTu——l = yltil:[a’ O bien d(ix) = -}flg{a—? Se tendré, pues:
Z(2)=§ (ix), Por tanto: u (0) = u (nwi) = 1 u (nm:t%) i]:o.
* k¥ ‘
Valores de x para un valor de v.
, d
Se tiene: de = ‘71(-1;) = Pongamos w=1io. De donde d(ir) = %ﬁ
Se tendra, pues: w(z) =1 (iz) = v (). Asi v(z) = —'l- 7 (ix).
Por tanto: v()=v(i—z)=0v[@r+ Noi—z]=v@nwi+zx)
v(—2)=—v(*) etc....
® ok %

6—Definicion de t(x) y T(x).
Pongamos: t(x)= %)T(:—; Los ceros de X=o04+nw de 7 seran f(X) y los ceros de [ (X)
a saber: = % +nw seran polos de #(x). Por tanto, cuando X varia de —-% i +%

f(x) varia de una manera continua de —c & -+, Ademés, f(x) tendri por periodo w.

_Aete) —m@_1()_ ., _ _v(@)
TCato) —C(e) C(x)" t(z). Pongamos: T(x) = .

Los ceros de =0+ noi de v(z) serdn ceros de 7' (z). Los ceros de u(r)  a saber:

En efecto: t(z+o)

®
x ={§+ﬂ“’}[ son los polos de T (x). Por tanto: 7(X) mno tiene polos reales sino imaginarios.

v(tol) —o@) o)
dro)  —u@ —u@ @

Ademas T(x) tendrd por periodo i En efecto: T(z+wi) =

Para o == 0o T'(d=00) ==k1,
LI

7—Formulas fundamentales de las Trigonometrias planas, euclidea y lobattchewskyana (*).

Sean (véase la figura 1.") 2'02z una recta L ilimitada, y un punto P situado fuéra de la recta.
Sean PO y Pm una perpendicular y una oblicua a L.

Haciendo centro en P y con un radio cualquiera PA describamos una ecircunferencia. Todo dia-
metro divide la circunferencia en dos partes iguales o semicircunferencias, lo cual se demuestra sin el auxi-
lio del postulado de Euclides, como lo reconoce Lobattchewsky, en lo cual tiene razén. Tomemos un arco
AM, por unidad de arco y escogido de manera tal que la circunferencia valga 2w siendo ® el valor que
hemos hallado atrés. La semicircunferencia valdrd pues o,

(*) Véase el estudio anterior de Garavito “Nota sobre las Geometrias planas no euclideas”, en ¢l nimero 8 de esta Revista, pigs. 569 y 570,

— 17 —



Rev. Acad. Colomb. Cienc. Ex. Fis. Nat. 44(170):29-42, enero-marzo de 2020 Nota sobre la formula fundamental de la trigonometria plana no
doi: https://doi.org/10.18257/raccefyn.1175 euclidea en la geometria hiperbolica. Vol 3 (9-10): 14-25, 1939

Consideremos un punto mévil que parte de A y describe la circunferencia en el sentido
AMMM A'M'M1A. Representemos por 0 el arco descrito por el moévil. Cada vez que A vuelve al mismo
punto M el arco B habrd crecido en 20w, Llamando especialmente @ el menor arco AM se tendra que
siempre que el movil girando sobre la circunferencia en el sentido positivo o en el negativo, pase por M,
el arco descrito tendrd por valor 04 2wn siendo 7 el nimero de vueltas dadas, esto es, siendo n un
nfimero entero positivo o negativo.

Por el punto M y por el punto P tracemos una recta indefinida. Esta recta corta a la circunferen-
cia en dos puntos opuestos y a la recta 2'0z a lo mas en un solo punto M. Tomando una unidad cual-
quiera, pero finita, podremos definir numéricamente el segmento Om por su valor z, el cunal seria po-
sitivo a la derecha y negativo a la izquierda.

La variable Zz es una funcién de 0 susceptible de tomar todos los valores reales desde —co hasta
+ 0. FEe funcién periédica de 0 pues cuando el punto M pasa por Mi 6 M" la recta MP corta
ala rccta L en el mismo punto M. Luego a un solo valor de 2 corresponde infinidad de valores del
arco expresados por 0 4 wn, Ademdas, para 0 =0 6 B =wn, se tiene z=o0.

Consideremos la funcién analitica £(x) reemplazando en ella la variable x por el arco 0 que
describe el punto M. Se ve claramente que para U=0 6 O=nw se tendri f(0)=0. Es decir que
z y {(8) tienen los mismos ceros. Igualmente se ve que ambas cantidades tienen el mismo periodo y el

mismo signo. A cada valor de z, d_esde -—co hasta 4, corresponde una infinidad de valores de 0 de
la forma 6,+ nw; pero a esa infinidad de valores de 0 no corresponde sino un valor tinico de {(f).
Se ve, pues, que ! es una funcién uniforme de 2z para todos los valores desde —cs hasta + o, sin

punto critico a distancia finita. Se tiene, pues, que [ es desarrollable en serie en funcién de 2z, por la
serie de Maclaurin, Asi:

2
t=/[(0)+ 2/ (0) + % [*(0) + .... Serie que serdi convergente y equivalente para todos los valores de 2z,

Alora bien, como a cada valor de f corresponden infinidad de valores de 6, a saber: 06=0; =wn,
para n=1,2,3...., y para todos estos valores no corresponde sino un valor finico de 2, resulta que
para un valor de { no puede corresponder, a lo més, sino un valor finico de 2. La serie no podrd con-
tener sino la primera potencia de 2, pues, de lo contrario, para cada valor de ! corresponderian varios
valores de 2, lo cunal no es posible, pues, una recta que parte de P no puede cortar la 02 en mis de
un punto. Asi, pues, f:f(o)p+f‘ (0).2. Ademéfs, como para =0, se tiene 0=nw y =0, se de-
bera tener f(0)= 0. Por tanto: &= /'(0).2 (1).

La formula (1) no da lugar a ninguna objecién; es perfectamente correcta y sobre ella se puede esta-
blecer la Trigonometria plana y llegar a las mismas formulas de la Trigonometria rectilinea euclidea. Volve-
remos sobre este asunto mas adelante.

L
Formula fundamental de la Trigonometria plana no euclidea.

La formula en cuestién es, segan el Tratado de Ge:omctrin. por los seiiores Rouché y Comberousse
(Sexta edicion —1891- tomo II, Nota II, pigina 586), la siguiente:

T  T(a) L _ tangh
Tang0 — tang®, constante. O bien: T(e)= fang & (6)
tang 9,
En la cual se ha puesto: tang A = —(;:E%) (7) La funcién designada alli por 7(2) no es:
e_e~ Cr 0Tk . .
— como debiera ser, sino —4 5 Y deberia haber sido representada por T ( f;)
€+e er L ek

y no por T (Z). A primera vista se creerfa que KX representa la unidad arbitraria de longitud, la cual de-
beria ser una de las magnitudes constantes de la figura, como por ejemplo PO. Pero no es asi: tanto 2
como Kk figpuran por sus valores numéricos referidos a una unidad arbitraria. La cantidad k es, pues, una
constante especial; pero como la formula (6) no resulta de la integracién de ninguna ecuacién diferencial,
dicha constante no es, pues, de integracion. Ademas, siendo lineal la relacion que liga a T(2) con fangh
no deberian fizurar sino dos constantes, a saber: la constante adicional, que debe ser nula, pues, para =0

z=0 y T()=0, vy el coeficiente de tang. B.

1

fang A

La primera y mis grave dilicultad con que se tropieza al estudiar la Trigonometria de Lobattchewsky
es la justificacion del misferioso divisor k. La exposicion que se halla en el tratado de Geometria, al cual
nos referimos, nada dice a ese respecto. En la citada obra el divisor %k aparece como por encantamiento,
sin figurar para nada en la demostracion; y, sin embargo de esto, se le confiere la mas alta importancia,
pues su valor es el desideratum de la Geometria euclideana.

Hay atin otra dificultad, la cual consiste en que la magnitud representada por 2z es real y aciclica
¥, por tanto, inadecuada para actuar como variable independiente en las funciones hiperbélicas que son fun-
ciones periédicas de periodo imaginario. De esto resulta que no es posible, dado el significado de 2z, esta-

F4
blecer la uniformidad reciproca y perfecta entre lang B ¥ T (1) que se requiere para la exac-
titud de la formula (6).
z .
En efecto, a un valor de T(k) corresponde una infinidad de valores de 2 dados por la relacion:
£ =% £nai O bien: z=n*akni .. n=1,23....
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La infinidad de valores de z resulta necesariamente de que la ecuacién en z es de grado infinito.
En este caso es necesario considerar a z como variable compleja, y se le podria representar en un plano
normal a PO (Véase la figura 1."), tal como y02z, en donde Oz deberia representar el eje de las magni-
tudes reales, y 0y desviado en un cuarto de vuelta y afectado, por tanto, del signo i, el eje de las mag-
nitudes llamadas imaginarias. Sobre la perpendicular a 0z levantado por el punto m tomariamos, tanto
en el sentido positivo como en el negativo, magnitudes ignales a los maltiplos sucesivos de 7=k; y uniendo
estos puntos con P tendriamos infinidad de rectas a las cuales corresponderian otros tantos valores de 0
¥, por tanto, también para fangl, pues entre un punto y el siguiente, 0 no podria crecer en un semi-
periodo 7, esto es, en una semivuelta alrededor de P. Se comprende ficilmente que la ecuacién (6) no
puede corresponder al caso concreto en cuestién, pues la recta 02z tiene significado perfectamente definido
como recta real, la que jamis se cierra.

La férmula (6) requiere para 2 el significado de circulo maximo de esfera imaginaria en lo que res-
pecta a los valores imaginarios, de manera que & represente el médulo del radio de dicha esfera. Pero tal
interpretacion no es posible asignarsele a la recta.

En el tratado de Geometria que hemos citado, la formula (6) se funda en la uniformidad reciproca

z . . .
entre T (,,?) y z yentre z y fang. El autor de la demostraciéon conviene en hacer caso omiso

Il

. . . z .
de las soluciones imaginarias de 2 correspondientes a un valor de T(;{-) a fin de establecer la uni-

(e
formidad reciproca entre 2 y T{E)

Dice asi tal Tratado: «.... el reciproguement a chaque valexr de T (z) repondrd une position unique de
m (0m=z), si l'on convient, comme nous l'avons dit, de ne considérer que la valeur principal des logaritmes.
(Pagina 585). )

De la uniformidad reciproca entre T(2) y 2z y entre z y fangl se deduce la misma condicién
entre T(2) y ftang. )

Para juzgar si los nimeros pueden ser tan complacientes de someterse a lo convenido por el autor

z
de la demostracion, se deberéin establecer separadamente las dos relaciones, a saber: 1." entre T(:;J y z
y 2 entre z y ftangh.
Seguiremos literalmente el fondo de la demostracién alli consignada y la aplicaremos sucesivamente
a cada una de las dos relaciones indicadas,

Si dos cantidades # y V son reciprocamente uniformes, ellas deben estar ligadas por una relacién
de la forma: Auv+ Bu + Cv+ D=o.

\

Hagamos: u= T(%J ¥ V=2 Se tendra: Ag T(g) + B T(i) +Ce+ D =o.

Como para 2Z=0, T(i) = 0, se debera tener D=0, De donde Az T(%) + B T(%) + Cz=o.

Y como al cambiar el signo de 2 cambia el de T(*z’:) se tendra: Az T(%) — B r(iz) — Cz=o0.

De donde Az T(%) =0 y por tanto, A=o. Finalmente B 7‘(;) 4+ Cz = o, Y, en
consecuencia, T (i) =C z (2). Haciendo u=tangh y V=2 se hallaria anfloga-
mente  fangh=Czz. (D) La eliminacién de 2 conduciria a la férmula (6); esto es, a:
2\ _tang B
TLE) =Calangd =104

La relacion  (3) es correcta; pero el absurdo de la (%) pone de manifiesto la falsedad de la formula (6).

La conclusion que se deduce de lo anterior es la de que, aunque el limite de una esfera real o ima-
ginaria es un plano, dicho limite no es alcanzado: esto es, el plano no forma parte del conjunto de esferas
reales ni de esferas imaginarias. Mas adelante aclararemos esta conclusién.

* % #

8— Antes de continuar la exposicion que nos hemos propuesto hacer, resumiremos los argumentos
que han sido presentados en favor de la viabilidad de las Geometrias no cuclideas.

El primero y principal argumento es, indudablemente, el haberse podido crear la Trizonometria plana
hiperbolica, de lo cual se deduce la posibilidad de realizar una Geometria analitica no euclidea. A este res-
pecto sabemos ya a qué atenernos.

El segundo argumento consiste en que los gedmetras no han podido llegar a contradiccién alguna en
lag deducciones de las Geometrias no euclideas. Este hecho se comprobé primeramente en el plano; pero se
crey6 que quizd en el espacio de tres dimensiones se llegaria a tal contradiccion. Las investigaciones de
Sophus Lie desvanecieron esta esperanza.

He aqui la sustancia de aquellas investigaciones. Supongamos primeramente que se trata solamente de
la Geometria de dos dimensiones. Sabemos que una figura plana puede moverse sin cambiar de forma en
su plano. Supongamos una figura de 7 puntos; la posicion de todos estos queda definida por los valores
de sus 21 coordenadas referentes a un sistema definido en el plano. La forma y el tamafio requieren sola-
mente 271-3 ecunaciones entre las 27 coordenadas. El movimiento de la figura tiene, pues, tres grados
de libertad, o, mejor dicho, queda definido por tres parametros arbitrarios.

Si pasamos al espacio de tres dimensiones, los espacios de dos dimensiones se definen por una ecua-
ciom entre las tres coordenadas de los puntos, esto es, por superficies.

Si se investizan las condiciones que deben cumplir tales espacios, o tales superficies, para que una
figura compuesta de 7 puntos, situados inicialmente sobre estos espacios de dos dimensiones, pueda mo-

19 —
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verse sin cambiar de forma ni de tamafio, se halla que dichas superficies deben ser de curvatura constante,
a saber: plano, esfera de radio real y esfera de radio imaginario. Espacios de dos dimensiones que corres-
ponden a las Geometrias euclidea, eliptica e hiperbélica.

Un espacio de tres dimensiones puede considerarse como una superficie representada por una ecunacién
en un espacio de cuatro dimensiones, o por dos ecuaciones en un espacio de einco dimensiones, etc.... Si
se procede andlogamente, para que sea posible la libre movilidad de las fizuras de tres dimensiones, se llega
a la condicién de espacios de curvatura constante y de tres dimensiones. Estos espacios son los correspon-
dientes a los indicados atrds, a saber: espacio parabolico, eliptico o hiperbélico. Tales espacios, con excep-
cién del euclideo o parabolico, no cumplen la condicién indicada sino para una regién limitada del espacio
entero; esto es, se refieren a la Geometria infinitesimal. Tal cosa no importa: podria suponerse aplicable a
todo el espacio. jTendriamos por ello derecho a decir que el espacio real puede ser parabalico, eliptico o
hiperbolico? jAcaso el espacio real es un sistema de lizamentos como el espacio simbélico que traducen las
ecuaciones de condicion?

Las investigaciones de Sophus Lie respecto de las Geometrias no euclideas demuestran ciertamente
que tales Geometrias estin exentas de contradiccion; pero jqué se deduce de esto? Veamos un ejemplo:
Sea a>b una hipoétesis cualquiera; b<a serd la consecuencia. Si tomamos ésta como hipétesis, hallamos
a>b, y mo habria contradiccién., iEsto demostraria que @ es realmente mayor que &7 s claro que no.

De las dos Geometrias planas no euclideas se deduce que la suma de los dngulos de un tridngulo
depende del tamafio de aquél; o, en otros términos, que dichas Geometrias no permiten la semejanza de
las figuras situadas sobre sus planos. Ahora bien: aungue esta consecuencia estd en contradiccién con nues-
tras ideas geométricas sobre el plano euclideo, no se ha visto por eso contradiccién, puesto que se acuerdan
muy bien con los postulados de Lobattchewsky o de Riemann, segiin el caso. En efecto, si el plano no es
plano sino una superficie esférica y la recta no es recta sino un circulo miximo, la suma de los angulos
del tridgngulo difiere tanto mis de dos rectos cuanto mayor es el drea del tridngulo.

La consecuencia 1til que se deduce de los estudios de Sophus Lie es la de que es posible hacer una
Geometria esférica de dos dimensiones, tomando por punto de partida el postulade de Riemann; asi como
también es posible hacer otra Geometria de dos dimensiones fundada sobre el postulado de Lobattchewsky,
en donde el plano ha sido sustituido por una esfera imaginaria y la recta por un circulo maximo de tal
esfera. En estas geometrias no se ha hecho mas que cometer un error de lenguaje, pues se ha llamado recta
a una linea que no es recta y plano a una superficie que no es plana. Los nombres, siendo convencionales
los raciocinios, quedan correctos y no es posible hallar contradiccion.

Pero si los nombres son convenciones del lenguaje, no sucede lo mismo con las ideas. Las figuras
geométricas son imigenes impuestas a nuestro entendimiento independientemente de toda definicién parti-
cular, Las ideas de linea recta, plano, circulo ete., podriamos decir que son innatas al hablar en el lenguaje
cartesiano, o aldvicas si se admite la psicologia positivista; pero de ninguna manera se les puede considerar
como convenciones,

Lobattchewsky dio el nombre de recta a un lugar geométrico que debia siempre ser cortado por otra
linea de la misma especie en una infinidad de puntos imaginarios separados unos de otros por miltiplos de
cierto perfodo; pero que no podian tener sino a lo méis un solo punto real de interseccion. Ahora bien: tal
lugar geométrico no puede ser una recta en el lenguaje propio. ;Cémo se explicarian las soluciones imaginarias?

Una porcién de circunferencia de circulo tiende més y mas a la linea recta cuando el radio del
eirculo crece indefinidamente. Esto se expresa al decir que el arco de circulo tiene por limite la recta; pero
se debe también afadir que tal limite no es alcanzado, e¢sto es, que la recta no forma parte del conjunto
de circulos por grande que sea el radio de éstos.

9—A fin de evitar toda mala inteligencia hacemos notar, una vez por todas, que no pretendemos
demostrar el postulado de Euclides, sino solamente establecer las férmulas de las Trigonometrias plana y
esférica sobre los conceptos usunales de linea recta y de plano.

El postulado de Euclides es una propiedad de las lineas rectas situadas en un plano y para demos-
trarlo seria necesario poder demostrar lo que es la linea recta y lo que es el plano, Ahora bicn, recta y
plano son condiciones posibles de la extension; nociones innatas, o, mejor dicho, de origen hereditario, las
que se han formado, perfeccionado y robustecido por la accién de la naturaleza sobre todos los ascendien-
tes, y las que, por tal motivo, no son susceptibles de demostracion logica.

que es posible hacer con el postulado en referencia es presentarlo en forma diferente, o, mejor
dicho, hacerlo depender de las nociones de recta y de plano.

Para que se comprenda bien en qué consiste la imposibilidad de demostrar el postulado de Fuclides
v el papel que han desempefiado a ese respecto las Geometrias no euclideas, nos serviremos de una com-
paraciém,

En la Geometria analitica plana se representan las lineas rectas por ecuaciones de primer grado con
dos variables. (Las dos variables siendo las representaciones de las dos dimensiones de este espacio).

No es el caso de discutir aqui la legitimidad de la representacién analitica de las rectas, ni de la
representacion griafica de las ecuaciones; pero esto no impide el que podamos servirnos, a titulo de metéi-
fora, de las ideas referentes a las ecuaciones del Algebra para simbolizar las ideas relativas a las lineas en
Geometria. .

Si convenimos en asimilar las rectas en un plano a las ecuaciones de primer grado con dos variables,
las condiciones de incompatibilidad de dos ecnaciones tendrian por traduccién, en el lenguaje geométrico, la
condicién para que dos rectas, situadas en un mismo plano, no tengan punto comiin.

La condicion de incompatibilidad de dos ecuaciones de primer grado con dos variables en Algebra
diofantina es la de que la determinante de los coeficientes de las incognitas sea nula sin que lo sean ala
vez las de los numeradores de éstas; y la condicién correlativa en Geometria es la del célebre postulado
de Fuclides.

Ahora bien, si en Algebra suponemos que la condiciéon de incompatibilidad de las dos ecuaciones con
dos incognitas no sea la atrds expresada, se concluird que las ecuaciones no pueden ser de primer grado.

lgual cosa sucede, punto per punto, en Geometria: pues si se supone que en lugar de una paralela
se pueden trazar dos, y que hay una regién de incompatibilidad (postulado de Lobattchewsky), se llega a la
deduccion de que las rectas son circulos maximos de una esfera imaginaria; y si, por el contrario, se supo-
ne que no es posible la incompatibilidad (postulado de Riemann), se llega a la deduccién de que las rectas
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son cirenlos miximos de esfera real. Por tanto, para poder demostrar el postulade de Euclides seria nece-
sario lpmbar que un plano no es una esfera, y que una recta no es un circulo. Ahora bien, esto no es
osible.

v Lobattchewsky tuvo la rara habilidad de conservar el nombre de recta a la curva especial y de intro-
ducir sigilosamente en las formulas de su Trigonometria hiperbolica el médulo del radio de la esfera ima-
ginaria a titulo de constante desconocida. La suma de los tres fngulos de un tridgngulo de esta clasc es me-
nor que dos rectos, y la diferencia es la relacion del area del tridngulo al cuadradoe del radio de la esfera.
Tal diferencia queda desconocida como la constante, pero debe ser tanto mayor cuanto mayor cs el tridn-
gulo. En la Geometria de Riemann acontece lo mismo, sélo que aqui la suma de los éngulos es mayor que
dos rectas.

Algunos gedbmetras confian en que la determinaciéon de las paralajes estelares arrojard algin dia luz
sobre la curvatura del espacio, y que seca posible entonces saber si dicha curvatura es positiva o negativa.

Otros no creen posible que las observaciones astron6micas estelares puedan decidir respecto de la via-
bilidad de las geometrias. “Lo que se llama linea recta en Astronomia -dicen— es sencillamente la trayectoria
del raye luminoso. Si, pues, lo que parece imposible, se llegara a descubrir paralajes negativas (*) o a demos-
trar gue todas las paralajes son superiores a cierlo limite, se podria escoger enfre dos conclusiones: podriamos
renunciar a la Geomelria euclidea o modificar las leyes de la Optica y admitir que la luz no se propaga ri-
gurosamente en linea recta”. Segiin el parecer de estos gedmetras: “El mundo concepfuaria esta ualtima solu-
cién como mas ventajosa”,

Segiin la opinion de estos Gltimos matemdticos ninguna de las Geometrias, la euclidea y las no eucli-
deas, es mis verdadera que otra. “Una Geomefria no puede ser mds verdadera que ofra; puede solamente ser
mas cémoda”. ;Seri posible que la determinacién de la suma de los tres dngulos de un tridngulo rectilineo
esté fuéra de toda experiencia? Este concepto es, como se ve, muy confuso.

Hay atin otro parecer respecto a las geometrins, el cual no podemos menos de indicar: es el de
aquellos que aconsejan emplear provisionalmente la Geometria cuclidea: “la més sencilla, y, por consi-
guiente, la més comoda de aprender”, mientras sea facil de aplicar; pero sustituirla lo més pronto posible
por alguno de los sistemas no euclideos para cuando lo exijan los adelantos industriales, a fin de no retar-
dar el progreso por un solo momentol!

* % %

11 —Las formulas de la Trigonmometria esférica son tan verdaderas sobre la esfera como las de la
Trigonometria plana sobre el plano, y como las de la Trigonometria hiperbolica sobre la esfera imaginaria.
En lo que sigue nos ocuparemos de deducir las tres trigonometrias de la féormula que liga las funciones
reciprocamente uniformes. Ninguna de las geomelrias es, pues, mis verdadera que otra, La suma de los
angulos de un tridngnlo esférico es mayor gue dos rectos sin que la de los tridngulos planos deje por ello
de ser igual a dos rectos. No hay, pues, contradiceion entre el postulado de Kuclides y los de Lobattchewsky
y Riemann: bien entendido que esto es cnando se da a los lugares geométricos los nombres usuales. De
otro modo la incompatibilidad es palmaria.

Consideremos un circulo y tracémosle una tangente. Imaginemos que dos mdoviles parten del punto
de tangencia y que recorren: el uno, la circunferencia con velocidad tal que dé una vuelta en la unidad de
tiempo; el otro, la tangente en determinado sentido, y con velocidad igual a la del primero. El punto que
recorre la eircunferencia pasard por el punto de tangencia a cada unidad de tiempo, por grande que sea el
radio del circulo; mientras que el que recorre la tangente no vuelve nunca. Aunque la circunferencia de
circulo y la recta sean lineas de curvatura constante existe entre ellas una diferencia profunda; cuestiéon de
nonexidad, Haremos notar el valor de esta diferencia al aplicar correcta y rigurosamente la ecunacién que
liga dos variables reciprocamente uniformes.

Sistema de coordenadas-—Sea (figura 2.") una curva cerrada y M un punto cualquiera de ésta. Po-
demos definir la posicion de M sobre la curva mediante la consideracion del espacio recorride por un
mé6vil que describe la curva en el sentido positivo ABCD o en el negativo ADCE. El espacio recorride
a partic de una posiciéon inicial A servird para definir a M sobre la curva. No importa, por lo pronto,
la definicién que se dé a la longitud de arco.

Notaremos que a cada vuelta C sobre la curva, el

B movil pasa por el mismo punto M; luego a una posicién
de M corresponden infinidad de arcos, a saber:
& S =AM +nC
O en donde /1 representa un nitmero entero y C una vuel-
x A ta completa, Diremos entonces que la posicion de M es

funcién periédica de la variable 8. Al contrario, la varia-
ble S es funcion ciclica de la posicion M, pues a cada
punto M corresponden infinidad de valores de S.
D Si, pues, la curva cerrada pudiera prestarse a una in-
terpretacion analitica, la relacién que ligaria la posicion de
. . , M con e! arco S seria dq gra(.lo inﬁnito_, esto es, no po-
) A M Q dria ser simplemente un polinomio algebraico sino una serie.
Tal es el caricter de las relaciones que ligan las funciones
periodicas con las variables ciclicas.

Sea, al contrario, 0AQ una recta. Representemos por S el espacio AM. La posicionde M sobre
la recta quedarfa definida Gnicamente por el valor 8= AM, pues un mévil que recorra la recta no pasard
sino una sola vez por M. Toda funcién uniforme de la posicion M, cualquicra que sea el sistema elegi-
do, serd funcién uniforme de 8.

Los arcos descritos por un punto sobre curvas cerradas son variables ciclicas y pueden tomarse como
variables independientes en las funciones que dependen de la posicion de un punto sobre la curva; pero
serin imposible, en la mayoria de los casos, hallar las funciones periédicas que puedan representarlas.

Un rasgo trazado a mano sobre un papel es, o puede considerarse, como una curva; pero esta curva
serfa imposible de representar analiticamente, pues estd compuesta de trechos curvos de curvaturas distintas,

Figura 2a,

(*) Las paralajes negativas indicarian simplemente que Ia estrella cuya paralaje se busca estd mis lejos que las estrellas de comparacién.
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empalmados aproximadamente unos con otros. No podemos atribufr propiedades analiticas a rasgos trazados
caprichosamente:

Las figuras geométricas que se imponen a nuestro entendimiento son los rasgos mas sencillos de que
podemos disponer y solamente de ellos nos podemos servir para formar sistemas de referencia, a fin de re-
presentar numéricamente los puntos del espacio.

La recta y el plano son los elementos geométricos mds sencillos de gque disponemos. Definirlos seria
admitir que existiesen otros elementos mis simples.

Los segmentos de recta (distancias) son comparables entre si, esto es, son susceptibles de medida, al
elegir uno particular como unidad. Los dngulos formados por dos rectas que se cortan pueden, igualmente,
representarse por nimeros. Estos dos elementos numéricos: distancias y édngulos, podemos utilizarlos para
expresar numéricamente y, por tanto, analiticamente, la posicién de los puntos de un plano con relacién a
una recta dada y un punto situado sobre ésta.

Tracemos (figura 3.") la recta x'0Ox en un plano. Sea M un punto del plano. Por dos puntos no

pasa sino una recta; tracemos, pues, la recta OMu; pero consideremos tnicamente la semirrecta Ou. Dicha
semirrecta forma con Ox el angulo xOM. Podemos

¥ hacer girar la semirrecta alrededor de O en un na-
. mero cualquiera de vueltas, y el dngulo que define la
270 posicion de ésta tendrd evidentemente infinidad de va-
o lores. Llamemos 0, el mas pequefio, C la yuelta
Q-=====-=- —eeemeam=eoif entera, y N un namero entero: dichos dngulos serin:

H=tr=En

El punto M podemos representarlo sobre la
recta OMu la eual ha sido definida por la variable
ciclica 0 =0_,=nC. Para representar a M nos basta
medir o expresar numéricamente su distancia OM = r.
Esta distancia no tiene sino un valor, como lo hemos

O em——————

—— 9 = indicado atras.
0o La posicion, pues, del punto M sobre el plano
Va quedard definida por dos valores
Figura 3a. r—OM v 6 :Bo:l: nC

[stas coordenadas tienen un cardcter diferente, no solo en su naturaleza sino en su modo de definir
el punto; pues la 7 no tiene sino un valor, mientras € tiene infinidad de valores.

Si hacemos &= a = constante, tendremos infinidad de puntos en el plano cuyas coordenadas satisfa-
cen a esa condicion. Estos puntos se hallan colocados en la circunferencia de un circulo cuyo centro es 0.

Podemos idear otros medios de representar un punto sobre un plano con el auxilio de variables no
ciclicas. Por el punto O levantemos una perpendicular 'Oy & x'0Ox vy por el punto M hajemos dos
perpendiculares M/ sobre Ox y MQ sobre Oyp. No nos detendremos en la definicién de perpendi-
cular; nos basta saber que por un punto de un plano no se puede trazar sino una sola perpendicular sin
que por ello entre en juego el postulado euclideo.

El punto M quedard determinado por los segmentos rectilincos OP = x 0Q =y O también por
las distancias MQ=x y MP=y; sin que podamos decir nada respecto de las igualdades: x=—2x &
y=) pues tales igualdades implicarian la aceptaciéon del postulado en referencia.

Tendremos, pues, dos sistemas de valores para definir la posicion M en el plano, a saber: x1 ¢ y1,
X & ). Estas coordenadas serdn funciones de r y 0. Y las relaciones: ::_', '%, %, vy’r—, serdn so-
lamente funciones de 0.

Fstas relaciones no tienen para cada punto sino un solo valor cada una de ellas, mientras que 0 tie-
ne infinidad de valores: asi resultara que dichas relaciones tendrian que ser funciones periédicas de 6,

Vamos a demostrar que r?l y % son funciones de la forma [(0) y que 'l‘jji é -‘lf_ son de la
forma () en donde C(0) y 7(0) son las series estudiadas en los parigrafos 4.° y 5.°, en las que la
variable x ha sido reemplazada por 0.

Hagamos, para facilitar la expresién, r= constante, y tracemos un circulo con centro en O y que
tenga OM por radio.

La unidad de angulo es arbitraria: elegiremos esta unidad de manera que la vuelta completa valga o,
periodo de las funciones { y 7, asi, como también, de las relaciones: E;, i, {}r', [:

No nos detendremos en las propiedades geométricas de la circunferencia com relacion a sus didme-
tros, ni en las demostraciones de superposicion de figuras, porque tales cuestiones no implican el postula-
do de Euclides.

®
El éngulo recto valdrd 3 la vuelta completa 20w y la semivuelta .

Sabeinos por las propiedades de T (8) que es periédica y de periodo 2w. Y, ademas, tenemos que

LO=5(=0  TO=-te+w  L@=1 t@=—1  gljl=0  t[F|=0

. - X X - .
Facilmente se comprueba sobre la figura que se trace, que las relaciones r ¥ T satisfacen idén-

ticamente las mismas condiciones,

Cuando dos variables p v ¢, funciones de una tercera variable, se manejan de manera gque a cada
valor particular, real o imaginario, de una de ellas, no corresponda sino un valor real o imaginario de la
otra y, reciprocamente, estas dos cantidades estan ligadas por una ecuaciéon de la forma:

Apg+ Bp+ Cqg+D=o0 (a)
—2 —
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son circulos méximos de esfera real. Por tanto, para poder demostrar el postulado de Euclides serfa nece-
z-mritiJ lpmbar que un plano no es una esfera, y que una recta no es un circulo. Ahora bien, csto no ecs
posible.

Lobattchewsky tuvo la rara habilidad de conservar el nombre de recta a la curva especial y de intro-
ducir sigilosamente en las {6rmulas de su Trigonometria hiperbélica el médulo del radio de la esfera ima-
ginaria a titulo de constante desconocida. La suma de los tres angulos de un tridgngulo de esta clase es me-
nor que dos rectos, v la diferencia es la relacion del drea del triangulo al cuadrado del radio de la esfera.
Tal diferencia queda desconocida como la constante, pero debe ser tanto mayor cuanto mayor es el triin.
gulo, En la Geometria de Riemann acontece lo mismo, s6lo que aqui la suma de los dngulos es mayor que
dos rectas.

Algunos gedmetras confian en que la determinaciéon de las paralajes estelares arrojard algan dia luz
sobre la curvatura del espacio, y que sea posible entonces saber si dicha curvatura es positiva o negativa.

Otros no creen posible que las observaciones astron6micas estelares puedan decidir respecto de la via-
bilidad de las geometrias, “Lo que se llama linea recfa en Astronomia —dicen— es sencillamenle la ftrayectoria
del rayo luminoso. Si, pues, lo que parece imposible, se llegara a descubrir paralajes negativas (*) o a demos.
trar que todas las paralajes son superiores a cierto limite, se podria escoger entre dos conclusiones: podriamos
renunciar a la Geometria euclidea o modificar las leyes de la Optica y admitir que la luz no se propaga ri-
gurosamente en linea recta”. Segiin el parecer de estos gedbmetras: “El mundo conceptuaria esta ultima solu-
cion como mas venlajosa”,

Segtin la opinidn de estos tltimos matemdticos ninguna de las Geometrias, la euclidea y las no eucli-
deas, es mas verdadera que otra. “Una Geometria no puede ser mds verdadera que olra; puede solamente ser
mas comoda”, ;Seré posible que la determinacion de la suma de los tres dngulos de un triangulo rectilineo
esté fuéra de toda experiencia? Este concepto es, como se ve, muy confuso.

Hay atn otro parecer respecto a las geometrias, el cual no podemos menos de indicar: es el de
aquellos que aconsejan emplear provisionalmente la Geometria euclidea: “la més sencilla, y, por consi-
guiente, la mas comoda de aprender®, mientras sea facil de aplicar; pero sustituirla lo més pronto posible
por alguno de los sistemas no euclideos para cuando lo exijan los adelantos industriales, a fin de no retar-

dar el progreso por un solo momento!!
* % %

11 —TLas féormulas de la Trigonometria esférica son tan verdaderas sobre la esfera como las de la
Trizonometria plana sobre el plano, y como las de la Trigonometria hiperbélica sobre la esfera imaginaria.
En lo que sigue nos ocuparemos de deducir las tres trigonometrias de la formula que liga las funciones
reciprocamente uniformes. Ninguna de las geometrias es, pues, mis verdadera que otra. La suma de los
dngulos de un tridngulo esférico es mayor que dos rectos sin que la de los tridngulos planos deje por ello
de ser igual a dos rectos, No hay, pues, contradiceion entre el postulado de Enclides y los de Lobattchewsky
y Riemann: bien entendido que esto es cuando se da a los lugares geométricos los nombres usuales. De
otro modo la incompatibilidad es palmaria.

Consideremos un circulo y tracémosle una tangente. Imaginemos que dos moviles parten del punto
de tangencia y que recorren: el uno, la eircunferencia con velocidad tal que dé una vuelta en la unidad de
tiempo; el otro, la tangente en determinado sentido, y con velocidad igual a la del primero, El punto que
recorre la circunferencia pasard por el punto de tangencia a cada unidad de tiempo, por grande que sea el
radio del circulo; mientras que el que recorre la tangente no vuelve nunca. Aunque la circunferencia de
circulo y la recta sean lineas de curvatura constante existe entre ellas una diferencia profunda; cuestion de
nonexidad, Haremos notar el valor de esta diferencia al aplicar correcta y rigurosamente la ecuacién que
liga dos variables reciprocamente uniformes.

Sistema de coordenadas—Sea (figura 2,°) una curva cerrada y M un punto cualquiera de ésta. Po-
demos definir la posiciéon de M sobre la curva mediante la consideracion del espacio recorrido por un
maévil que describe la curva en el sentido positivo ABCD o en el negative ADCBE. El espacio recorrido
a partir de una posicién inicial A servird para definir a M sobre la curva. No importa, por lo pronto,
la definicion que se dé a la longitud de arco.

Notaremos que a cada vuelta C sobre la curva, el

B movil pasa por el mismo punto M; luego a una posicion
&y de M corresponden infinidad de arcos, a saber:
S=AM + nC
0 en donde 7 representa un nimero entero y C una vuel-
* A ta completa. Diremos entonces que la posicion de M es

funcién periddica de la variable S. Al contrario, la varia-
ble § es funcion ciclica de la posicion M, pues a cada
punto M corresponden infinidad de valores de g
D Si, pues, la curva cerrada pudiera prestarse a una in-
terpretacion analitica, la relacién que ligaria la posicion de
) . , M con e! arco S seria dq gra(_lo inﬁuitq, esto es, no po-
) A M dria ser simplemente un polinomio algebraico sino una serie.
Tal es el caricter de las relaciones que ligan las funciones
periddicas con las variables ciclicas.

Sea, al contrario, 0AQ una recta. Representemos por § el espacio AM, La posicionde M sobre
la recta quedaria definida tinicamente por el valor S =AM, pues un movil que recorra la recta no pasard
sino una sola vez por M. Toda funcién uniforme de la posicion M, cnalquiera que sea el sistema elegi-
do, serd funcién uniforme de 8.

Los arcos descritos por un punto sobre curvas cerradas son variables ciclicas y pueden tomarse como
variables independientes en las funciones que dependen de la posicion de un punto sobre la curva; pero
seria imposible, en la mayoria de los casos, hallar las funciones peri6dicas que puedan representarlas.

Un rasgo trazado a mano sobre un papel es, o puede considerarse, como una curva; pero esta curva
seria imposible de representar analiticamente, pues estd compuesta de trechos curvos de curvaturas distintas,

Figura 2a.

(*)} Las paralajes negativas indicarian simplemente que la estrella cuya paralaje se busca eitd mids lejos que las estrellas de comparacién.
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empalmados aproximadamente unos con otros. No podemos atribuir propiedades analiticas a rasgos trazados
caprichosamente:

Las figuras geométricas que se imponen a nuestro entendimiento son los rasgos més sencillos de que
podemos disponer y solamente de ecllos nos podemos servir para formar sistemas de referencia, a fin de re-
presentar numéricamente los puntos del espacio.

La recta y el plano son los elementos geométricos mis sencillos de que disponemos. Definirlos seria
admitir que existiesen otros elementos més simples.

Los segmentos de recta (distancias) son comparables entre si, esto es, son susceptibles de medida, al
elegir uno particular como unidad. Los dngulos formados por dos rectas que se cortan pueden, ignalmente,
representarse por nimeros, Estos dos elementos numéricos: distancias y éngulos, podemos utilizarlos para
expresar numéricamente y, por tanto, analiticamente, la posici6n de los puntos de un plano con relacion a
una recta dada y un punto situado sobre ésta.

Tracemos (fizura 3.°) la recta Xx'0Ox en un plano. Sea M wun punto del plano. Por dos puntos no

pasa sino una recta; tracemos, pues, la recta OMu; pero consideremos finicamente la semirrecta Ou. Dicha

semirrecta forma con Ox el dngulo xOM. Podemos

v hacer girar la semirrecta alrededor de O en un ni-

. mero cualquiera de vueltas, v el dngulo que define la

Pl posicion de ésta tendrd evidentemente infinidad de va-

- lores. Llamemos 0, el mis pequeiio, C la vuelta

O [ = entera, y 1 un namero entero: dichos dngulos serin:
0=0,%+nC.

Fl punto M podemos representarlo sobre la
recta OMu la cual ha sido definida por la variable
ciclica 8 =H0,=nC, Pararepresentar a M nos basta
medir o expresar numéricamente su distancia OM = 1.
Esta distancia no tiene sino un valor, como lo hemos

M m———————

: 2 3 indicado atrds.
= o La posicién, pues, del punto M sobre el plano
y quedard definida por dos valores
Figura 3a. r—=O0M y 8 =b,+nC

Estas coordenadas tienen un caricter diferente, no solo en su naturaleza sino en su modo de definir
el punto; pues la 7 no tiene sino un valor, mientras 0 tiene infinidad de valores.

Si hacemos &= a = constante, tendremos infinidad de puntos en el plano cuyas coordenadas satisfa-
cen a esa condicién. Fstos puntos se hallan colocados en la circunferencia de un circulo cuyo centro es 0.

Podemos idear otros medios de representar un punto sobre un plano con el auxilio de variables no
ciclicas, Por el punto O levantemos una perpendicular »'0Oy 4 x'Ox vy por el punto M bajemos dos
perpendicnlares MP sobre Ox y MQ sobre Op, No nos detendremos en la definicion de perpendi-
cular; nos basta saber que por un punto de un plano no se pucde trazar sino una sola perpendicular sin
que por ello entre en juego el postulado euclideo.

El punto M quedara determinado por los segmentos rectilineos OP =X 0Q =y O también por
las distancias MQ=x y MP=y; sin que podamos decir nada respecto de las igualdades: x-—x &
y=1 pues tales ignaldades implicarian la aceptacién del postulado en referencia.

Tendremos, pues, dos sistemas de valores para definir la posicion M en el plano, a saber: X1 é )i,

. v x Y

. . x
x & ). [Estas coordenadas serin funciones de r y 0. Y las relaciones: ?‘, L serdn so-

Jamente funciones de 8,
Iistas relaciones no tienen para cada punto sino un solo valer cada una de ellas, mientras que § tie.
ne infinidad de valores: asi resultard que dichas relaciones tendrin que ser funciones periodicas de 6.
i x N . Ui ¥
Vamos a demostrar que ;f y -, son funciones de la forma £(6) vy que T é r
forma 7(8) en donde C(0) ¥ ’I](Ug son las series estudiadas en los pardgrafos 4.° y 5.°, en las que la
variable x ha sido reemplazada por b,
Hagamos, para facilitar la expresién, 7= constante, y tracemos un circulo con centro en 0 vy que
tenga OM por radio.
La unidad de 4ngulo es arbitraria: elegiremos esta unidad de manera que la vuelta completa valga o,
. - . . Z z ]
periodo de las funciones { y ¥, asi, como también, de las relaciones: —r", " ‘%, T
No nos detendremos en las propiedades geométricas de la circunferencia con relacién a sus didme-
tros, ni en las demostraciones de superposicion de figuras, porque tales cuestiones no implican el postula.
do de Euclides.

son de la

w
El angulo recto valdra 3 la vuelta completa 200 y la semivuelta ©.
Sabeinos por las propiedades de T (B) que es periddica y de periodo 2w. Y, ademis, tenemos que

L=t LO=—t0+w  @=1 tw=-1  tf3l=0 ¢}

=0,

. g . X - L
Facilmente se comprueba sobre la figura que se trace, que las relaciones — satisfacen idén-

r

el

ticamente las mismas condiciones,

Cuando dos variables p y ¢, funciones de una tercera variable, se manejan de manera que a cada
valor particular, real o imaginario, de una de ellas, no corresponda sino un valor real o imaginario de la
otra y, reciprocamente, estas dos cantidades estédn ligadas por una ecuaciém de la forma:

Apg+ Bp+ Cqg+D—=o (a)
—22
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. X1 c
Ahora bien, a cada valor , o corresponde sino un valor de X1 y, por tanto, un punto P sobre 0x y

dos puntos sobre la circunferencia, esto es, dos series de angulos ‘Mﬂx=a, y el simétrico —ox, a las
cuales no corresponde sino un solo valor de [ (Y), a saber: {(2)={(—a).

Reciprocamente a un valor de { corresponden dos series de éngulos iguales y de signos contrarios,
y, por tanto, dos puntos simétricos respecto del diametro 0x, vy, por tanto, un punto P sobre dicho eje,

v . X1
o bien, un solo valor de x1 vy, por tanto, una sola relacién =g

-~ . X X
En consecuencia, la ecuaciéon (@) seria aplicable a las variables { vy -;~- Pongamos p= 4;* y

g=1=.(0), Tendremos sucesivamente: Para 0=0: p=1 g=1. Y por tanto: A+B+C+D=o.
Para b= 29: = =0 De donde D=o. Para 0 =uw; p=—1 qg=—1. De donde
A—B—C+D=o. En consecuencia 24=—2D=0 B=—C, Y, por tanto, la ecuacién (a) se¢ hara:

Bp—Cq=08. O bien '%'— £(8) Del mismo modo hallariamos: §=§(9) y ademds: 7 (B) :J%z{*-

Eistas relaciones son ciertas aunque 7 no sca constante, y pueden demostrarse sin el auxilio del circulo,
por medio de la ecunacién (a).

— S 12 * X 2
Como ‘Y‘(G}e aF '!]{ﬂ)zil tendremos: l';l] + [‘%‘l :[}l = ly';] =" Cuando sea r = cons-

tante, se tendra: X+, constante = A* + §* que es la ecuacion de la circunferencia del circulo.
Sobre la circunferencia del circulo se demmuestra ficilmente que a angulos al centro iguales corres-
ponden arcos iguales, Por tanto, si se toma por unidad de arco de circulo aquel que corresponde a la unidad

de dngulo, podemos poner  en vez de b, siendo o la unidad de arco.

(S S 18,18

Tendremos %:W(H):’!‘.'U)- Si desarrollamos a ‘fj(gj tendremos: %: s 3 o3 +§I—'§
. y_ S 185 1 84 y 2y r 1 52 1 S
O bien: F—Wzll—é_!'g-}.g!.c‘ De donde: $To5— 5 l~~3—! ;§+~5~|{—4+
Si hacemos tender § a cero, el arco 28 y la cuerda 2y tenderin a cero, pero su relacién
i limi ber:  lim. % = lim, 2499 _ T
tiene un limite, a saber: Lg=lim— e =

3 . . r
Si se admite que el limite de la relacién del arco a la cuerda es la unidad, se tendrd que grl.

O bien que el arco unidad debe ser el radio para que la circunferencia valga C=2wr=2rr; pues
w=mn=3.14155926....

* Kk K

12— Consideremos un casquete esférico sobre una esfera de radio R; sea 1 el radio del circulo que
sirve de base al casquete vy 11 el radio del cireulo homotético con relacién al centro de la esfera del cir-
culo de radio r, sobre el plano tangente.

Por el polo del casquete y el centro de la esfera tracemos dos planos perpendiculares. Estos planos
cortarin al plano tangente y al plano secante segiin dos rectas perpendiculares entre si en cada plano, las
cuales serdn didmetros de circulos de radios rn y 7. Tomemos en cada uno de estos planos a dichas per-
pendiculares por ejes coordenados. Consideremos un punto M sobre la circunferencia del circulo menor
que sirve de base al casquete, y sea M; su correspondiente en el plano tangente.

Tracemos por el punto M y por el centro de la esfera tres planos, a saber: uno por el polo del
casquete y los otros dos perpendicularmente a los dos planos octogonales trazados antes. Estos planos corta-
rdn a la esfera segtin eirculos maximos, y a los planos tangente y secante del modo siguiente: el primer
plano segiin los radios OM, y OM, respectivamente, de los circulos de radios rn1 y r; los otros dos
segin MP, MP, MQ, MOQ.

Para facilitar las exposiciones designaremos los puntos situados sobre el circulo tangente de radio 1
con el indice sub-uno, asi como las coordemadas X3 i3 sin indice alguno sobre el plano secante del
circulo que sirve de base al casquete, y que tiene por radio r; finalmente, con un acento los puntos y las
cantidades referentes a la superficie esférica del casquete. Asi el punto 0' polo del casquete, serd el mis-
mo punto 0; centro del circulo tangente, y el punto M' del casquete en su base seri el mismo punto

Del mismo modo los puntos ABCD del circulo r seran los puntos A'B'C'D' del casquete,

Después de lo expuesto en el parfgrafo anterior es imitil que continuemos designando por L(0) ¥
7(8) las funciones estadiadas en los pardgrafos 4.° y 5.°, pues ya estd cumplido el objeto de esta notacién.
Seguiremos de aqui en adelante, designandolas por coseno y seno, respectivamente.

Pondremos (figura 4." figuras a, b y c¢); (Véase la figura en la pagina siguiente),

(Figura a) OM=r OP=x=MQ 0Q=y=MP.
(Figura b) oM =ry OP'=x'\= MQ 0Q'=y,=MP.
(Figura c¢) oM =r P =2 =M, 0, O == MP

Llamamos 0 el 4ngulo MOx = M'0'A' = M,0,x,.
Antes de continuar adelante séanos permitido hacer una observacién. Consideremos las relaciones si-
. . £y X s - .
guientes en el casquete esférico: —r'l » gr—.i » /7 Y comparemos dichas relaciones con las funciones
costi y senb por medio de la ecuacibn Apg+ Bp+ Cg + D =o. ()
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Haciendo paso a paso los razonamientos del pardgrafo anterior, llamamos como antes:
1

SR en /P .
,J‘ =" = cos f ‘%‘- : “;. — sen b (m)
Ahora bien, estas serian las formulas de la Trigonometria plana euclidea aplicadas a los tridngulos

esféricos.
Preguntaremos: ;La ecuacién (%) se presta a deducir de ella todo lo que se quiera? Si se atiende a

la Trigonometria plana hiperbélica establecida por Lobattchewsky y a la Trigonometria esférica parabélica (¥)
que acabamos de deducir, la respuesta seria afirmativa. Tendrian razén ciertos eriticos que han dicho que
a las x se les puede hacer decir todo lo imaginable.

J 4
B B,
Ql—- Q,___........__: M,
1
|
i X
NG [4) C 0, P, |4,
Figura a ALk D' Figura c

Figura 4,

Este cargo hecho _al s_m:ilisis matemdtico es injusto. La férmula (%) es correcta, pero ha sido mal apli-
cndgx\ en los dos casos indicados. Hicimos notar el error que se cometié en la formula fundamental de
la ln;';onometria plana hiperbélica. En cuanto a las férmulas (m) el error consiste en que las variables
,t“ X uw ¥ !

1 : .
PR cost no son reciprocamente uniformes, ni tampoco ‘% ) ‘-’;; con senf.

En efecto, las magnitudes X1 x' J'| J' tienen para cada punto M' infinidad de valores, puesto
que son arcos de circulo méaximo. Asi:

=), =27 R XM=, £27n,R. Y= ") x2mm R ¥ =(y"), +=2nm, R
Y, finalmente, r'= ("), x2=NR.

En lo que respecta a senB y cosb estas magnitudes no admiten sino un solo valor para un punto

Mv del circulo del casquete; en consecuencia, no hay la uniformidad reciproca que se quiere para la apli-
: . - z

cacion de la formula (%), como no la habia entre fangb v T k) en el problema de Lobattchewsky.

* & o=

13 —Consideremos el triingulo esférico 0'P'M' (figura b-de la 4.") y pongamos:

oM _r MP gy, 0P _ x _
R R R R ®TRTC
Llamemos, ademis, B=M'0'P' al dngulo que habiamos designado por 0. Tendremos, evidentemente:
oM 0,P, x
[5*‘ ’R*r tang a; —'ﬁi :::fangc:‘:—n,}-; MIONEI=E
r_om__ . MP Y. -
pTp o sena; ” _s,nb—R, MOP=B.
. . c . : m y__MP __senb _
En el cirveulo ABCD  se tiene, segiin lo visto en el parigrafo 10: = —mam e sen B.

= (0): Zl = %’Z—; —cos'B. Se hallan, pues, las formulas:

senb—sena. sen B A tang ¢ — cos B. tang a . (n)

referentes al tridngulo esférico rectingulo 0'M'P. Estas ecuaciones son suficientes para establecer todas
las f6rmulas referentes a los tridingulos esféricos rectangulos y, por tanto, a todos los tridngulos esféricos,
pues un tridngulo esférico cualquiera puede descomponerse en dos tridngulos rectingulos.

* % ¥

. . ~ . By
En el circulo Ay B G Dy se tiene: "

("' Nos permitimos dar este nombre a las relaciones cstablecidas sobre los arcos de circulo miximo por analogia con las Geometrias denomi-
nadas eliptica, parabélica e hiperbélica.
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14—Si suponemos imaginario el radio de la esfera: esto es, si hacemos R=ik obtendremos, poniendo

— S ! — Jy o grw S — o E{ s Q — ¢
OM=a=r; MP=b=y;, (P=c=x : o= [3_]“_ Y=z7
Se hallara, pues:
i _8 L] 2
ex_eF b _EE_C k(b
Seﬂu:seﬂk—l.:————z—l,—zl S(E) Senﬁ_sen-;v—z—_gl_——:; ,_S(E)
ki —
I
c = —1 ofe
. — — =1 el
seny = sen ;s =—g; S(k)
De igual modo 5 .
a .
cosﬂc:C(E) cos?:C(E) COSY - C(E,)‘
~1 T{a ,~1 (b ,—1 ¢
tange = i~" | (k) tang B = i T(JIJ lang ¥ =i T(E)
Las férmulas (n) se haran: S (%) — (z) sen B. T(%) == T(z) cos B. (p).
De estas formulas se deducen las de la Trigonometria hiperbélica de Lobattchewsky.

* * *

Creemos haber dicho lo suficiente para los lectores que poseen criterio propio, a quienes estd dedica-
do este trabajo. Pero haremos, no obstante, algunas reflexiones finales.

Las figuras geométricas se imponen irresistiblemente a los cerebros sanos. La recta infinita no es hi-
potesis convencional, sino la idea misma de recta; lo propio sucede con el plano. Llamar recta al circulo y
plano a la esfera no seria otra cosa que cambiar los nombres de las cosas,

La psicologia experimental explica la formacion atdvica de las ideas geométricas y su completa per-
feccion. Vivimos sobre una esfera y, sin embargo, tenemos la idea perfecta del plano.

Il cerebro se transforma sucesivamente al través del tiempo. ;De qué manera y en qué sentido habréa
venido transformando las ideas la prictica de la instruccién artificial?

Las geometrias no euclideas y la Cinematica de Einstein son datos de altisimo interés a ese respecto.
Quiz4 también se llegue a encontrar la causa por la cual las civilizaciones caducan.

De todos modos, somos deudores a Lobattchewsky de algo de grandisima importancia desde el punto
de vista psicolégico.

NOTA DFE LA DIRECCION —Con este estudio damos ahora por terminada la labor de Garavito
en el campo, mas filoséfico que matemdtico, de las especulaciones geométricas encaminadas a desorien-
tar la intuicidén que tenemos del espacio euclideo, aunque entendemos que del sabio Profesor quedan
aiin algunos papeles dispersos en que se ocupd también del mismo asunto, desde diferentes puntos de
vista. Tal vez en alguna época posterior podamos volver sobre tdpicos tan interesantes y que no han
perdido en forma alguna su oportunidad. Mas antes de hacerlo procuraremos exponer brevemente la
historia de las geometrias no euclideas, extendiéndonos, sobre todo, respecto del alcance que la Ciencia
moderna les ha dado, por cuanto juzgamos como un deber nuéstro y de esta Academia Colombiane de
Cliencias, el no dejar sin comentario ninguno de los trabajos de Garavito, encaminados, como todo lo
suyo, a poner orden en el conjunto, un tanto cadtico, de la especulacidn contempordnea. Cuando legue
esta ocasién habremos de prepararnos mediante el estudio de que seamos capaces y con ayuda de la
Academia, cuyae finalidad de erftica depuradora hemos expuesto en las notas editoriales del presente
nitmero, para hacerlo posible en orden a desarrollar estas ideas de Garavito de modo absoluto.
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